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(CAOS NO ENSINO DE MATEMATICA?!
José Carlos Fernandes Rodrigues

Resumo: Ha 37 anos tenho me feito algumas perguntas relacionadas com minhas agdes docentes em matematica.
¢Ensino de matemdtica nos ensinos fundamental e médio sdo "absolutamente" necessarios?

¢Quais seriam os impactos sobre a formagdo de uma (;pequena?) parcela da populagdo, em cada geragio, se
a matematica nio fizesse parte dos assuntos explorados nos ensinos fundamental ¢ médio?

Admitindo, por meio de algum tipo de consenso, que um ensino de matematica deva fazer parte dos ensinos
fundamental e médio, entdo ;quanta matematica deveria (ou poderia) estar presente neles? (Qual, ou quais?

Num breve historico e em uma superficial (;auto?) critica, o que vimos "ensinando" (;com aprendizagem?)
sobre matematica nos ensinos fundamental e médio no século 20 e no inicio do século 21 remonta & geometria
dos gregos, a alguns métodos de resolugdo de equagdes, a linguagens algébricas, a regras de contagem, a reso-
lugdo de sistemas de equagdes, a probabilidade, & aritmética dos niimeros complexos, ao conceito de funcédo
matematica, 4 geometria analitica, as operagdes com matrizes, para citar alguns temas.

Todos os temas citados, e alguns ndo citados, sdo anteriores ao século 20.

A questdo a ser proposta sob a forma de provocagio é: ;estarfamos nds professores e professoras dispostos e
preparados para introduzir nos ensinos fundamental e médio temas "mais atuais", "menos tradicionais e conser-
vadores" aos nossos e as nossas estudantes? No caso afirmativo, ;quais?

Uma critica possivel 4 provocagdo aqui langada talvez seja: "Se ja tem sido dificil trabalhar com o que se faz
hoje em dia, entdo ;,como poderiamos pensar em trabalhar com temas néo tdo tradicionais?"

A proposta deste texto seria a de langar as pessoas que trabalham com matematica esse possivel desafio.

(Seria o tema CAOS uma possibilidade de mudanca?

Talvez uma leitura critica do texto possa criar subsidios para uma resposta.

Palavras-chave: Caos, sistema, deterministico, estocastico, iteragdo, sistema dinimico discreto, sistema perio-
dico, convergéncia, mapa logistico, ponto fixo, ponto de equilibrio, trajetéria de sistema dindmico, bifurcacdo,
orbita avangada (Forward Orbit), orbita para tras (Backward Orbit), retratos de fase, analise grifica de sistemas
dinimicos, planilha eletronica.

(Como interpretar o titulo apresentado?
Caso procuremos em algum diciondrio algum(ns) significado(s) para a palavra “caos”, poderemos encontrar
algo como:
ca0s, > s. m. (gr. khaos). 1. Confusio geral dos elementos, antes da formagéo do mundo.
2. Total confusdo, ou desordem.

Levando em conta 2. como significado para “caos”, o titulo apresentado pode significar: “¢Total confusdo
(desordem) no ensino de matematica?”.
Porém, Ian Stwart, autor do livro ;Sera que Deus joga dados?, propde um outro significado aquela palavra
que podera ser acrescentado, futuramente, nos diciondrios. Acompanhe:
€aos, s. m. (mat.). ... 3. Comportamento estocastico em um sistema deterministico.
Ocorrem na ultima interpretagdo trés (talvez quatro) palavras que podem merecer alguns comentérios: “siste-
ma”, “deterministico” e “estocastico” (e, talvez, comportamento).

! Estou usando, por abuso, o sinal ";" (importado da lingua espanhola) no inicio de cada sentenga interrogativa, com o objetivo de
explicitar o momento a partir do qual ela comega a ser "interrogativa”.
# Do verbo klainen, abrir-se, entreabrir-se. Esse termo parece ter sido utilizado pela primeira vez na Teogonia de Hesiodo (séc. 8 A.C.).
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SOBRE "SISTEMA".
Existem algumas interpretagdes e alguns significados para “Sistema”.
Uma delas é fornecida por Mario Bunge (1919 ), fisico e filésofo argentino que, em Epistemologia: curso
de atualizacdo (1980), assim se expressa:
“Um sistema ¢ algo complexo cujas partes, ou componentes, se relacionam de tal modo que o objeto
se comporta, em certos aspectos, como uma unidade e ndo como um conjunto de elementos”.*

Além desta, podemos encontrar no “Diciondario basico de filosofia™, de Hilton Japiassi e Danilo Marcon-
des, os seguintes significados:
sistema (do lat. tardio e do gr. systema, de synstanai). 1. Em um sentido geral, conjunto de elemen-
tos relacionados de acordo com determinados principios, formando um todo, ou uma unidade. Ex.:
sistema solar.
2. Conjunto de pensamentos, teses ou doutrinas desenvolvidas articuladamente e formando uma
unidade teodrica: sistema de Hegel. ... .

DETERMINISTICO E ESTOCASTICO.
Antes da explicitagio de, pelo menos, um significado para as expressoes “sistema deterministico” e “sistema
estocastico”, pode ser conveniente uma “‘conversa” a respeito de: experimentos, problemas ¢ modelos.

SOBRE EXPERIMENTOS E PROBLEMAS.
Para ndo corrermos o risco de uma regressao “sem fim”, faremos “poucos™ comentarios sobre os termos “ex-
perimento” ¢ “problema”. Entre eles, veja o tipo de interpretagdo que se pretende dar a essas palavras:

“Ha varios tipos de experimentos e problemas que podem estar preocupando as pessoas neste
momento. Por exemplo, a procura por um remédio para a cura de determinada doenga, a busca de
condicoes sociais, habitacionais, educacionais aceitaveis para as populagdes carentes desses valo-
res, a pesquisa de mercado para o langamento de um novo produto, o investimento em um projeto
espacial, a otimiza¢do do uso de recursos governamentais para construg¢do de escolas e hospitais,
o0 estudo de novas tecnologias de comunicagdo e transmissao de informagoes, a construgao de um
novo motor que ndo ird utilizar combustiveis ndo renovaveis, a melhoria de equipamentos robotiza-
dos que realizam tarefas nocivas as pessoas.” *

A ultima lista pode ser aumentada enormemente. Para cada um dos problemas citados (e para os ndo citados),
¢ possivel que existam varios caminhos para uma busca de sua(s) solugdo(des) [caso exista(m)], nem todos con-
duzindo a um mesmo destino. Um desses caminhos consiste em “construir” modelos para representd-los.

SOBRE MODELOS.
Mas, ;0 que é “modelo™?
Para uma reflexio sobre a questdo proposta, veja alguns dos usos desse termo nos textos seguintes:

“Aquela moga tornou-se um modelo fotografico no Japio.”

“0 engenheiro de obras da prefeitura duma cidade do interior construiu um modelo da usina que
fornecera eletricidade aos agricultores da regido.”

“0O escultor fez, em primeiro lugar, um modelo em barro da obra que pretendia fazer em marmore.”
“Aquele economista do governo disse que o modelo macroecondmico precisa ser revisto.”

“Os militares da segunda guerra mundial utilizaram modelos de Pesquisa Operacional para otimi-
zar as suas operagdes de transporte de tropas, equipamentos, combustiveis e alimentagio.”

* Em "Concepgbes em termodinamica: o senso comum e o conhecimento cientifico.”, tese de doutorado em Educagao da professora
A-nildes Cafgne, da PUCSP.

“ Em “Matematica: abstragdo x aplicag@o”, material didatico utilizado nas aulas de matematica para estudantes do curso de Admi-
nistragéo de Empresas da Pontificia Universidade Catélica de Sao Paulo (PUCSP).
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“Aquele fisico estd se aprofundando na compreensido do modelo atbmico com base na fisica das
particulas subatdmicas’.

“Um modelo para uma teoria formal T ¢ uma estrutura na qual todos os axiomas de sua linguagem

* 15

sdo formulas ‘verdadeiras’.

Estaremos interessados, grosso modo, na seguinte caracteriza¢do para esse termo: “um modelo para um ex-
perimento pode ser considerado ‘um conjunto de procedimentos’ com o objetivo de representar aquele ex-
perimento, responder adequadamente ds questdes que aquele experimento levanta e tomar algumas decisdes
‘cabiveis’ a respeito daquelas questoes”.

Ha, basicamente, dois tipos de modelos para um experimento: modelo matematico ¢ modelo nio matema-
tico. [remos nos concentrar nos experimentos para os quais sdo adequados modelos matematicos.

Por sua vez, os modelos matemiticos podem ser classificados em modelos deterministicos ¢ modelos nio
deterministicos.

SOBRE MODELOS DETERMINISTICOS
Nas palavras de Paul L. Meyer, em “Probabilidade: aplicacoes a estatistica™:
“Por essa expressao (modelo deterministico) pretendemos nos referir a um modelo que estipule que
as condigdes sob as quais um experimento seja executado determinem o resultado do experimento.”

Em outros termos, se um particular experimento for repetido algumas vezes nas mesmas condigdes iniciais e
utilizando-se 0s mesmos recursos a ele inerentes, entdo se espera obter os mesmos resultados.

Cabe aqui um exemplo (;”simples”?): conhecidas, por exemplo, as massas de dois “corpos” e a “distncia”
entre eles (entre seus centros), ¢ possivel obter a “forga de interagao™ entre aqueles corpos, denominada for¢a de
atragiio gravitacional, por meio da “lei da gravitagdo de Newton™.

E possivel afirmar, sem muito medo de errar, que “ensinos de matematica” nos ensinos fundamental ¢ médio
se caracterizam, em geral, por enfatizarem, quase essencialmente, situagées deterministicas, muito embora pos-
sam existir, nesses trabalhos, algumas incursdes por situagdes probabilisticas ¢ estatisticas.

Nessas condigdes, quase sempre, as agdes em “ensinos de matemadtica™ se concentram nos aspectos quantita-
tivos e analiticos dos temas trabalhados.

SOBRE SISTEMAS DETERMINISTICOS

Um sistema deterministico ¢ um sistema (no sentido Bunge) que ¢ representado por um modelo determinis-
tico, ou um por um conjunto (;ou um sistema?) de modelos deterministicos.

Por exemplo, o sistema planetdrio no qual vivemos [um sistema complexo cujos componentes (planetas,
satélites, asteréides) se relacionam “gravitacionalmente” como uma unidade] pode ser considerado um sistema
deterministico, pois os modelos que o representam e que sdo utilizados para determinar as posi¢des (em relagio
ao Sol) dos componentes e suas velocidades sdo deterministicos. Conhecidas a posig¢do ¢ a velocidade de um dos
componentes do sistema planetirio em um determinado momento, € possivel determinar sua posi¢ido e sua
velocidade em qualquer momento no futuro, ou no passado, segundo os modelos que representam o sistema.

SOBRE MODELOS NAO DETERMINISTICOS

Um modelo néo deterministico pode ser caracterizado como um modelo para um experimento no qual as
condigdes em que ele ¢ realizado determinam um “comportamento™ probabilistico (;imprevisivel?) dos resul-
tados observaveis.

Ou seja, se um particular experimento for repetido algumas vezes nas mesmas condigdes iniciais e utilizando-
se 0s mesmos recursos a ele inerentes, entdo se espera obter apenas um “‘comportamento” probabilistico dos
resultados observaveis.

Um modelo nio deterministico pode ser denominado, também, modelo probabilistico, ou entdo de modelo
estocdstico.

* Em “Légica & Algoritmos”, capitulo dois: Teoria da Quantificagéo, notas de aula de Alberto Augusto Janior, curso de veréo no Insti-
tuto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo, 1973.
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Cabe aqui um exemplo (;"simples"?): na produgdo em série de parafusos por meio de um equipamento in-
dustrial deseja-se conhecer a quantidade de parafusos sem defeito em uma produgdo digria. Durante alguns
dias, sdo escolhidos, "ao acaso”, lotes da produgdo diaria e é feita uma contagem dos parafusos com (ou sem)
defeito. Se o experimento for realizado algumas vezes nas mesmas condigdes, os resultados particulares podem
ser distintos dois a dois. Porém, se o experimento ¢ repetido "muitas vezes" sob as mesmas condigoes, 0 que se
espera ¢ "estimar" (medir) probabilisticamente os resultados observiveis: qual é a porcentagem de parafusos
sem defeito e parafusos com defeito que sdo produzidos diariamente.

Segundo lan Stwart, "estocastico" significa "aleatério". Numa situagdo como essa, corre-se o risco de uma
troca de "seis" por "meia diizia", pois "explicar" o significado de um termo por outro que lhe ¢ sinbnimo pode
implicar o estabelecimento de um "circulo vicioso" ("estocdstico” <=> "aleatério").

2

.E o que significa "aleatério”? {Nio "vale" afirmar que ¢ "estocastico"!
Bem, ;que tal afirmar que "aleatério" significa "ao acaso"?

Segundo Henri Atlan, em "Entre o cristal e a fumaga" pode-se ler: "acaso’ ¢ a intersecio entre duas se-
qiiéncias independentes de acontecimentos de 'causa e efeito™ [Estou andando pela cal¢ada de uma rua logo
apos uma chuva. Paro proximo a guia da rua, a uma poga d'agua que a chuva ali formou e a faixa de pedestre que
pretendo usar para atravessa-la. Nesse instante, um automovel, em alta velocidade, passa pela poga d'agua ... ].

SOBRE A "DEFINICAO" DE CAOS, SEGUNDO IAN STWART

Nio sei quanto a vocé, mas tomar consciéncia de que uma “defini¢do” de “caos” reline em seu escopo duas
situagdes que sdo (aparentemente) antagonicas [um “comportamento” estocdstico (aleatério, ao acaso, proba-
bilistico, ;imprevisivel?) em um sistema deterministico (nfio aleatoério, previsivel)] causa, em um primeiro
momento, um “desconforto” que pode (;deve?) ser enfrentado e entendido.

Tendo isso em vista, podemos retornar a questdo inicial “;Caos no ensino de matematica?” e interpreta-la da
seguinte forma:

(Comportamento estocastico em sistemas deterministicos no ensino de matematica?

E possivel afirmar que, ao tratarmos de sistemas caéticos, estamos diante de sistemas que podem conter
(je contém!) “grandes” dificuldades conceituais e técnicas, pois sdo muitos os aspectos que fazem parte desse
tipo de sistema e que transcendem tudo (ou quase tudo) daquilo que faz parte dos ensinos fundamental e médio
atuais (neste 7° ano do século 21).

A questdo presente é: ;Vocé "acha" (ou melhor, jacredita?) que existe alguma possibilidade de se tratar esse
assunto nos ensinos fundamental e médio?

Uma tentativa de resposta & questiio serd fornecida a seguir. Uma analise critica dessa tentativa fica a seu
critério.

1° PARTE: APRESENTACAO DO PROBLEMA E DOS CONCEITOS INTRODUTORIOS.

SOBRE A POSSIBILIDADE DE SE INTRODUZIR "CAOS" NO ENSINO DE MATEMATICA NOS
ENSINOS FUNDAMENTAL E MEDIO.

A tentativa de resposta ndo tem a menor pretensio de originalidade. Ela foi inspirada em trés livros: o primei-
ro ja foi citado (;Serd que Deus joga dados?); o segundo ¢: “An introduction to chaotic dynamical system™
de Robert L. Devaney; e o terceiro é Caos: uma introdug¢io de Nelson Fiedler-Herrara ¢ Carmen P. Cintra
do Prado.

Para essa tentativa, ¢ conveniente que vocé tenha em maos uma calculadora eletronica (de preferéncia, uma
cientifica). Vocé podera utilizar, também, uma planilha eletronica que permitird uma razoavel economia de
tempo.

Vamos comegar com uma calculadora (uma das “tradicionais™).

= Vamos imaginar que a calculadora possua as teclas

L Bl 1] 1 | R
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UTILIZANDO A TECLA -

* Digitemos um valor arbitrario maior que 1. Por exemplo, 2, ¢, em seguida, as teclas - e - (¢O que
aconteceria se escolhéssemos 17).

* Mantendo o valor obtido no visor da calculadora, continue pressionando, sucessivamente, as teclas - e

. . Logo, fica estabelecida a “seqiiéncia” numérica:
2, 4, 16, 256, 65536, 4294967296, 18446744073709551616, .. ..

« E bastante provével que, apds um determinado nimero de vezes que vocé repetir aquela seqiiéncia de teclas,
a calculadora exiba alguma mensagem de "erro”.

* Dizemos que a seqiiéncia diverge, ou seja, niio tem limite, ou ainda, que a seqiiéncia tende a +w, pois, para
todo valor real positivo M que se possa imaginar, existe “‘um passo” daquela seqiiéncia para o qual o seu
correspondente valor supera M.

* Introduzindo um pouco de simbologia e nomenclatura:

° f{x) = x%;
& .‘(0 = 2:
° a sequiéncia:
X fixg): f(fixp)): f(f(fxg)); fRHxo))); fEAEExp)))); AR )N ...
¢ a mesma anterior, porém representada simbolicamente;
? 0 "processo" utilizado para obter cada termo da seqliéncia, a partir do anterior, ¢ denominado iferagdo,
que significa “repeti¢do continuada de um mesmo procedimento”.
“ a seqiiéncia ¢ um exemplo de um sistema dinimico discreto;
¢ possivel "modificar” a simbologia introduzindo-se a seguinte "simplificagdo":

fifixg)) = Pxgh fERxg)) = Pxg): TRRExN = Foxghs ... ¢
“ por extensdo: f(xo) = fl(xo) e Xp= to(xo);

Questido para reflexdo:
¢ Vocé diria que o comportamento do sistema dindmico (deterministico) obtido pelo processo
iterative da funcido f(x)= xz. a partir de xg = 2, ¢ “estocdstico™

* Repita a ultima seqiiéncia de procedimentos para x’=0,5.

« Nesse caso, apés um determinado namero de vezes que as teclas - - - 830 pressionadas, o visor da
calculadora devera exibir o resultado 0 (;Por que a calculadora exibe o valor 0 apés um nimero de vezes

que as teclas - e sdo sucessivamente pressionadas?)

= Nesse caso, dizemos que a seqiiéncia converge, ou s¢ja, tem limite, ou ainda, que a seqiiéncia tende a 0,
pois, para todo real positivo M que se possa imaginar, existe “um passo” daquela seqiiéncia para o qual o seu
correspondente valor ¢ inferior a M.

Questio para reflexio:

¢ Vocé diria que o comportamento do sistema dindmico (deterministico) obtido pelo processo
iterativo da fungdo f(x)=x", a partir de X = 0,5, é “cadtico™?

UTILIZANDO A TECLA -
* Escolha um niimero distinto de 1 e repita as a¢des ja mencionadas anteriormente. ;Qual ¢ a conclusdo?

s e ndo um indicativo de

# & conveniente destacar que os indices superiores em 2, , . . . representam o nimero de iteragdes
expoente de uma poténcia. Pode ser conveniente trocar # por fi2,
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Questdo para reflexiio:
(Vocé diria que o comportamento do sistema dinimico (deterministico) obtido pelo processo

iterativo da fungio g(x) =+/X. a partir de xg# 1, ¢ “caotico™?

UTILIZANDO A TECLA .
* Escolha um numero diferente de 0 e repita as agdes ja mencionadas anteriormente. ;Qual € a conclusdo?

Questao para reflexdo:
;Vocé diria que o comportamento do sistema dindmico (deterministico) obtido pelo processo

iterativo da fungdo h(x) = % a partir de xg # 0, ¢ “cadtico™?

UTILIZANDO AS DEMAIS TECLAS.
= Fica como exercicio o processo iferative para as demais teclas (exceto

a tecla - que iremos exibir na seqtiéncia).

Questdo para reflexdo:
( Vocé diria que o comportamento de cada sistema dinimico (deterministico) obtido pelo proces-
s0 iterativo das demais fungoes € “cadtico™?

UTILIZANDO A TECLA . E UMA PLANILHA ELETRONICA.
» lan Stwart afirma, em seu livro “;Sera que Deus joga dados?”, que realizou 300000 itera¢des da tecla

-. a partir do valor xg = 0,54321. Ele afirma, ainda, que o sistema nio convergiu e nem se tornou peri-

ddico [vocé obteve um exemplo de sistema dinimico periédico, ao utilizar a tecla i].

Nio temos a pretensao de realizar o mesmo trabalho de Ian Stwart, mas vamos exibir uma planilha eletronica
com 286 iteragdes daquela tecla (todas visiveis em uma mesma tela), a partir do valor inicial xj=0,5. Estamos
admitindo que vocé possua alguma “intimidade™ com esse tipo de “ferramenta computacional™ (usamos, aqui a
planilha Excel™, da Microesoft).

Caso seja necessario, acompanhe alguns procedimentos possiveis:
“ Digite na célula A1 o texto “x="(sem as aspas) e na célula B1, o nimero 0,5;
? Digite na célula A2 a “férmula™ “=b1”, ou “=B1” (sem as aspas);
“ Digite na célula A3 a “formula™ “=tan(a2)”, ou “=TAN(A2)” (sem as aspas), ou qualquer “com-
binagdo” de digitos maitsculos e minusculos;
? Copie essa formula na célula A4 até a célula A27 [caso vocé queira relembrar como fazer isso, segue
uma sugestdo para realizar essa copia (existem outras)]:
(i) com o ponteiro do rato sobre a célula A3, “clique” o seu botdo direito;
E Copiat (ii) devera aparecer o0 menu:
B Cox (iii) “clique” sobre ¥@l Sopiar (com qualquer botio do rato);
—— (iv) em seguida, com o ponteiro do rato sobre A3 (ou A4), pressione o seu botdo
esquerdo, mantenha-o pressionado e arraste-o até a célula K27;
— (v) solte o botdo;
(3 Insert comentiro - (vi) ficaram selecionadas as células da regido da planilha de A3 até K27;

7 Eormater células... (vii) sobre a selegdo feita em (iv), pressione o botdo direito do rato para aparecer,
Lista de oggBes. . novamente, 0 menu anterior;

| Adicionar inspecBo de vaiéveis At G .
’ (viii) “clique” sobre EhColr (com qualquer botdo do rato):
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2 Introduza a formula “=tan(a27)” [ou “=TAN(A27)”] nacélula B2 e copie-a at¢ a célula K2;
2 Veja se sua planilha se parece com a da figura seguinte:

06 |
|-0.37709 1,
264006 | 17789 | .D39605 | 3,92
I \u;msm\a;mﬂ-umes | D A1B14 O]
0,171375 | 0,249039 | 0.333012\1:277\0,21549‘4351521 32731 | 044434
3 0,173072 | 0,254319 | 0,345094 | 0,284415 | 021889 | 057151 |1
10,174621 | 0259847 | 0,360382 | 0,232341 | -0,22245 .05431 | 2926365 | .0 51566

110432756 0,
0461961 0,
10,497893 | 0,

46293 | nzmzanmaus_ A0

egnsslmeeas,]'

Figura |

Podem ser convenientes algumas palavras sobre a planilha exibida na Figura 1, pois quem se dispuser a lé-la
sem maiores informagdes sobre como foi construida, poderd ndo identificar o “sentido™ da leitura.
O roteiro da leitura pode ser visto esquematicamente na tabela seguinte na proxima pagina:

0,5
0,5 tg?0.5) | 2°?(0.5) tg%"(0.5)
tg(0,5) 1g?70,5) | 1g®0.5) tg?"(0,5)
20,5 | 20,5 | tg®"0,5) tg*2(0.5)
tg(j)(O,S) tg(29)(0’5) tg(55)(0’5) o : tg(263)(0,5)
12?05 | €05 | w05 tg?9(0.5)

na qual, por exemplo, tg(s)(0,5) significa:
te(te(tg(0.5))) = tg(tg(0,546302)) = tg(0,608029) = 0,695989531093422694417312199366.

Questio para reflexio:
;Vocé diria que o comportamento do sistema dinimico (deterministico) obtido pelo processo
iterativo da fungio t(x) = tg(x), a partir de xg = 0,5, ¢ “cadtico™
Digite em Bl outros valores e tire suas conclusdes.
E provavel que ficaremos sem saber se o sistema dinimico ¢ deterministico possui um comporta-
mento cadtico por causa das dificuldades técnicas aqui presentes.
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UM OUTRO EXEMPLO DE SISTEMA DINAMICO DISCRETO.

Neste exemplo, a seqiiéncia: Py, Py, P5, ... P, .. representa a “evolugdo” do “tamanho” da populagio de
uma particular comunidade biolégica nas “geragdes™ 0, 1, 2, ... . n, ...

Uma preocupagdo com relagio ao estudo da populagiio dessa comunidade consiste em “determinar” algum
tipo de “padrio de comportamento” para que se possa “estimar” o tamanho da populagdo dessa comunidade
apés n geragoes da geracdo 0.

Uma “estimativa” para P, pode depender de um “imenso” conjunto de fatores que podem estar influenciando
a “evolugio” populacional daquela comunidade.

Alguns desses fatores podem ser os seguintes: alimentagdo, condigdes climaticas, predadores, existéncia de
agua, destrui¢do do meio ambiente, ... .

Sem que se entre no mérito da existéncia dessas condigdes, ¢ possivel estabelecer algumas hipoteses a respeito
da comunidade para que se possam realizar as estimativas desejadas. Vejamos trés delas:

1) Uma hip6tese, que pode ser considerada apenas uma primeira (e grosseira) aproximagao do que pode ocor-
rer em um “sistema real”, consiste em afirmar que o tamanho da populagdo da geragio n+ 1 € proporcional ao
tamanho da populagio da geragdo n. Nesse caso, ¢ possivel escrever que:

Po+1 = kP, em cuja expressdo k representa uma constante. Assim, se Pg representa a populagio dessa
comunidade em um momento considerado inicial, entdo:

Pl =1(.P02
Pz i k'Pl =k PO
P3 =k.P2 =k3'PO

_ :_ n+1
Pn—l—l‘k-Pr]“k -Pgy

Algumas hipoteses sobre a constante Kk so as seguintes:

«Se k=0, entdo a populagdo “desaparece” na 1" geragdo apds a geragio 0.

*Se k=1, entdo o tamanho da populagio permanece constante.

»Se k> 1, entdo a populagdo tende a crescer exponencialmente, caminhando para a superpopulagio.
«Se 0 <k <1, entio a populagio tende a decrescer exponencialmente, caminhando para a sua extingo.
Veja as representagdes gréficas desse sistema dindmico na Figura 2, com Py =1, nos seguintes casos:
°k=1,1 (aesquerda).

°k=10,85 (adireita).

Figura 2
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Questio para reflexio:
¢ Vocé diria que os comportamentos do sistema dindmico (deterministico) obtido pelo processo
iterativo, descrito anteriormente para as diversas geragdes daquela populagio nos casos em que k >
1 e0<k<1,sdo “cadticos™?

2) Por causa dos mesmos fatores que influenciam a “evolugdo™ do tamanho da populagio daquela comunida-
de, entdo € possivel ocorrer o estabelecimento de um limite do tamanho populacional para aquela comunidade
naquele meio ambiente.

Assim, uma segunda hipotese que pode ser colocada para “estimar” o tamanho da populacio em uma determi-
nada geragio, tomando como base o tamanho da populagao da geragdo anterior, consiste em afirmar que a popu-
lagdo da geragdo n+ 1 € proporcional & diferenca entre o limite do tamanho populacional dessa populagio e
o tamanho da populagdo na gerag¢do n.

Nesse caso, se 0 limite do tamanho populacienal ao qual esté sujeita a comunidade em estudo é L, entdo é
possivel escrever que: Py, =kJ(L-P,). com k representando uma constante positiva.

A seqiiéncia que se pode escrever nessas novas condigdes ¢:

Py =k(L-Pg)
Py =k(L-P) =k[L-k(L-Py)]
P3=k(L- Py) = k[L-k[L - k(L- Pl =k.[(1 - K).L +K>(L - Py)]
P4 =k(L-P3)=k[L-k[(1-K).L+KE(L- Pl =kf(l -k +K2)L- Kk (L-Py)]

Poiy =k(@L-Pp)=... =kl -k+k 34 el g Pyl

Algumas hipéteses sobre a constante k sdo as seguintes:

* Se k=0, entdo a populagio “desaparece” na 1* geragdo apos a geragdo 0.

*Se k=1, entdo o tamanho da populagdo alterna de L. - Py para Py em cada geragiio seguinte, a partir da
primeira.

»Se k> 1, entdo, para cada valor possivel para L, parece existir algum valor para n, para o qual:

-k +k2 13+ + )LD L <k L - Py,

pois k™ cresce exponencialmente, com o aumento de n, “mais rapidamente” que a correspondente expressio
polinomial de grau n-1. Isso torna esse sistema ndo adequado para os fins a que se propde, pois P, torna-se
negativo para algum n (veja representagiio grafica da esquerda na figura seguinte).

*Se 0 <k <1, entdo os tamanhos da populagio, de uma geragao para a outra, ocorrem aos “saltos” de cresci-
mento e de decrescimento, porém esses valores parecem tender a um valor comum quando o namero de gera¢des
cresce (veja representagiio grafica da direita na figura seguinte).

As representagdes graficas desse sistema dindmico disereto podem ser vistas a seguir. Na primeira delas (a
esquerda), k=1,01. Na segunda delas, k =0,85. Em ambos os casos, PO =1 e o limite do tamanho popula-
cional = 21.

Figura 3
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Questiio para reflexio:
;Vocé diria que os comportamentos do sistema dindmico (deterministico) obtido pelo processo
iterativo, descrito anteriormente para as diversas geragdes daquela populagdo nos casos em que
k>1 e 0<k<1,sio “cadticos™?

Pode ser conveniente exibir as representagdes graficas exibidas na Figura 3 por meio de curvas “continuas™.

Figura 4

E possivel que nés concordemos (vocé e eu) que é pouco provavel que alguma populagio possua uma “evolu-
¢do” do seu tamanho que tenha como modelo o sistema dindmico recém-descrito. Porém . . . .

3) A 1* hipotese levantada para aquela populagao pode ser considerada “pouco adequada™ para descrever a
“evolugdo™ do seu tamanho, pois a sua taxa de (de)crescimento ¢ constante.

A 2* hipétese levantada para aquela populagio pode ser considerada, em principio, como sendo “extravagante™
para descrever a “evolugéio”do seu tamanho, pois os seus valores se alternam em crescimento e decrescimento
[Po < Pl; Pl > Pz, PZ < P3; P3 > P4; =5 ]

A 3* hipétese sobre aquela populagdo ird incorporar, em (inico caso, a 1* e a 2* hipoteses ja mencionadas, ou
seja, vamos admitir que o tamanho da populagiio na geragdo n+ 1 ¢ proporcional ao tamanho da populago da ge-
racio n e é proporcional a diferenca entre o limite do tamanho populacional e o seu tamanho na gera¢do n.

Nesse caso. se o limite do tamanho populacional ao qual esta sujeita a comunidade em estudo ¢ L, entdo ¢
possivel escrever que: P, =k.P.(L-Pp), com k representando uma constante positiva.

A seqiiéncia que se pode escrever nessas novas condigoes ¢:
Py =k.Py.(L-P¢)

P

1 = kP (L - Pr)

Nesse caso, ndo nos atreveremos a expressar P, em fungido de Pq por causa das dificuldades de “escrita”
e de generalizagdo aqui presentes.
A formula recorrente: P, =K.P,.(L-Pp)

denomina-se Mapa Logistico.
Veja algumas representagdes graficas desse sistema dinimico discreto.
Na primeira delas (a esquerda), k=3 ¢ Pp=0,2.
Na segunda delas, k=3,7 e Pg=0,7.
Em ambos os casos, L=1.
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Figura 5

UMA INTRODUCAO "ELEMENTAR" A UM SISTEMA CAOTICO.

Para uma tentativa de observar um sistema dinimico com “comportamento™ estocastico (um sistema caéti-
c0), com base na “lei” de recorréncia: P 1 = k.P|.(L - P)). vamos “transforma-la” em uma fungio quadritica
continua da seguinte forma: fi.(x) =k.x.(1 -x),naqual L=1 e x ¢é uma variavel real.

Alguns possiveis exercicios (identificados na seqiiéncia por E#) para os ensinos fundamental e médio, utili-
zando a fungdo fi(x), podem ser:

E1) ¢ Para que valores de x, fi(x) =0? ;Para que valores de x, fy(x)=x?

Os valores encontrados para fy(x) = x sdo denominados ponto fixo da fungéo. Um deles ¢ 0. O outro é

= _k =1 1- 1 Um ponto fixo também recebe o nome de ponto de equilibrio,
k k

E2) ;O que é possivel afirmar sobre py se: (i) k=17 (i) k>1? (iii) 0<k<1?

E3) ;Para qual valor de x, fi(x) atinge seu valor maximo? ;Qual é o valor méximo para f(x)?

E4) Esbogar a representacio grafica de fi(x) para: (i) k= 0,5; (i) k= 1: (iii) k=4: (iv) k=35.

ES) Escolha um valor para X, x> 1, ou x <0. Elabore uma tabela com os valores: x; fi (x); sz(x); vossh ff(x),

para algum valor para k> 0.
¢ Quais sdo as suas conclusdes?

E6) Escolha um valor para x, 0 <x<1. Elabore uma tabela com os valores: x: fi.(x): sz(x); . ; F8(x), esco-
lhendo um valor para k tal que: (1) 0<k<4; (i) k>4;

(Quais sdo as suas conclusoes?

E7) A figura seguinte exibe as representagdes gréficas da fungdo fi(x) = kx.(1-x), com 3<k<4 eda
funglio A(x)=x, denominada fungdo "diagonal", ou "identidade" (pois a cada x associa o proprio x).

Pk
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O exercicio proposto a seguir pode ser uma novidade do ponto de vista dos ensinos fundamental e médio. Esse
exercicio ndo é quantitativo, nem algébrico, pois envolvera agdes qualitativas e graficas.

(i) Pega para alguém [esse “alguém” poderé ser vocé mesmo(a)] fazer uma “marca™ no eixo das abscissas
(que, na seqiiéncia, serd denominado eixo x) e que ird representar um valor xg, 0<xp<1.

(ii) Peca para esse alguém tragar um segmento de reta paralelo ao eixo das ordenadas (que, na seqiiéncia, sera
denominado eixo y), que vai da “marca” feitano eixo x até o ponto da curva com coordenadas xg e fi.(xq).

(iii) Em seguida, pega para tragar um segmento de reta paralelo ao eixo x do ponto (xg: fi(x()) ao ponto
(fi(xg); fi(xp)) da diagonal A.

(iv) Pega, em seguida, para tragar um segmento de reta paralelo ao eixo y, do ponto (fi.(x): fi(x()) até o
ponto da curva de coordenadas fi(x) e fi(fi(xp)) = ff(xo).

Veja que o0 processo iterative comegou a funcionar explicitamente aqui, pois, apds esses passos, passamos, no
eixo x, de x para fi (x() e, depois, para sz(xo)].

(v) Trace um segmento de reta paralelo ao eixo x do ponto (fi(x): sz(xo)) a0 ponto (sz(xo); sz(xo)) da
diagonal A.

(vi) Repita os passos (iv) e (v) mais algumas vezes.

(vii) Veja na Figura 7, na pagina seguinte, 8 (;ou seriam 8,57) agOes andlogas as que foram descritas:

4 . 49

()5 % (%))
o K ()

G g

¢ 06 6 ()
)

Figura 7

(viii) A Figura 7, convenhamos, est4 muito “congestionada”. Nem todas as informagdes foram la colocadas
para ndo aumentar o “congestionamento”.

Para tentar acompanhar as agoes efetuadas na figura, comece pelo eixo x na “marca” x( [que corresponde
ao ponto (xg; 0)] e siga as setas.
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Veja a seguinte seqiiéncia de pontos:

(xg: 0) = (xg: fig(xg)) — (fielxoks fi (X)) = (fx); T2 (xg)) — (F2 (x): 12 (x()) — (F2 (xhs £2 (x) —

= (F3 (xhi £2 (xp)) = ...

A ultima seqiiéncia de pontos determina a trajetéria desse sistema dinimico com inicio no eixo x a partir

do ponto (xg: 0).
(ix) Em correspondéncia, fica determinada no eixo x a seqiiéncia iferativa:

SR VER A R bl o Rl ) B ol bl v e ol v el o

Questdes para reflexdo:
LE possivel prever alguma “tendéncia” dessa seqiiéncia?
(Serd que essa seqiiéncia ird “‘se aproximar” de algum valor previsivel?
(Serd que existe algum termo dessa seqiiéncia que coincide com algum termo anterior dela?
(Sera que os termos dessa seqiiéncia sio distintos dois a dois?

Talvez seja conveniente “olhar” para uma planilha com alguns termos dessa seqiiéncia em um caso particu-

lar: xg=0,2 ¢ k=4.

; 1651398

0,0399856 | 0,7207731 | 0,088785 | 0,0803948 | 0,8954807 | 0,2428453 | ( 6034522 | 0,1424575 | 0,9636803 | 0,3403631
0,1535472 | 0305037 | 0,32%416 | 02967250 | 0,0178957 | 07354850 | 06413263 | 0,9671906 | 0489653 | 00447551 | 02222062
05198817 | 0,6278067 | 0,5755911 | 08330684 | 0,0708873 | 07761656 | 0,9201041 | 01639071 | D,999485 | 0,1710485 | 06913223
0,9984189 | 0,3346567 | 0,4357252 | 0,5562088 | 0,2627625 | 0,5904511 5481862 | 00020568 | 0,5671635 | 0,8535831
0,0063145 | 0,2442672 | 0983475 3624 | 0,7748734 | 08549136 | 0,8303385 | 0,9807201 | 0,0062163 | 0,9619562 | 0439816
0,0250985 | 0,7384438 | 0,0850077 | 0,0499116 | 06977784 | 04961454 | 0,5635058 | 0,0367753 | 0,032603 | 0,0708727 | 1

0,0378744 | 0,7725763 | 0,2431267 | 0,1636818 | 08435346 | 09999405 | 0,983868 | 0,1416914 | 0,1261602 | 0,263398 | 1,128E-07
035318 _| 0,7028043 | 0,7360644 | 06148105 | 0,5279355 | 0,0002377 | 0,063467 | 04664596 | 04408751 | 0,7750739 | 451307
03137756 | 05354816 | 07770944 | 0,9472742 | 0,9966784 | 0,0009506 | 0,2376257 | 0,9952666 | 03860642 | 0,6951135 | 1 50SE-06
03151591 | 05498083 | 05926749 | 0,1997833 | 00124473 | 0,0037988 | 0,7250566 | 0,0029313 | 0,0549662 | 0,8477135 | 722106
0,0533354 | 0,3300765 | 0511872 | 06394735 | 00461684 | 0,0151377 | 0,7873945 | 0,0116807 | 0,2077798 | 051563813 | 2866€.05
04719497 | 00393 | 0,5066422 | 09221817 | DAGT007 | 0,050634 | 06462261 | 0,046216 | 06564295 0,0001155
0,8968527 | 0,1510219 | 0,9988235 | 0,2670503 | 0,8081416 | 0,2243113 | 09144717 | 0,1763204 | 0 0,004289_| 00004521
0,0125485 | 05128571 | 0,0007056 | 0,8166087 | 08552215 | 0695883 | 0,3128529 | 0,5608262 | 0,3612781 | 00170622 | 0,0018475
0,0495681 | 0,9933369 | 0,0026211 | 05933515 | 01763608 | 0,8453627 | 0,6590038 | 0,738036 | O 00671617 | 0,0073763
0,1884445 | 0,0026431 | 0,0112526 | 09648925 932 | 05201316 | 0481877 | 0,1020398 | 0,2841995 | 0,250604 | 0,0202876
0117327 | 01105445 | 0,044504 | 01362436 | 0 8702029 | 03863789 | 0,8966862 | 0,3665107 | 08137205 | 0,7512066 | 0,1137182
05500832 | 0,0417334 | 0,1700935 | 04707253 | 0,1153359 | 0,006474 | 0,0052482 | 0,9267224 | 0,6063178 | 07475609 | 0,4031486
0,1897724 | 0,159967 | 05645468 | 0996572 | 0,408134 | 00257283 | 0,0208825 | 0,2647683 | 0,8547861 | 07548147 | 0,3624782
06150354 | 05375103 | 0,9632832 | 00136652 | 0,9662425 | 01002654 | 0,0817656 | 07787018 | 01726764 | 07402778 | 0144452
0,0470674 | 0,9943719 | 0,0857494 | 0,0539137 [ 0,1304716 | 0360849 | 0,300387 | 06893013 | 05714422 | 0,7690653 | 0 4943425
0200523 | 00223857 | 0,2457056 | 02040281 | 0453795 | 0922546 | 08408186 | 095666 | 0979584 | 0,7104133 | 0,939872
05412541 | 0,0875383 | 0,7413378 | 06486025 | 0,9914604 | 0,2656126 | 05359150 | 04911745 | 0,0799966 | 0,820305 | 0,0005121
05201691 | 0,3185012 | 0,7670243 | 09104762 | 0,0306668 | 06164951 _M_nﬁ_& 0,5623283 | 0,0020472
02337544 | 0,5636608 | 07147922 | O, 1308792 | 0,5993235 | 0,0205327 | 0,0012458 | 0,8308958 | 0,97245808 | 00081719
0,5238575 | 0,4533445 | 08154573 | 08789475 | 04549993 | ¢ [0,0804443 | 0,0048771 | 0,5620318 | 0,1070083 | 00324208
05647437 | 0,912931 | 0,6019468 | 04255951 | 0,8916996 | 01516139 | 0,2858919 | 0,0188084 0,3822334 | 0,1254781
0,9832295 | 0,0345245 | 09554274 | 09778556 | 00321385 | 05145086 | 0,8333595 | 0,0776651 | 0,0606194 | 0,3445241 | 04383333
0,0858554 | 0,1333303 | 0,1583772 | 00856159 | 0,1244224 | 0,899158 | 0,5554857 | 0,2865431 | 0,2277788 | 0,2095933 | 0 3850834
02454212 | 04622134 | 0,5359045 | 0, 164544 | 04357659 | 00033652 | 0,9876654 | 08177446 | 07035625 | 0,6626550 | 0,0567763
07427317 | 0,9942687 | 0,0543435 | 09652441 | 0,9934959 | 0,0134153 | 0,048652 | 0,5961536 | 05342165 | 0,8941723 | 0,2212865

i\ Plan1 / P 3 >, i g

Figura 8

A leitura da tltima tabela segue a seguinte seqiiéncia:

A2 A3 A33 B2 B3 B33 c2 L2

L33

f,(0.2) | f2(0,2)| - |fF#(0,2)] f(0,2)[ f#*(0,2)| - |fH*(0,2)] f500.2)| - |¥%(0,2)

f224(0,2)

28
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Apesar da “pequena” quantidade de passos iterativos exibidos na Figura 8, a seqiiéncia parece ter um “com-
portamento estocdstico”, pois, a cada passo, a partir de algum termo ja determinado, o termo seguinte na seqi-
éncia nos parece “imprevisivel”.

Em particular, veja nas células L8 e L9 algo que pode nos surpreender:

1359 (0,2) = 1 e 1369 (0,2) = 0,0000001128.
Questio para reflexiio:
. Como se podem explicar esses dois ultimos resultados?

Caso vocé queira algum subsidio (;optativo?) para formular (mais) uma resposta a questdo proposta, veja o
texto sob a forma de apéndice.

Além disso, se a tltima hipotese se confirmar (isto €, se os termos da seqiiéncia sdo distintos dois a dois), entdo
os valores £y (xg) comegardo a se “adensar” no intervalo 0 <x <1 a medida que o nimero n de iteracées
cresce indefinidamente.

Em termos “mais formais”, o conjunto: {f (xq) | com n inteiro, m > 0, crescendo indefinidamente}

¢ “denso” no intervalo [0; 1] *

Nessas condigdes, é possivel que estejamos diante de um sistema dindmico deterministico discreto [obtido
da fungdo “bem comportada” fi (x) = k.x.(1 - x), com k> 3], cujas iteragdes, a partir de Xq, geram uma seqii-
éncia que pode ter um comportamento estocdstico].

Em resumo, a 1* PARTE deste texto teve como objetivo a introdugdo de um “novo™ problema (a possibilidade
de se introduzir nos ensinos fundamental e médio algumas nogdes sobre “caos matematico™), e deixa, a quem se
dispuser a ler este texto, as seguintes:

Questdes para reflexio:
Diante de “novas” tendéncias nos estudos de sistemas “‘reais”, ;vocé acredita que € possivel introdu-
zir algumas delas nos ensinos fundamental e médio?
.Seré que algumas dessas “novas” tendéncias sdo “acessiveis” a estudantes dos ensinos fundamental
e médio?
Ao ler neste texto algumas poucas informagdes sobre sistemas dindmicos deterministicos com com-
portamento estocdstico, ;voce se sentiu @ “margem” desses “novos” conhecimentos?
Se sua resposta a questdo anterior foi “sim” , entdo ;vocé sentiu algum desejo, ou necessidade, de
receber participativamente essas informagdes e, possivelmente, construir alguma formagio sobre
*“essas novidades™?

Na 2* PARTE deste texto, tentaremos fornecer alguns subsidios para que possamos juntos responder critica-
mente ds Ultimas questoes.

APENDICE:

Neste (sub) texto, estamos sugerindo que vocé “construa” uma planilha andloga a exibida na Figura 8,
porém com uma conveniente modificagdo na “precisio” dos valores numéricos que la foram apresentados.
Para isso, veja alguns procedimentos (se vocé considerar isso necessario):

« Vamos imaginar, inicialmente, que vocé "construiu” a planilha exibida na Figura 1, pagina 9.
* Realize, entdo, as seguintes modificagdes:

® Mantenha o texto da célula Al ("xg=") ¢ digite na célula B1 o nimero 0,2;

° Digite na célula C1 otexto “k=" enacélula DI, o nimero 4;

° Digite na célula A2 a “formula™ “=d1*b1*(1-b1)™;

 Digite na célula A3 a “férmula™ “=$d$1*a2*(1-a2)”; (o simbolo “$" foi incluido na férmula digi-
tada na célula A3 para que, ao se “copiar” o seu conteido em outras células, o valor digitado na célula D1
permaneca fixo nesse ato);

“ Apenas para lembrar, o conjunto citado é denso no intervalo [0; 1], pois € enumeravel e, para cada x em [0; 1], existe um termo
daquela segiiéncia “arbitrariamente” proximo de x.
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¢ Copie o contetdo da célula A3 na regido da planilha que vai da célula A3 até a célula L33;
 Digite na célula B2 a “formula™ “=$d$1*a33*(1-a33)™;
° Copie o contetdo da célula B2 na regido que vai da célula B2 até a célula L2;

Com isso, sua planilha pode se parecer com a exibida na Figura 8.

Para modificar a “precisdo” da sua planilha, vocé pode, por exemplo, realizar as seguintes agoes (ha outras):

* Pressione a tecla |.- mantenha-a pressionada e pressione a tecla _ Com isso, toda a planilha fica
selecionada.

* Sobre essa selegiio, pressione o botdo direito do rato para fazer aparecer o seguinte "menu".

* Como o objetivo consiste em modificar a "precisdo” dos valores contidos na planilha, entdo clique sobre
|5 Eormatar células...

+ Com essa agdo, devera aparecer a "janela” seguinte:

Formatar célula

« Clique sobre a opgdo Numero. Essa agdo devera modificar a "janela" anterior na seguinte:

30
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Formatar célula

» Aumente o numero de Casas decimais, por exemplo, para 15.
* Veja o resultado disso e tire suas conclusdes (poderd ser necessario aumentar a largura da coluna L para
observar os valores contidos nas células L8 e L9).

As definigbes que serdo apresentadas na seqiiéncia do texto podem ser classificadas como “elementares”, pois
possuem, em seu bojo, conceitos que costumam fazer parte de curriculos dos ensinos fundamental e médio. O cara-
ter “elementar” dessas defini¢des ndo significa que elas sdo “simples”, ou “faceis™, para esses tipos de estudantes.

Sempre que possivel, antes da apresentagdo teorica formal de cada definigdo, serdo apresentadas situagdes
introdutorias sob a forma de exemplos.

* Sobre "ponto fixo" de funcio.

Esse primeiro conceito vinculado com o tema deste texto ja foi mencionado superficialmente na 1* PARTE,
no exercicio E7, na pagina 15. Por causa disso, iremos explicitar uma defini¢ao de ponto fixo antes de exibir
alguns exemplos e propor algumas atividades para explorar alguns de seus significados.

= Ponto fixo de uma fun¢iio: uma defini¢io.

Dada uma fungdo y = f(x), dizemos que um valor p de seu dominio ¢ “ponto fixo” dela se f(p) = p.

O(s) ponto(s) fixo(s) de uma fung¢do y = f(x), se existir(em), pode(m) ser obtido(s) graficamente quando ela
for representada, em um mesmo sistema de coordenadas, “junto” com a fungio diagonal A(x)=x (essa fungdo ja
foi mencionada no exercicio E7, na pagina 15). O namero de pontos “comuns” as suas representagdes graficas
corresponde ao nimero de pontos fixos de y = f(x).

Talvez fosse “mais” rigoroso afirmar que um “ponto fixo” de y =f(x) ¢ o ponto da diagonal A ° cujas coor-
denadas sdo p. Porém, existem algumas situa¢des no ensino de matematica nas quais uma espécie de “tradi¢do”
acaba prevalecendo, mesmo que inadequadamente, sem que haja “maiores” conseqiiéncias para um “significati-
vo” entendimento daquilo que se esta tratando. Esse parece ser o caso aqui.

Na seqiiéncia, aparecem alguns exemplos com o objetivo de explorar esse conceito com um pouco “mais” de
profundidade. Iremos nos concentrar pre

oM L e P e oL P Al Cyis” SN
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fundamental ¢ médio, tais como: fungdes polinomiais de graus um e dois, a particular fungio polinomial de grau
trés g(x) =X~ e sua “inversa”, algumas fungdes “trigonométricas”, as fungdes exponencial e logaritmica e uma
fun¢do definida no ciclo unitario no plano (uma fungdo que associa “dngulos™ expressos em radiano).

* Exemplo 1:

1) Uma fungdo polinomial de grau 1 serd representada genericamente por gy(x) = a.x + b. Para verificar
se ela “fixa” algum valor de seu dominio, entdo uma iniciativa (talvez adequada para os ensinos fundamental e
médio) pode ter a seguinte formulagdo:

E8) '0 (Quais sao as condigdes sobre a fungdo g1(x) =a.x + b para que ela possua (pelo menos) um ponto fixo?

* Resolugio:

Imagine que exista um valor p para a varidvel x para o qual: g(p) =ap+b=p.

Nessas condigdes, € possivel exibir a seguinte seqiiéncia de implicagdes: ap+b=p = ap-p=-b = (a-1)p=-b.
b

Se a# 1, entdo:p = —_—
a-1

Logo, gj(x)=ax +b possui ponto fixo, se a# 1.

O valor obtido, p = ——b1-, denomina-se Ponto Fixo da fungio.
a —

» Comentirios:

*Se a=1 e b=0, entdo gj(x)=A(x) =x para todo valor possivel x. A fungdo A(x)=x "fixa" todos os
valores de seu dominio.

*Se a=1 e b#0, entdo a representagdo grificade gi(x)=x +b ¢ paralela a diagonal A, ou seja, gy(x)
“ndo fixa” qualquer valor de seu dominio.

*Se a=-1 e b=0, entdo g (x) =A_j(x) = -x para todo valor possivel x. A fungio A_j(x)=-x “fixa”
apenas o valor 0 e sera denominada de “diagonal” dos quadrantes “pares”.

* Representagdes graficas de gj(x) =a.x +b, com a# I, podem ser:

Figura 9

Questio para reflexio:
LE possivel que a fung¢do de grau 1 “fixe” mais que um valor para a # 1?

2) Uma fungéo polinomial de grau 2 serd representada genericamente por g5(x) = a.x? +b.x +c. Para verifi-
car se ela “fixa” algum valor de seu dominio, entdo uma iniciativa (talvez adequada para os ensinos fundamental
e médio) pode ter a seguinte formulagag:

E9) ;Seri que a fungdo gy(x) =a.x” + b.x + ¢ pode “fixar” algum(ns) valor(es) de seu dominio? Ou: ¢quais
sdo as condigdes sobre os coeficientes a, b e ¢ para que gy(x) “fixe” algum(ns) valor(es) de seu dominio?
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Questiio para reflexdo:

* Resolugio: Imagine que exista um valor p para o qual gy(p) = a.p2 +ibipte=p.
E possivel escrever a seguinte seqiiéncia de igualdades:
a.p2+b.p+c=p = a.p2+(b- 1).p+c=0.
Seja: D=(b -1)2 - 4.a.c. Nessas condigdes, gy(x) “fixa” algum valor de seu dominio, se D =0, ou seja, se
(b- 1)2 >4.a.c. Aseqiiéncia dessa resolugdo fica como exercicio.
Podem ser convenientes alguns exemplos particulares na forma de exercicios (talvez) adequados para os en-
sinos fundamental e médio.
E10) Em cada caso seguinte:
1-45 O, 1-45 u
g % otg
b) Verifique se o mapa logistico fi(x) = k.x.(1 - x), mencionado nas paginas 14 e 15 da 1* PARTE, “fixa”

algum valor de seu dominio. ;Qual € a analise que se pode realizar sobre o mapa logistico para os diversos
valores que se podem atribuir a k?

a) Verifique que a fungdo g5(x) = x2 -1 “fixa” dois valores de seu dominio: P|=

* Resolugiio do item b: Imagine que exista um valor py para o qual fy(py) =k.py.(1 - py) = pg-
*Se pi =0, entdo fi(0)=k.0.(1-0)=0, ouseja, 0 €ponto fixo do mapa logistico.
* Se py # 0, entdo € possivel a seguinte seqiiéncia de igualdades:

E k-1 1
kpp(l-pp=px = k(l-p)=1 = kpy=k-1, ouseja: py= S 1- E
¢Qual ¢ o valor “proibido™ para k na expressao de py?

* Uma anélise sobre o mapa logistico, com relagdo aos possiveis valores que podem ser atribuidos a k, pode
ser a seguinte:

?Se k=1, entdo o mapa logistico possui um s6 ponto fixo, a saber, p; = 0.
1
°Se k>1, entdo 0<p=1-—<1.
Se entdo Pk K
°Se 0<k<1, entdo Pk<0-
°8Se k<0, entdo szl'%> g

* Podem ser convenientes algumas figuras para ilustrar os quatro casos mencionados.
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Figura 10
3) A fungio g3(x) =x3 “fixa” trés valores de seu  5) A fungdo y = cos(x) “fixa” um tnico valor de seu
dominio, a saber: 0, 1 e -1. Para obter esses valores, dominio. Um resultado aproximado para esse valor

basta obter as solucBes/da do g3(p)=p3=p, que & 0,-73908513;\! e”foi .o'btido por meio de “aproxi-
é spivelente #emacio ndod Dl magpes sugesswas ,Lutlhzando-se uma planilha ele-
A b =3 L tronica. Veja, a seguir, uma representagiio grifica das
4) A fungdo y = sen(x) “fixa” apenas p =0. fungdes y = cos(x) e A(x) = x, feita em uma planilha
Veja a figura a seguir: eletronica.

Figura 11 Figura 12
6) A fungdo y = tg(x) [que também costuma ser representada por “tan(x)” nas calculadoras eletronicas)
possui algumas dificuldades técnicas que as fungdes y = sen(x) e y = cos(x) ndo possuem, pois ela tem um
“comportamento mais elaborado™ que as fungdes anteriores [talvez porque tg(x) = sen(x)=cos(x)].
Uma dessas dificuldades comega pelo seu dominio, que possui “infinitas” restri¢des.
Apenas para lembrar, a fungdo y = tg(x) ndo esta definida para todo x real, pois s6 é possivel obter tg(x) se

X+ g + k., com Kk representando um nimero inteiro.
Além disso, em cada intervalo do tipo (2.k - 1).% <x<(k+ 1).%, com k

representando um nimero inteiro, a fungdo y = tg(x) pode receber qualquer valor real.

Em outras palavras, o conjunto imagem da fungao ¢ o conjunto dos niimeros reais.

Tendo isso em vista, ¢ possivel concluir (informalmente) que a diagonal A "cruza" cada "ramo" da represen-
tagdo grafica dessa fungdo em um ponto, ou seja, como a representagdo grafica de y = tg(x) possui “infinitos”
ramos equipotentes ao conjunto dos nlimeros reais %, entdo essa fung¢do possui “infinitos pontos fixos”.
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Pode ser conveniente apresentar uma representagio grafica dessa fungdo junto com a diagonal A.

ﬁ. 1 'I. I '_“Ilrl . D 7 Y

0 :'_ ' ” ‘_I : I

Figura 13
7) As fungdes y=2% ¢ y= logy x ndo “fixam™ qualquer valor de seus dominios, pois 2*#x e logy # x,
para todo x possivel. Veja a Figura 14.

Por sua vez, toda fungdo expo-
nencial y=a%, com 0<a<1,
possui um ponto fixo. Como a
determinagfo desse ponto fixo re-
quer a resolugdo de uma equagdo
“complicada™ ", do ponto de vista
dos ensinos fundamental ¢ médio,
entdo uma ‘“conclusio” de sua
existéncia sera feita por meio da
figura seguinte:
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Para vincular o estudo sobre pontos fixos de uma fungdo ao tema deste texto, pense sobre a seguinte:

Questio para reflexdo:
4O que se pode concluir sobre a seqiiéncia iterativa f(p); f l(p); f 2(p): oo i fp)i. .. sepé
ponto fixo de y = f(x)?

Sistemas dindmicos discretos possuem outras caracteristicas além de pontos fixos. Na seqiiéncia, iremos exi-
bir algumas delas. Antes da “formalizagao™ de cada “nova” caracteristica de um sistema dinamico, formularemos
alguns exemplos que terdo como objetivo uma tentativa de sua “generalizagio”. Acompanhe:

SOBRE "PONTOS PERIODICOS" DE UMA FUNCAO.
« Exemplo 2:
1) Retomemos a fungdo A_j(x) =-x (exibida na pagina 27). Tomemos um valor ndo nulo para x, por
exemplo, 2. Nessas condigdes, obtemos a seguinte seqiiéncia iterativa: 2; -2; 2: -2: 2: -2; ...

ou seja, A_Zl 2)=2e A_zl (-2)=-2.

Por causa dessa propriedade, 2 ¢ denominado Ponto Periédico de periodo 2.
Essa ultima conclusdo € valida para todo p possivel do dominio de A_;(x).
Se p#0, entdo diz-se que p € um ponto periddico de A_(x) de periodo primo 2, pois A_zl(p) =p e Ay #p.
Se p =0, entdo diz-se que 0 também é um ponto periddico de periodo 2, porém 2 nio € seu periodo
primo (que, nesse caso, ¢ 1).

2) A fungdo de grau 1 g(x) = a.x + b ;pode ter ponto periédico de periodo 2? Para tentar estabelecer a
existéncia de ponto(s) periédico(s) da fungdo g;(x), de periodo 2, € possivel propor o seguinte exercicio.
E11) Dada a fungdo gi(x)=ax +b:

a) Determine a sua composta g12 (x).

b) Resolva a equagio 2 (p)= p e tire suas proprias conclusaes.
q g, P

* Resolugdes:

2
a) 9.1‘2 (x)=a.lax+b]+b= az.x +ab+b= 32.x +b(at1)= az.x +b.2 _11;
a_
Rl af —4u
b) Resolvendo a equagdo: g7 (p)=a“.p+b. =p.
] 8% ~1

Da tltima igualdade, pode-se concluir que: (a2 -1).p=-b.

Supondoque a#1 e a#-1, entdo: p= ~b . ou seja, a fungdo g soO possui um ponto fixo e ndo possui

a -—
ponto periddico de periodo primo 2.
Ag, (x)

* Comentarios:
*Se a= 1, entdo gj(x)=A(x) +b "fixa" todos os \
valores de seu dominio para b =0, ou ndo "fixa"
qualquer de seus pontos para b # 0. 3
* Se a=-1, entdo todo valor p # L pon- -

. ; 2 T o b P b o *x
to periodico de periodo primo 2 da fungdo E
g1(x) =A_j(x) + b=-x+b. Pode ser conveniente
uma representagdo grifica de g(x) =-x +b:

Figura 16
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3) Vamos investigar se a fungdo g2(x) = x2 - 1 (apresentada no exercicio E10, na pagina 28) possui

ponto(s) periddico(s) de periodo primo 2, 3, 4. ...

4

2x2+1-1=x*-242

2—l=x4

+ Vamos iniciar pelo segundo passo iterativo: gg(x) = (xz - 1) -2x°= xz.(x2 -2).

Imaginando que a fungdo gg possua algum ponto periddico p, entdo, impondo-se que g%(p) =p, segue que:
pz.(p2 -2)=p. Logo:p=0, ou p.(p2 -2)=1, ouainda p3 -2p-1=0.

Ja ¢ possivel concluir que 0 ¢ ponto periddico de periodo primo 2 da fungio g, realizando as seguintes

agdes: g(0) = | E 92(0) = g2[82(0)] = go(-1) = (- -1=
Além disso, como p 2‘[_ e py= L +2J§ sio pontos fixos da fungdo original, entdo ¢ possivel propor a

seguinte atividade na forma de exercicio:

1-45 1+J_
2

E12) Verifique que os pontos fixos p| = € py= da fungdo gy(x) = x - 1 sdo pontos perio-

dicos de periodo 2 dessa fungao.

Questio para reflexio:
¢Os pontos periddicos py € py de g-;(x)—x -1 tém periodo primo 2?

O exercicio E12 permite concluir que a equagio pz.(p2 -2)=p, que é uma equagdo de grau 4, possui duas
solugdes reais py e pjy, além da solugdo 0.

Isso significa, também, que a equagdo pz.(p2 - 2) = p possui uma quarta solugdo. Essa conclusdo pode sus-
citar a seguinte atividade (talvez para estudantes das séries finais do ensino médio)

1-45 1445
B e
2 2

E13) Obtenha todas as solugdes da equagio p2 .(p2 - 2) =p sabendo que sdo duas de suas

solugoes.

* Comentirios:

* A fungio gs(x) = x2-1 possui dois pontos fixos py e py e dois pontos periédicos de periodo primo 2,
a saber, 0 e -1.

* A seqiiéncia iterativa obtida de gy e 0 €:0; -1; 0; -1: 0; -1;

* A seqiiéncia iferativa obtida de gy e -1 é:-1; 0; -1; ) -1; 05 -1

+ Uma investigagdo sobre pontos periddicos de periodo primo 3 da h.mr;ao g2(x) = x -1 traz algumas difi-
culdades técnicas que estdo além do que se pode explorar nos ensinos fundamental e médio.

Veja alguns comentarios sobre isso:

° Obtenglio de g3 (x): G3(%) = g2 [2y(®)] =g (x> - 1) = (2 - DA - 1% - 21 = (% - D2(x* - 257 - 1), que
¢ uma fung¢do de grau 8.

¢ Admitindo que g;(x) = 2.1 pmsua ponto periddico p de periodo 3, entdo ¢ possivel escrever a se-
guinte equagdo de grau 8: (p’ 1) (p4 2 p7 1)=p,

° Os pontos fixos py e py sio duas de suas solugdes.

? Com a ultima informagao, falta-nos a determinagdo de 6 de suas solugdes (se existirem) que, convenha-
mos, ¢ uma tarefa dificil.

2 As representagdes graficas das fungdes: gg (x)= (x2 - 1)2.(:(4 - 2.x2 -1) e fix)= (xz =1 )‘2.(x4 = 2.x2 ~=x
elaboradas em uma planilha eletronica, podem fornecer alguns subsidios a respeito das questdes colocadas.
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Figura 17

4) Esse exemplo tem como objetivo exibir uma fungdo que possui ponto periddico de qualquer periodo primo n.

Por causa das dificuldades que esse exemplo possui, ele esta sendo apresentado apenas para complementar
este estudo, muito embora os seus contetidos fagam parte (;sera?) de curriculos do ensino médio.

Na seqiiéncia do texto, o simbolo C estard representando o circulo unitério no plano (circulo cujos raios tém
medida unitdria). Com base no circulo Cy serd definido o conjunto S° da seguinte forma:

*a estiem S se a ¢amedida do dngulo formado pela semi-reta com origem no centro do circulo que
passa por um ponto da fronteira de €y ¢ o eixo 0x, medido em radiano e orientado no sentido anti-horério. Veja
a figura seguinte;

Portanto, um elemento de Sl fica determinado
por um angulo cuja medida, em radiano, é da forma
o+ 2.km, com K representando um nimero inteiro.

Seja a fungdo f definida em Sl por: f(a) = 2.a.

Como: fla + 2.7t) = Z.Sa + 2.m) = 2.0 = f(o), entdo
f esta bem definidaem S°.

Para a em S!, o sistema dinmico que f determina
¢ o seguinte: o, fla), (@), £@), .., fYa), ... , com:
(0 = fe.0) = 4a=22a
B(a)=f220) =8.a=22«
Ho)=f23.0)=160=2%0

o) =2 "L ay=2"q

Figura 18
JEm que condigdes pode-se afirmar que fn(o) = a?
Para que isso ocorra, deve-se impor que: (o) =2"a=a + 2.kx, ou seja: 0. = :n'k'"1,

com k=0,1,2,3,...,2" -2 Anotaremos a por =0 g
Op,k

Pode ser conveniente um exemplo particular: n=3 e k=1.

. L _ 2= _4n = O MBlps Tw £ kT
Com isso, obtém-se: o 7 2.a = 4. - e 8.a - =7 2.n =
sequinte seqliéneia iferativa: 2nr 4n 8m 2n 4m 8 2m
e a seguinte seqiiéncia iferativai ==, —=, == 5 T T T s

ou seja, a seqiiénceia obtida ¢ periddica de periodo 3.
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No caso geral, dizemos que a = 22n

n=1,2,3, ... .

n1 ¢ ponto periddico de periodo primo n da fungdo f(o) = 2.0 para

PONTO PERIODICO DE PERIODO n DE UMA FUNCAO: Definigio.

Dada uma fungdo y = f(x), dizemos que um valor p de seu dominio ¢ ponto periédico de periode n se
ele € ponto fixo da n-ésima composi¢io dessa fungdo. Em simbolos, p ¢ ponto periédico de periodo n se
'(p) = p.

O menor inteiro positivo n para o qual f7(x)=x se denomina periodo primo de x. Em particular, se n=1,
entdo x ¢ ponto fixo de y = f(x).

De posse dos conceitos de ponto fixo e ponto periédico de uma funcio, sdo possiveis algumas atividades sob
a forma de exercicios, tais como:

E14) Para cada fungdo f seguinte, determine:

(i) o conjunto formado pelos termos da seqiiéncia iterativa X, f(x), f‘j(x). fj(x). - ’fn(x). ... » para os
valores indicados para x do dominio de f;

(11) o conjunto formado pelos seus pontos fixos;

(iii) o conjunto formado pelos seus pontos periddicos de periodo 1, 2, 3, 4, ... .

1) A fungdo identidade A(x) = x, para todo valor possivel x de seu dominio.

2) A funcdo A_1(x)=-x, para: (i) x=0; (i) para x #0.

3) A fungdo de grau 1, gi(x)=ax+b para: (i)Xii: (i1) x#i. com a# 1.
a—1 a-1

Nesse caso, podem ser convenientes algumas representagoes graficas:

g1(x) =ax+b
O<a<1
/
4
4 | 4
X0 -b X,
a-1

Figura 19
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gM=ax+b
a=1

f/;to E g

Figura 20

* Comentairios:

* O caso em que a <0 fica por sua conta.

» Nas figuras 19 e 20 estdo destacados, em cada uma, dois sistemas dindmicos (e, portanto, duas seqiiéncias
iterativas) que podem ser expressos por:

xp- 21(x0) 95 (xg)s @2(xq)s - » @] (Xg), - @
x1> 810x)s 9% (x1), B(Xp), o5 @] (X)), -

Questdes para reflexio:
Caso as figura 19 e 20 sejam apresentadas a alguma turma do ensino fundamental, ou médio,
;vocé diria que ¢ possivel levar estudantes a concluirem que, a medida que os passos iferati-
vos crescem (aumentam), os termos das duas seqiiéncias “se aproximam”, ou “se afastam”, do
ponto fixo?

Hé, aqui, uma proposta (; significativa™?) de mudanga “metodologica”™ (;?), a saber, a mudanga de agdes
quantitativas e deterministicas por agdes qualitativas e geométricas, tomando como base “argumentos” gréficos
exibidos naquelas figuras.

1-45 - 1++/5

2 2

x =0, x=-1; (ii) para x distinto

4) A fungdo de grau 2, go(x) = xz -1 para: (i)x=

dos pontos periédicos mencionados em (i).
Aqui também pode ser conveniente uma representagio grafica:
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§ 100 =x-1
4
b
4
s h
) 2 4
1 k
o G N 0 1 X 1 #
R Y
¥
Figura 21
* Comentarios:
* Observe as "setas" que "partem" de -1, 0, X, Xq, Xp ¢ X3.
» As tabelas seguintes ilustram alguns casos da Figura 21.
09| 09 | Foo | Foo | fow | foo | foo | foe [Ffoe] foo | e | o9 | 09
0,9 -0,19 -0,9639 -0,0708968 | -0,9949737 | -0,0100275 | -0,9998995 | -0,00020 -1 0 -1 (1] -1
2l w2 | o | Faa | faa | Faa | foo | Fup | foa | Poy | e | Mo | Pa
12| 044 | -08064 | -034972 | -08777 | -022965 | -0.94726 | -0.1027 [-098945| -0,02098 | -0.99956 | -0,00088 |-0,9999992

* As duas tabelas foram elaboradas em uma planilha eletronica.

* Na tabela na qual x = 0,9, o termo ls(x) = -1 ¢é um “arredondamento™ feito pelo processador numé-
rico do computador no qual “rodou” aquela planilha. Usando a calculadora do Windows™, encontramos
i (x) = -0,99999995956312836026419032357771.

» Na tabela na qual x =1,2, ha a possibilidade de que os termos f13(1,2) e fl 4(1.2) sejam “‘arredondados”
para 0 e -1, respectivamente, na planilha.

*Se x<- % ou x> % entdo o conjunto {x, f(x), fz(x). I‘S(x). ot f"(x), . “parece” possuir “in-

finitos” elementos e, a medida que o niimero de passos iferafivos aumenta, os termos da seqiiéncia “se afastam™

1++/5
2

cada vez mais do ponto fixo . Veja as trajetorias de x e xy na Figura 21.

.Se -] +£[g <y < 1+2,/§ e x#-1 e x#0 e x# 1, entdo o conjunto {x, f(x), t‘z(x), fs(x), -y f"(x), o

tem um “comportamento mais elaborado™ (;dificil?) que os casos ja mencionados. “Olhando”™ para as trajetorias
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determinadas pelos termos x5 e x3 na Figura 21, ¢ possivel “inferir informalmente” pelo menos dois fatos (nio
necessariamente verdadeiros):

“ aquele conjunto "parece” possuir um nimero finito de elementos, pois "parece" existir algum passo

iterativo Kk para o qual:
+ 2 &
o0 =-1, =0, £52x) =1, 53 x)=0, .., ouentiio f¥x)=0, £ xy=-1, 530 =0, ..
“ aquele conjunto "parece” possuir infinitos elementos, porém, & medida que o nimero de passos iterativos
aumenta, os termos da seqiiéncia “parece que se aproximam” alternadamente dos pontos periédicos -1 ¢ 0.
Questio para reflexdo:
:Qual ¢ a sua opinido (informal) sobre as duas ultimas conclusdes “informais™?

5) A fungdo de grau 2, fi(x) =kx.(l - x) (mapa logistico) para:

k-1 - =
=5 I-k, () 20 e x#1e x?&_k——!_i'

Essa ¢ a fung@io que “motivou” a realiza¢do deste texto. Robert L. Devaney afirma em seu livro An Introduc-
tion to Chaotic Dynamical Systems que o mapa logistico pode apresentar os “mais variados fendmenos” que sio
“cruciais” na teoria geral sobre sistemas dinimicos. A medida que o parimetro k cresce, os sistemas dinimicos
determinados por fi, podem se tornar cada vez “mais complicados”

Aqui, com “mais for¢a ainda”, seriio convenientes algumas representagdes graficas do mapa logistico para
alguns valores de k.

Por causa de alguns objetivos ja propostos neste texto, vamos nos restringir aos casos: 1<k<3, 3<k<4
e k>4,

(1) x=0, x=1¢€ x 3 L

O caso em que k <0 foi descartado, pois o ponto fixo 1 - % > 1 (veja Figura a 10, inferior, a direita, na
pagina 29)eocaso 0 <k <1 também foi descartado, pois o ponto fixo 1 - % <0 (veja Figura 10, superior,
a direita).

1) k= 1. Nesse caso, 0 mapa logistico possui um tnico ponto fixo: 0.

* Veja a Figura 22. Na seqiiéncia, a diagonal A podera ndo formar angulo com 45° com o eixo x, pois as
escalas nos eixos coordenados poderao ser distintas.

|J
I
' 051
|
4 4
o <28 o T |
¥ %205 %3 ‘
/ el =
i AT - e — i Figura 22

* A determinagio do conjunto formado pelos termos da seqiiéncia iterativa:
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X £, (%) ; £2 00 F200 5 £ ()5 620 £ 00 B 03 £ 005 e i 05 s

para x=0, x=1¢ x=1- % sera deixada como exercicio.

« Os demais casos serdo divididos nos subcasos:
°x <), oux>1;
°O<x<l.

Questoes para reflexdo:
(Qual € a sua conclusdo (informal) sobre o conjunto dos termos da seqiiéncia iterativa se x <0, ou
x> 1? (veja as “trajetdrias™ de xq e x| na Figura 22).
(Qual ¢ a sua conclusdo (informal) sobre o conjunto dos termos da seqiiéncia iterativase 0 <x <17
(veja as “trajetorias” de x5 e x3 na Figura 22).

* O que se espera que vocé tenha observado na Figura 22 ¢ o seguinte:
?8e x<0, ou x>1, entdo fi(x) <0 eos valores subsequientes de f;(x) (n=2,3,..) sdo negativos
e “parece” que “crescem sem limite”, em valores absolutos.

? No caso em que 0 <x <1, “parece” que, a medida que os passos iferativos se sucedem, os valores de

flr: (x) se “aproximam” cada vez mais do ponto fixo 0.

d 1 2
2) 1<k <3. Nesse caso, seus pontos fixos sdo 0 e p. =1- 2 gom 0<p< 3 [remos separar esse caso
nos subcasos: 1 <k<2 e 2<k<3.

k=25
i
0§
Ly
o> -
I“ *
i by l A “I
i &
) .
| A0 % X,05 06 X%
o
|
v
Figura 23

« Como no primeiro caso, a determinagio do conjunto formado pelos termos da seqiiéncia iterativa:
1
%3 B000 424005 £30); B2 £200: 8300 £ 095 £ ;oo s I8 (0) 5 ooee , para x=0, x=1 € x=1- <
serd deixada como exercicio.
» Os demais casos serdo divididos nos subcasos: x<0; 0<x<1.

Questdes para reflexio:
(Qual € a sua conclusdo (informal) sobre o conjunto dos termos da seqiiéncia iterativa se x < 0?
(veja a “trajetoria” de x(; na Figura 23).
(Qual ¢ a sua conclusdo (informal) sobre o conjunto dos termos da seqiiéncia iterativa se 0 <x <1?
(veja as “trajetorias” de x|, X e x3 na Figura 23).

Educagao Matemdtica em Revista - Nimero 22 - Ano 13 43



artigo

* Ao observar a Figura 23, espera-se concluir que:
~ aa n ~ .
°Se x <0, entdo os valores subseqiientes de £, (x) sdo negativos (n=1,2,3,..) e “parece” que se
afastam “sem limite”, em valores absolutos, do ponto fixo 0.
®Se x>0 e x “estd proximo” de 0, entdio os valores subseqiientes de fi‘ (x) também “parece” que se
afastam de 0.
¢ Por causa dos dois ultimos casos, o ponto fixo 0 ¢ denominado pento fixo repulsor (fonte, “source”),
pois “pontos proximos™ a ele “se afastam™ dele no processo iterativo.
o 5 n I 2 .
°Se 0<x <1, entdo os valores subseqiientes de £i.(x) “parece” que se aproximam de Pk

¢ Por causa do altimo caso, o ponto fixo pj ¢ denominado pontoe fixe atrater (sorvedor, “sink”), pois
“pontos proximos™ a ele “se aproximam’™ dele no processo iterativo.

* Os ultimos comentarios sdo, na "realidade", (seja I4 o que isso significa) um teorema da teoria. Uma demons-
tragdo dele estd um pouco além dos objetivos propostos para um texto como este. Uma possivel "constatacio" das
afirmagdes feitas passa por agdes ja mencionadas neste texto (pagina 39), a saber, uma estratégica mudanca de
ag0es quantitativas ¢ deterministicas (;,"precisas’™?) por agdes qualitativas e geométricas. Esta é uma pretensiosa
proposta de mudanga de “paradigma™ de ensino de matematica e que ja ocorreu na ciéncia ha mais de 100 anos
(final do século 19).

* Uma demonstrag¢do do caso 1 <k <3 pode ser vista em “An introduction to chaotic dynamical system”,
paginas 32 e 33.

3) k=3. Daqui em diante, as “coisas” come¢am a ficar “mais complicadas”.

» Segundo Robert L. Devaney, quando k “cresce” passando por k=3, a estrutura dos pontos periddicos dos
sistemas gerados por f) passa por uma bifurca¢iio. Uma bifurcac¢do pode ser entendida, grosso modo, como
sendo uma mudanga na “estrutura” dos pontos periodicos dos sistemas.

» Segundo Nelson Fiedler-Ferrara e Carmen P. Cintra do Prado, em Caos, uma Introdugdo, o aparecimento
do Caos em sistemas dinimicos esta sempre ligado & ocorréncia de algum tipo de bifurca¢dio. Segundo esses
autores, o tema bifurcagiio ¢ bastante extenso e complexo. Qualquer tentativa de abordagem formal desse tema
neste texto foge aos objetivos propostos para ele.

* O tipo de bifurcacgiio ocorrida para o mapa logistico, quando o parimetro k cresce e “passa” pelo valor 3,
¢ denominado bifurcacdo de duplica¢io de periodo (bifurcacdo “flip”; a palavra “flip” poderia ser traduzida,
sem muito rigor, por “mover, ou girar com movimento brusco™).

+ Para uma ilustragdo desse tipo de bifurcag¢io, podem ser convenientes algumas representagoes gréficas das

funcoes f]f(x), quando Kk possui valores “proximos” de 3. Veja Figura 24.

s s : 08 i

Figura 24

» Observando as trés representagdes graficas apresentadas na Figura 24, ¢ possivel observar que:
“ para k<3, fi(x) possui um tnico ponto fixo nao nulo;

“para k=3, £2(x) também possui um tinico ponto fixo, porém a diagonal A "parece" ser tangente a
p 3 p p P g p [
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2
sua representagdo grafica no ponto fixo de abscissa 1 - % 5 ¥ 0 que “parece” ndo acontecer para k <3;

°para k>3, f:(x) possui dois pontos fixos, ou seja, fj(x) passa a ter “dois novos™

pontos periodicos de periodo primo 2. Ocorreu uma “mudanga’™ na estrutura dos pontos periddicos de i (x).
E esse tipo de “mudanga™ que caracteriza uma bifurcagio.

« Com o crescimento de k além de 3, entfio o sistema “sofre” novas bifurcagdes de periodo, resultando
em uma seqiiéncia de bifurcagdes do tipo “flip™.

* Veja as representagdes graficas de fi(x), de A e da seqiiéncia iterativa:

B TR B (o) s SR D
para:

° k= - 1. o . 1.
k—3,56p3’5—1-?—5, ° k—3,7ep3,7—1-ﬁ,
’ '

Figura 25 Figura 26

1  Para k> 3,9 ocorrem seqiiéncias niio periodi-
3% cas [com “comportamentos estocasticos”, de acordo
i com o que definiu lan Stwart (pagina 1)].
* Para k=3,9825 ¢ x=0,7 obtém-se:

£ k=3,9 € p3’9=l-
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4) k> 4. Aqui, outras situagdes distintas e “complicadas” podem ocorrer, pois, nesses casos, existem valores
para X no intervalo 0 <x <1 para os quais valores de f(x) “escapam” do mtervalo 0 <x <1. Como conse-
qgiéncia, existirdo outros valores no intervalo 0 < x <1 para os quais valores de fk(x) também “escapam” de
0 <x<1. Eisso jpode nio ter fim '”!

Por causa das dificuldades dés\e caso, ndo faremos maiores comentarios.

ORBITA AVANCADA (FORWARD ORBIT): Definigio.

Dada uma fungdo f e a seqiiéncia “iterativa™: p, f (p), f"(p)  § (p) f"(g) ,com p um valor possivel
para X, o seu conjunto “imagem” (formado pelos termos p, f (p), f (p), fo(p) oe s f "(p), ...) denomina-se
Orbita Avan¢ada (Forward Orbit) de p. Esse conjunto sera anotado por O+(p).

De posse do conceito de Orbita Avangada de um valor p do dominio de uma fungdo f, sdo possiveis algu-
mas atividades sob a forma de exercicios, tais como:

E15) Para cada fungdo f seguinte e para cada x destacado, determine O+(x) correspondente:

1) A(x) = x, para todo valor possivel x de seu dominio.
2) A_j(x)=-x, para: (i) x=0; (ii) para x # 0.
3) g;(x)=0,5x+8 para: () x=16; (ii) x=0.
15 "y 1+ /56
g~ 2

5) fH(x)=2x.(1 -x) para: (i) x=0, x=1 e x= %; (ii) x=-0.5; (iii) x=10,25; (iv) x=0,9; (v) x=1.5.

=0, x=-1; (i) x=-2; (iii) x=-0,5.

4) gy(x)= x2- 1 para: (i) x =

6) g3{x):x3 para: (i) x=-1, x=0 e x=1; (ii) x=-1,5; (i) x=1,5.
7) fla)= 2.0 para: (i) u=%; (i) a=3.

CONJUNTOS DOS PONTOS PERIODICOS E DOS PONTOS FIXOS: Nomenclaturas.
O conjunto dos pontos periodicos (ndo necessariamente de periodo primo) de ordem n de f sera anotado por
Per, () ¢ o conjunto dos pontos fixos de f serd anotado por Fix(f).
Sdo possiveis algumas atividades sob a forma de exercicios, tais como:
E16) Para cada fungdo f seguinte, determine Fix(f) e Per,(f) nos casos indicados:
1) Ax)=xen=1;2) A(x)=x e n= 233) g1(x)= 05x+8 e n=2; 4) L',(\:)—x -1 en=2;
5) t3‘5(x) 3,5x(l-x) e n=2; 6) g3(x)=x" e n=2; 7) fla)=2.0 e n=4.
Podem ser convenientes algumas resolugdes das atividades propostas.

* Resolugdes:
2) Ajx)=-=x e n=2: Fix(A_1)= {0} e Per2(0=d0minio de A_y;

5) f3.5()=3.5x(1-x) e n=2: Fix(f3 5) = {o;%};
Para se determinar Pery( f3,5), devem-se determinar o(s) ponto(s) fixo(s) de foi 5(X), ou seja, o(s) ponto(s)
periédico(s) de periodo 2 de f315(x). Acompanhe os procedimentos seguintes:
f§'5(x) =13 5[f3 s(x)] =13 5[3.5x(1 - x)]=3.5.[3,5.x.(1 - x)}.[1 - 3,5x.(1 - x)] = 3,5.3,5.x - 3,5.x2).( 1-35x+ 3.5.x2_) 3
:. f§5(x) =12,25x.(1-45x+ 7.x2 - 3.54x3), que ¢ uma fung¢do de grau 4.
Admitindo que fés(x) tenha um ponto fixo p, entdo: f32'5(p) =12.25.p.(1-45p+ 7,p2 - 3,5.p3) =D,

que é uma equagdo de grau 4.
De inicio, € possivel perceber que p =0 ¢ uma de suas solugdes [0 € ponto fixo de f3 5(x) e, portanto, ¢
ponto periddico de periodo 2].

al 2 5 s
Como p3 5=1- 35 =1-— == ¢outro ponto fixo de f3 5(x). entdo ; € outro de seus pontos periodicos

T

"Para alguns detalhes adicionais, veja “An introduction to chaotic dynamical system”, paginas 34 e 35.
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de periodo 2, ou seja, g deveré ser solugdo da ultima equagdo. Essa afrmagdo podera ser comprovada dire -

. 5 v 5
tamente ao se atribuir o valor 7 a p na ultima equagdo. Acompanhe:

7

14 7 98

2) 7 277" "\7) "2 4 4 @8 49 7
Como ja possuimos duas solugdes da equagao: 12,25.p.(1 -4,5.p + 7.p2 - 3,5.p3) = p, entdo pode ser possi-
vel obter suas duas outras solugoes, caso existam.
Altima equagdo pode ser reescrita das seguintes formas:

2

(7)2 5 {1_9 5 7{5)2_7{5)3]=§‘[1 45 25 125]=3_5_98#315+350—125 _3 8 _5

42,875.p4 - 85,75.p3 +55,125.p" - 11,25p= 42,875.p.(p = g).(p - solugdol).(p - solugdo2) = 0.

Um procedimento possivel aqui, e que, eventualmente, poderia ser acessivel a estudantes da série fnal do
ensino médio, ¢ o seguinte:

Dividir o polinémio P= 42,!375.p3 - 85,7"5.p2 +55,125.p - 11,25 pelo polindmio D =p - ;
42,875.p° - 85,75.p° + 55,125.p - 11,25 p- g
42,875.p° + 30,625.p 42,875.p% - 55,125.p + 15,75
-55,125.p% + 55,125.p

55,125.p% - 39,375.p

15,75.p - 11,25
-15,75.p + 11,25

0
A determinagio das outras duas solugdes da equagdo original passa pela determinagao das solugdes da

equacdo:42.875.p" - 55,125.p + 15,75 = 0,que fca como exercicio. As solugdes aproximadas encontradas foram:
0,428571428573 e 0,857142857146.
Portanto: Pery(f3 5) = {0; 0,428571428573; 0,714285714286:0,857142857146}.

* Comentarios:
Essas informagdes podem ser anexadas a terceira representago grafca da Figura 24 . Veja a seguir:

Figura 29
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Figura 29
O sistema dinamico gerado por f3,5(x) e x( =0,428571428573 produz a seqiiéncia periddica:
X0 X3 X X3 X3 X3 .0 , DA qual Xyi= f3,5(x0) =0,857142857146. A conseqiiéncia grafica disso pode ser
vista na figura seguinte:

5 aalo g
= 09 1 s
ok | =l SN et )
el f
o | |
i f\
£ | oy
o N S 2
“. i 1
i |
L ; ‘{.,
| | a
‘—"I 3 A 4 ¥ i
I _J- 0 0,5 X i
ops : 7 % i g, 4
i i - S G o T e R T
Figura 30

Na Figura 30, ¢ possivel observar uma trajetoria que comega em (X3 X(), segue para (xg; f3,5(x0)) =(xg3 Xp),
para (3 5(xg); f3 5(xg)) = (x5 x). para (f3 5(xp); 55 (xg) = (x3 Xq). para (55 (xq): 3 5 (X)) = (xg3 Xg), €

dai em diante, a coisa toda comeca a se repetir.

Essa trajetoria constitui um ciclo limite atrativo de periodo 2.

* A determinagdo de Perz(f3 5), como se pode observar, € muito trabalhosa e pode ser considerada “pouco
adequada™ para os ensinos fundamental e médio quando vista sob o ponto de vista quantitativo.

Uma atividade como essa poderia, eventualmente, ser colocada naqueles ensinos, caso fosse possivel traba-
lhar, em salas de aula, numa forma qualitativa e geométrica. Para isso, seria conveniente a utilizagio de recursos
computacionais, tais como a utilizagdo de algum tipo de planilha eletronica. ;Um sonho?

As figuras exibidas neste texto foram “confeccionadas™ em uma dessas planilhas. Mais adiante sera exibido
um (sub) texto na forma de apéndice sobre a “confec¢do™ de representagdes grificas de fungdes.

6) gy(x) = x3 e n=2. Para obter Fix(g3), necessita-se enfrentar a equagio: p3 =p, ou seja:
p3 -p=p. (p2 -1)=p.(p-1).(p+ 1) =0, que possui as solugdes:
p=-1, p=0 e p=1. Logo: Fix(g3)= {-150; 1}.
Para se determinar Per,(g3), devem-se determinar o(s) ponto(s) fixo(s) de ga(x), ou se_]a o(a) ponto(s) penodu.o(s)

de periodo 2 de g3(x). Acompanhe os procedimentos seguintes: g3(x)= g3(x3 )=(x ) = x' e g3 (p)= p‘ =p.
Logo:

9 )
p”-p=p%-D=p*- 0"+ D=pp*- D.E*+ DO+ D=pp- Do+ DEZ+ D D=0
Portanto: Pery(g3) = {-1; 0; 13,

« Comentirios: Podem ser convenientes alguns comentarios sobre g3(x).

* Na figura seguinte, estdo representadas algumas trajetérias determinadas pela fungdo gz(x) e por alguns
valores de seu dominio.

*Se x> 1, entdo 0+(x) possui “infinitos” elementos e, a medida que o niimero de passos irerativos aumenta,
os termos da seqiiéncia “se afastam™ cada vez mais do ponto fixo 1. Veja a trajetoria de x( na Figura 31.

*Se x<-1, entdo O (x) possui “infinites” elementos e, 4 medida que o nimero de passos iferafivos aumen-
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ta, os termos da seqiiéncia “se afastam™ cada vez mais do ponto fixo -1. Veja a trajetoria de xy na Figura 31.
«Se -1 <x <1, entio O (x) possui “infinitos” elementos e, a medida que o numero de passos iterativos
aumenta, os termos da seqiiéncia “se aproximam™ cada vez mais do ponto fixo 0.
* Veja as trajetorias de x5 e X3 na Figura 31.

| ‘ s

X1

Figura 31
7) flo)=2.a ¢ n=4. Fix(f)= {2kak=0, 1,2, ...} = {0}.
Para se determinar Per4(f), devem-se determinar o(s) ponto(s) fixo(s) de f4(r1), ou seja, o(s) ponto(s)
periodico(s) de periodo 4 de f(a).
O ponto fixo 0 ¢ ponto periédico de periodo 4. Todo ponto periédico de periodo 2 também ¢é ponto perio-
dico de periodo 4, pois, se a ¢ ponto periddico de periodo 2, entdo:
£4(0) = £ 2 2(o)) = £ 2(a) = .

Questiao para reflexdo:
JUm ponto periodico de periodo primo 3 pode ser ponto periddico de periodo 47

Logo. de acordo com o resultado obtido na pagina 37, podem-se escrever os seguintes resultados:
¢ Ponto Fixo: ay = 0;
 Pontos Periodicos de periodo 2: n=2 e k=0, 1, 2:

L

—0 L2 _4m
ke b Vi e f T
° Pontos Periédicos de periodo 4: n=4 e k=0, 1, 2, 3, ..., 13, 14:
=i N2 4 . B ) _ 26.m _ 28w
& (14.0— 5 u4.l_ E. 014'3— E, (14'3— 1—, PRS- HMS_ 15 ° (14.14* 15
Portanto: Perg(f) = {o; EE 4_" _6‘_”; e 26.m 28.x . %, 4_“}
15 15 ‘15 i A R ERC

« Comentarios: Algumas propostas e alguns comentarios sobre f(a):
* E17) Escreva os elementos de Pery(f) em ordem crescente.

+ O resultado obtido na pagina 37 permite concluir que, se o= 2n.k.n

, com n inteiro, n>1 e k inteiro,

k=0, 1. 2.... 2"-2, entdo a ¢ ponto periddico de periodo n.
* As questdes que se deseja colocar aqui, para trazer de volta o assunto que “motivou” este texto, a saber, a
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“caoticidade” de sistemas dinamicos, sdo as seguintes:
Questdes para reflexio:

{Qual éa conclusdo sobre a drbita O™ (a) = 0. 2.0,2%0, 2%, .., 2%t .. B, .}, se a# 2KT | o
2

condi¢des ja mencionadas para k e n?

(Sera que os elementos de O+((z) sdo dois a dois distintos?

» Caso vocé queira investigar as questdes propostas, unagme que existam inteiros r e s taisque r>0, s>0
e r<s (s-r>0) paraos quais: f(e) = ff(w), ou seja, 2°.a=2"a+ 2.mm,
ouainda 2"( -1)a=2mmx, ouvainda «= 2mx 1 ,com m inteiro.
« Em seguida, "calcule" (a). 257 -1 27
* Se vocé encontrar uma contradlg:ao entdo ela ocorreu por causa da hipétese de que (o) = ().
Dai decorre que os elementos de o' () sdo distintos dois a dois.

2S-l'

Questio para reflexiio: ) 3,
Se os elementos de O (o) = {0, 2.0, 2.0, 2°. 2., B } sdo dois a dois distintos,
entdo ;quais sdo as conclusdes sobre esse con_]unto?

* Se vocé ndo encontrar qualquer contradi¢do com aquela hipdtese, entéo ;qual sera a conclusdo sobre 0+((1)?

« Pode ser instrutivo ver uma tabela que contém alguns termos de o" (o) para algum o # 2kn (feita na
planilha Excel™ da Microsoft). 2 -1
A Microsolt Excel - f{x)=2 x xls (& x|
Digite uma pergunita -
R el (P T 112 [ T NG IO [ =

a=| 01 | k= n=
1300378 24611 485243 322717 246389 | 457608  1,26006 306947 | 3,96054 | 476032 | 364577 | 239313 2,19642 309105 | |
072437 49222 342168 017116 492779 286898 253811 6,13893 163780 323746 | 100835 4,78627 4,39284 6,18209 |
|1,44873 | 356121  0,56018  0,34232 357239 507622 599488 1327579 019173 201671 328935 25025 6081 |
1299746 083924 1,12036 058465 086158 | 2| 386926 570617 026833 0,38346 403341 029551 5005 587881
(579492 167849 224072 13693 172319 145533 512916 |0,53678 0,76691 | 178384 059102 372682 547443
530666 335697 | 448145 273859 344837 192132 291067 397513 107356 153382 [356728 1,18204 | 1,17046 | 466567
|4,33014 | 043076 | 267971 SAT718 | 050956 | 3,84265 | 582134 | 186707 | 214711 306765 085138 | 236407 234092 | 3,04816
8 | 0,23363 | 2,37709 | 086153 | 535942 467118 |1,21912 | 140211 535543 333413 429423 513529 170276 4,72815 468185 509632 |
10| 046726 475417 172305 443566 305318 243824 280423 443579 036508 230527 59874 | 340551 317311 308051 530845
41| 093452 322516 34461 258813 611835 487647 560845 25884  0,77016 4561054 559161 052784 006304 616103 553571
12| 1,86904 | 0,16714 | 060902 | 5,17627 595352 | 346976 493372 | 51768 154032 | 29379 510004 |1,05567 012608 | 6,03887  4,78623
13| 3,73607 | 0,33428 | 121804  4,06935 | 562386 065634 358425 4,07042 308064 58756 391689 | 2,11134 025216 579455 329327 | |
14 1,19295 066857 | 243607 | 1,85552 | 496453 1,31268 | 088532 1,85765 6,16127 546841 15506 4,22269 050432 530591 030336
15| 2,38591 | 1,33713 | 487215 | 371104 | 364588 | 262537 | 1,77065 | 37153 | 6,03936 | 465363 31012 | 2,16219 | 1,00863 432864 050673
16 | 4,77182 | 267427 346111 | 11380 100856 | 525074 35413 114741 579554 | 302407 62024 | 432437 | 201727 2737409 121345 |
17 | 3.26045 534853 | 063904 | 227779 201716 421823 | 073941 229481 530769 604814 6,12162 | 2,36556 4,03453 | 474817 24269
18| 0,23772 441388 127807 455558 403431 | 2,1534 |1,59061 4,58962 43326 581309 sasoosl473112‘1,73537_a,m16 485381
198 | 0.47545 254457 | 255614 | 2,52798 | 1,78544 430679 | 319762 269606  2,0201 | 5343 563692 317908 | 357175 014314 342443
20| 09509 508913 | 511229 | 565598 357087 23304 011206 | 579212 4,76402 440282 499065 007493 086031 028628 056567
(21| 19018 389508 394139 502878 065056 466073 0,22412 530105 3,24485 252245 | 369811  0,14386 172063 | 057255 113134
22| 380359 | 1,50697 | 1,59959 377438 171713 30384 044823 4,31891 020652 504489 | 111303 |0,29971 344126 11451 226268
23| 1324 301394 319919 126558 343425 6,0768 089646 | 2,35463 041304 38066 222605 |0,59942 053932 | 2,28021 452537
(24| 2648 602788 0,11519 253115 056532 | 587041 179293 | 4,70925 0,52608 | [1,33001 | 44521 | 119884 | 119865 4,58042 276755
25 | 529501 | 5,77257 023037 50823 | 1,17064 | 545764  3,58586 | 3,13532 1,65216 | 266002 | 262102 239768 23973 | 287765 55351 | |
26 | 4,30883 526196 046074 384142 234128 463200 088853 | 6,27063 3,30433 5,32003;5,24205 479537 | 47946 | 57553 478701
: 1424074 | 0,92148 | 1,39966 | 468255 296099 1,77706 6,25808 032547 435680 4,20091 330755 330601 522741 329084
21983 164297 279932 | 308192 | 596199 356412 1623297 065093 | 2,43057 2,11864 033192 | 0,32884 4,17164 029849
43966 368593 550864 6,16383 564079 | 082506 | 6,16276 130186 | 486115 423727 066383 065769 206009 059698
251001 108868 491409 604448 4,99839 165011 608233 260373 343911 12,9136 132767 1,31537 | 4,12018 1,193%6 | |
502003 | 217735 | 354499 580577 | 37136 330022 588147 520746 | 0,59504 | 438271 265534 263075 195718 238791 |
375687 | 43547 |0,80679 532836 1,14402 031726 547976 413173 119008 | 248224 531067 526149 391435 477583
3 1,23055 242622 161359 |4,37354 228804 063453 467633 198027 2.33016_4,99«3 433816 | 42398 | 154552 326847 L

L«

o1 L2 g
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Figura 32
« A leitura da Gltima tabela obedece a seguinte seqiiéncia:

A2 | A3 |...| A33 B2 B3 |...| B33 €2, Ll 002 ol sides 1033
0.1 [£.1) ... £320,0) [ £30,1) | £340,1) | .- | £5(0,1) | £0,1) | --- | £4%(0,1) | .- | £**(0,1)

» Caso haja interesse, seguem alguns "procedimentos” que podem ser utilizados para confeccionar a planilha:

° Digite na célula Al o texto "a =" (fonte Symbol) ¢ na célula Bl, o nimero 0,1;

° Digite na célula A2 a "formula": "=bl", ou "=B1";

° Digite na célula A3 a "férmula™:
=SE(E(A2<=2*PI();2*A2<=2*PI1());2*A2;SE(E(A2<=2*PI();2*A2>2*PI());
2*A2-2*PI():SE(E(A2>2*PI():2*(A2-2*PI())<=2*PI());2* A2-4*PI();2*A2-6*PI())))

° Na ultima férmula:

o "<=" significa "<";

»  "PI)" significa "n";

»  Oesquema "SE(....;....; ... )" significa "Se ...., entdo .... , caso contrario ....
*+ "Oesquema "E(....;...)" significa "...e...";

° A ultima formula pode ser interpretada simplificadamente da seguinte forma:

Se (A2<2m e 2.A2 <2.m), entdo A3 = 2.A2; caso contrdrio, se (A2 <21t e 2.A2 > 2.n),
entdo A3 = 2.A2 - 2.wr; caso contririo, se (A2 >2.t e 2.(A2-2.xm) <2.m), entdo A3 =2.A2 -4.m;
caso contrario, A3 =2.A2 - 6.1;

° Copie a ultima formula na regido que vai da célula A3 até a célula O33;

¢ Copie a ultima formula na célula B2, trocando Bl por A33;

¢ Copie a "nova" formula em B2 na célula C2 até a célula O2;

* Troque o valor 0,1 dacélula B1 por outros valores (entre 0 e 2.m) e verifique sua hipdtese para as tltimas

Questdes para reflexdo

» O "mapeamento” f(o) = 2.0, definido em Sl (conjunto definido nas paginas 35 ¢ 36), assim
como o mapa logistico, possui algumas caracteristicas que nos fazem “suspeitar” do seu caréter

“cadtico”, pois, se o #

, nas condi¢oes ja mencionadas para n e k, entio a orbita:
1

o 2
otw=10,20,220,2%q, .. ,2%a..,250..}
“parece” possuir infinitos elementos dois a dois distintos, o que significaria que 0+((1) ¢ denso em

s!. como conseqiiéncia, f(a) possui um conjunto enumeravel de pontos periodicos.
AINDA SOBRE ORBITAS DE UMA FUNCAO.

Questio para reflexao:

(Por que o conceito de 6rbita de uma fungdo f(x), para algum valor p de seu dominio, apresentada
na pagina 47, recebeu a qualificagdo “avangada” (“forward™)?

Uma resposta plausivel a questdo proposta ¢ a seguinte: “a qualificacdo foi feita porque deve existir algum
outro tipo de orbita de uma dada fungio™.

Para “explorar™ esse “novo fildo”, podem ser convenientes algumas propostas na forma de exercicios.
E18) Para cada fungdo f seguinte, determine:

(i) A fungdo inversa de f (anotada por f'l); (ii) Fix(f"l); (1i1) Pern(f'l) nos casos indicados:
1) Ax)=x e n=1; 2) A j(x)=-x e n=2; 3) g;(x)=0,5x+8 e n=2; 4) g3(x)=x3 e n=2;
5) flu)=2.0 e n=4.
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Podem ser convenientes algumas resolugdes das atividades propostas.
* Resolucies:

3) g1(x) = 0.5x +8: (i) Suainversaé: gy’ (x)=2.x- 16; (ii) Fix(g7") = Fix(g,) = {16}.

(iii) Para obter Per,(g7"), basta obter (97" )(X) e ir em busca da(s) solugdo(des) da equagdo: (g7 ' )*(p) = p.

A continuagio dessa resolugio serd deixada como exercicio.

4) g3(x)= X (i) Suainversa é: g;' (x)= ¥x; (ii) Para obter Fix(g;'), basta ir em busca da(s) solugio(des)
da equagdo ¥p =p que é equivalente a equacdo p- = p. Sua resolugdo fica como exercicio.

(iii) Para obter Per,( g3'). basta ir em busca da(s) solugdo(des) da equagio Yp =p. que é equivalente 4
equagdo p” = p. Sua resolugdo também fica como exercicio.

« Comentarios:
* Pode ser conveniente exibir uma figura para a fungdo 951 (x)=¥x. Se:

?x <-1, entdo O'(x) possui “infinitos” elementos e, a medida que o nimero de passos iterativos au-
menta, os termos da seqiiéncia “se aproximam” cada vez mais do ponto fixo -1. Se x> 1, entio O7(x) possui
“infinitos” elementos e, & medida que o nimero de passos iterativos aumenta, os termos da seqiiéncia “se apro-
ximam” cada vez mais do ponto fixo 1. Veja as trajetorias de xg e de xq na Figura 33.

°-1<x<0, entdo O°(x) possui “infinitos” elementos e, & medida que o niimero de passos iterativos
aumenta, os termos da seqiiéncia “se aproximam” cada vez mais do ponto fixo -1. Se 0 <x <1, entdo O7(x)
possui “infinitos” elementos e, a medida que o nimero de passos iterativos aumenta, os termos da seqiiéncia “‘se
aproximam” cada vez mais do ponto fixo 1. Veja as trajetorias de x5 e de x3 na Figura 33.

-1

Figura 33

* Iremos propor, aqui, uma conveniente adaptagdo de simbologia aos termos das seqiiéncias iferativas que
podem ser obtidas nos itens 3) e 4) do exercicio E18, com o objetivo de “ampliar” o conceito de “drbita avan-
¢ada” que foi definida na pagina 47. Acompanhe:

°Nos itens 3 e 4, paraas fungdes g; (x)=2.x-16 e g;' (x)= ¥x e para um valor possivel p para
X, podemos escrever as seguintes seqiiéncias iterativas:

p; gt (e) (g7 )2e) (97" %) (g ) e) o i (g7 )P); - e
p; g3 (p); (93" )(PX (93" (p) (g3 )YpY . i (83" )P); ... .
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° A "conveniente" mudanga de simbologia é a seguinte: representar

5 =2 —1 -3 =1 -n
(91" )2(p) por 91" (p), (91" )3(p) por 9 (p), ., (3 )n(p) por 91" (p), ... e
=1 g—72 -1 -3 g" g-n
(93 )2(p) por %3 (p), (98 )3(p) por % (p), ..., (% )n(p) por 93 (p), .... .
° Nessas condigdes, 0s conjuntos:
. 9'®) g¥ @), g’ @) ... 6" .} € {p. g3 (P 67 () 9 () - v 63" (P . )

serdo denominados Orbita Para Tris (Backward Orbit) de p. Esse conjunto sera anotado por O7(p).

ORBITA PARA TRAS (BACKWARD ORBIT) E ORBITA: Defini¢des

Dada uma fungdo f, que possui inversa {~ 1 ¢ a seqiiéncia “iterativa™ p, f 'l(p). f 'z(p), £-3 ). ... f p), ...
com p um valor possivel para x, o seu conjunto “imagem” (formado pelos termos p, f(p), f(p), £ (p)s «. »
'(p), ...) denomina-se Orbita Para Trés (Backward Orbit) de p. Esse conjunto serd anotado por O°(p). Nes-
se caso, a reunido de 0+(p) com O7(p) serd anotada por O(p) que se denomina Orbita de p-

SOBRE "PONTOS EVENTUALMENTE PERIODICOS" DE UMA FUNCAO.

* Exemplo 3: Sobre pontos eventualmente periddicos.
1) A fungio f(x) = 2 tem como pontos fixos 0 ¢ 1. Porém, ¢ possivel notar que f(-1)=1 e:
f(-1) = f‘z(f'(-l )= fS(I‘(-l N=..= f"(f(—l)) =...= |, ou seja, embora -1 ndo seja ponto fixo, ou periddico, sua ima-
gem por f, f(-1), ¢ ponto fixo. Assim, -1 ¢ ponto eventualmente fixo (eventualmente periodico de periodo 1).
2) Retomemos a fungdo f4(x) =4.x.(1 - x), apresentada anteriormente.
*Se x=1, entdo: x=1; e f,(1)=fZ(1)=f2(1)=...=f1 (1)=...=0.

Comoem 1), 1 ¢ um ponto eventualmente fixo de f4(x).

ik = i
* O valor para x que maximiza fy(x) ¢ 7 Note que, se adotarmos p = —, entdo:

N =

P=ifP)=1e ff(P)=F(p)=..=f(p)=..=0.

1.
>
Nesse caso, % ¢ ponto eventualmente periédico de periodo 2.

* Existem dois valores para x para os quais fg(x) = % a saber, —Tl+_‘/73_ e _21 ‘ig . Como 1 é

ponto eventualmente periddico de periodo 2, entdo os valores _Tl+ @ e l;—'- ? sdo pontos
eventualmente periédicos de periodo 3.

-1 f J6

* Veja que o altimo argumento pode ser aplicado tanto para — como —L4 = Logo, ¢ possivel

obter, para cada um deles, dois pontos eventualmente perlodlcos de pcriodu 4.

- 2k ol
3) Para a fun¢do f(o) = 2.0, dada na pagina 5, se: a = nn: ,com Kk inteiro, entdo:

_,7“ 2kT[

(@) =2"q =2kn e fY@)=f"l@)=f"2)=.. =f"P@)=..=2kx

Logo, a ¢ eventualmente periédico de periodo n.

PONTO EVENTUALMENTE PERIODICO: definigio.

Dada uma fungéo f. diz-se que p ¢ eventualmente periédico de periodo n se p nio ¢ periddico, mas existe
m >0, tal que f ntk (p=f I"(p) para todo k> m, ouseja, f k(p) ¢ periodico para k> m.
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RETRATOS DE FASE E ANALISE GRAFICA DE SISTEMAS DINAMICOS.

Dada uma fungdo y =f(x), sua representagdo grafica em coordenadas retangulares (conhecidas como coor-
denadas cartesianas), caso exista, fornece “boas informagdes™ sobre as imagens de x, mas poucas informagdes
sobre f5(x) e muito menos sobre In(x), com n>2.

Por sua vez, as representagoes graficas exibidas nas figuras 7, 16, 19, 20, 21, 22, 23, 30, 31¢ 33
permitiram descrever os “primeiros™ termos iterativos dos diversos sistemas dindmicos discretos determinados
por aquelas fungdes, pois, em cada um deles, agregaram-se a fun¢io identidade (diagonal) A(x)=x e procedi-
mentos graficos especificos para obter aqueles termos. Tais representagdes graficas constituem o que se costuma
denominar Andlise Grafica (Graphical Analysis) '*.

Além da Andlise Grifica, ¢ possivel fazer uso de um outro tipo de representagio gréfica que se chama Re-
trato de Fase (Phase Portrait).

O Retrato de Fase de um sistema dinamico consiste em uma representagdo geométrica de seus “comporta-
mentos” sobre a reta real, ao invés de se utilizar o plano real.

“Melhor” do que uma explanagio genérica sobre 0 que vem a ser um retrato de fase de um sistema dinamico
¢ retomar alguns dos exemplos ja mencionados no texto e exibir seus retratos de fase anexados ds analises gra-
ficas ja “confeccionadas” como mais um instrumento de analise qualitativa e grafica.

Exemplo 2
2) O retrato de fase da fungao g1(x)=-x+ b:
90

.
o
:
o
=

Figura 34

3) O retrato de fase da funcdo gy(x) = x2-1:
100=x-1

\

BiEd

1 X X

13

% 4
A

5 A descrigdo dos procedimentos gréficos da Andlise Grafica pode ser vista no Exercicio 7, apresentado anteriormente,
12 PARTE. Além disso, em uma tradugao “mais livre" da expressao “Graphical Analyses”, poderiamos utilizar a expresséo “Grafico
de Analises” no lugar de “Analise Grafica”.
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“1° caso:

—1-45 G o 1+45
2

m tornar a visualizagdo menos congestionada).

x"L‘}ﬁ A [] 1 L!iﬁ& '
Figura 35

5) Retratos de fase do mapa logistico fy (x) = k.x.(1 - x) para algum valor de k e paraalgum x, 0<x<1,

podem ter os mais variados “aspectos”.

Diante de tanta diversidade, iremos exibir, em um mesmo sistema de coordenadas, um fragmento da Analise

Grifica de fy(x), para x =0,2 e para os pontos:

(0:0,2), (0,01;1,(0,2)), (0,02; f3(0,2)), (0,03; f3(0,2)), ... , (0,50;f3°(0,2)), ... , (1,00; fi°(0,2)).

Em seguida, iremos exibir um fragmento do seu retrato de fase.

©2° caso:

~1-y5
2

faremos um “zoom” no intervalo especificado para

< x < 28 +2‘E (nesse caso,

Figura 36
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Caso a hipdtese levantada nas paginas na 1* PARTE se confirme [os termos da segiiéncia iterativa
2 3 . .
0,2, £,(9,2),%f, (0,2), £ (0,2); ...., f: (0,2), ...formam um conjunto denso no intervalo 0 <x <

1], entdo estaremos diante de um sistema dindmico discreto com “comportamento” aleatorio.

Nesse ponto, encerramos a 2* PARTE deste texto dedicado a chamada “Parte Elementar” de uma introdugo
ao estudo de Sistemas Dindmicos Discretos Cadticos.

A 3*PARTE deste texto sera dedicada a denominada “Parte Niio Elementar” a respeito desse tema.

APENDICE:

Neste (sub) texto iremos apresentar alguns procedimentos que foram usados para “construir” algumas das
representacdes graficas exibidas neste texto por meio de uma planilha eletronica. A planilha aqui utilizada foi a
da Microsoft ™, denominada Excel, porém existem outras (Lotus 123; Fox Pro; ... ).

Como ndo ¢ objetivo deste texto entrar em detalhes sobre o uso de planilhas eletronicas, entdo o texto seguinte
sera objetivo e sem maiores preocupagdes com justificativas das agdes realizadas, exceto, talvez, aquelas que
poderiam causar algum tipo de “ambigiiidade destrutiva™.

Vamos imaginar que vocé tenha alguma intimidade com planilhas eletronicas e saiba como “entrar” em uma delas.

1°) Digite na célula Al o texto "k =" (sem as aspas) ¢ reserve a célula Bl para o valor de k;

29) Digite na célula C1 o texto "Pto fixol =" e na célula D1, o valor 0:

3°) Digite na célula A2 o texto "Valor inicial:" e reserve a célula B2 para a abscissa do "primeiro" ponto
da representagdo grafica;

4°) Digite na célula C2 o texto "Pto fixo2 =" ena célula D2, a férmula:

“=SE(B1="";""SE(B1=0;"k ndo pode ser nulo™:(1-1/B1)))" '

5°) Podem ser convenientes algumas palavras sobre a Gltima formula:

@® Oesquema "SE(....:...;...)" ja foi mencionado na pagina 53;

® 'B1="""significa: o contetido da célula Bl ¢ (ou estd) "vazio" (ou seja, nao ha nada digitado naquela célula);
@ "BI=" éahipotese que se deseja verificar se é "verdadeira, ou falsa", com a primeira condi¢io logica "SE":
® se "B1="" é verdadeira (ou seja, se o contetido de Bl ¢ "vazio"), entdo o Excel ird deixar a célula D2 "vazia™;
® caso contrario, no segundo "SE", o Excel verifica o contetido de Bl;

® se o conteudo de Bl for zero, entdo o Excel exibe na célula D2 o texto "k ndo pode ser nulo";

© caso contrario, o Excel calcula o valor do segundo ponto fixo: "1-1/B1";

6°) Digite na célula A3 o texto "Valor final:" e reserve a célula B3 para a abscissa do "ltimo" ponto da
representagio grafica;

7°) Digite na célula C3 otexto "xg=" ereserveacélula D3 para o valor do “primeiro” termo da sequiéncia iferativa;

8°) Digite na célula A4 otexto "razio =" e nacélula B4, aférmula: "=SE(OU(B2="";B3="");"";(B3-B2)/200)";

9°) Podem ser convenientes algumas palavras sobre a tiltima férmula:
(D O esquema "OU( ....;.... )" significa ". B

3

00 e
@ "ou(B2="", B3—'”')" pode ser lida da seguinte forma "B2="", ou. "B3="";
® "OU(B2="";B3="")" ¢ a hipdtese que se deseja verificar se ¢ "verdadeira, ou falsa", com a condi¢ido
logica "SE":
® se "OU(B2="";B3="")" é verdadeira (ou seja, se o conteido de B2 ¢ "vazio", ou o contetido de B3
¢ "vazio"), entdo o Excel ira deixar a célula B4 "vazia";
®© caso contrario, o Excel calcula a razao "(B3-B2)/200", que ¢ a diferenca entre os valores digitados na-
quelas células dividida por 200 (o valor 200 ¢ arbitrario; ele foi escolhido aqui, pois as representagdes gréficas
serdo "construidas” com 200 + 1 pontos);
10°) Digite nas células AS, B5, C5 e D5 ostextos "x", "A(x)", "fk(x)” e “lterar’”;

11°) Digite:
na célula a formula
A6 =SE(OU(B2="";B3=""");""";B2)
B6 =SE(OU(B2=""";B3="")."".$B$ 1 *A6*(1-A6))
C6 =SE(OU(B2="";B3="";D3="");"";D3)
A7 =SE(OU($B$1="";8B$4="").""; A6+$B%4)

" E altamente conveniente controlar o nimero de “paréntese aberto” e o de “paréntese fechado™
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12°) A razio da inclusio do simbolo "$" nas formulas exibidas na tabela ja foi mencionada na pagina 20,
da 1* PARTE.
13°) Agora chegou a hora de "copiar" férmulas em células convenientes. Ha muitas formas de fazer isso. Uma
forma ja foi mencionada na pagina 8 da 1* PARTE:
(i) Copie as férmulas das células B6 ¢ C6 nas células B7 e C7;
(i) Copie a formula da célula C7 na célula D7. Nessa agdo, a formula que aparece em D7 &
“=SE(OU($B$1="";$B$4="");";SBS1*A7*(1-A7))". Troque a referéncia a célula A7 na ultima formula por D3;
(iii) Copie as formulas das células A7, B7, C7 e D7 naregido que vai da célula A7 até a célula D206;
(iv) Digite. por exemplo, em Bl “2,5”, em B2, “0”, em B3, “I1” eem D3, “0,25”
14°) Verifique se sua "planilha" se parece com a figura seguinte:

Pto Fixol =

Mapa Logistico

Valor final= Xg =
Passo= =00

i(x)

Figura 38

15°) As possiveis diferengas ficam por conta dos "estilos" pessoais:
16°) Troque alguns daqueles valores por outros e verifique as mudangas:

17°) Agora, vamos representar graficamente os valores tabelados na regido que vai de A6 at¢ D206. Para
isso, siga as instrugdes (sem maiores comentarios):

© Selecione a regido a ser representada graficamente: nesse caso, ¢ a regido que vai de A5 a D206.
Uma forma para isso € a seguinte:

« selecione as células A5, BS5, C5, D5;
* Pressione a tecla +atecla . mantenha-as pressionadas e pressione a tecla @

® Cligue com o botdo esquerdo do rato sobre a op¢ao
© Devera aparecer 0 menu:
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t@l Diagrama...

 Objeto...

@ Clique com o botio esquerdo do rato sobre

a opgio |Mll Grsfico...
© Devera aparecer a janela:

© Clique com o botdo esquerdo do rato sobre

a opgio RN

© Devera aparecer a janela:

0 Pro Fizol = Pro
Fizs2=x0=
fh(x)

0006 0,25 ersd

® Clique com o botdo esquerdo do rato
sobre a opgiio [l% tinhas suaves

© Devera aparecer a janela:

00 Cligue com o botdo esquerdo do rato

sobre a opsdo [ AEATE]

00 Devera aparecer a janela:
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Assistente de grafico - etapa 2 de 4 - dados de origem do grafico 7] x

0@ Digitc cm RoS T dREREOIIII B cxatamente o texto:

‘Mapa logistico!SAS6:SA$206 .
©© Embora sejam possiveis outras opgdes em janelas subsegiientes, pode-se, nesse momento, clicar

em | Gonchir |

0O Verifique se sua planilha se parece com a figura seguinte:

EA Microsoft Excel - MapLog¥2.xls

AR

00 "Enfeitando-se” um pouco a iltima figura, pode-se obter:
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S

E3 Microsoft Excel - MapLog¥2.xls =181 %
&) mrquvo Edtar Exbic Inserr Formatar Ferramentas Dados Janels  Ajuda T 5 STy
Dl n SRy Glo-=-EF4 @E 2 g0 BNZ s =€ 2
B1 - & 25
| A& EORge © 0D SO SRR e T [ | &
1 k= 25 Pto Fixol = 1] Mapa Loglstico =
2 |Valor inicial= 0 Pto Fixo2 = ﬂ-‘ﬁ'
3 | Valor final= 1 Xp = 0,25
747l Passo = 0,005 os o
5 | X Alx) fi(x) lterar
B (i) ! [0 3 o] ; 25
7 oo | 0006 | ogiaaas ] ;
8| 001 001" 052255850
9 0015 0,015
10 o002 o2
11| 002 00025 [
12 [ 063 003
13 0035 0,035
14 0pd | 008
15 0,045 0,045
16 05
17| 0055
18| 006
19 0,065 :
20 007 007
21 0,075 0075 .
2| 0p8 opa |
23 0085 0,085
24 009 009
%5 0035 0,095 .
% 01 0,1 01 02 03 o4 o5 08 o1 03 03 P
|¢17¢‘ »Aﬁi:lzpalogisg;gr AL S i st Sl | 'if
Pronta

18°) Se vocé digitar em Bl um valor entre 3.5 ¢ 4 eem D3 o valor do ponto fixo ndo nulo (que pode
er visto na célula D2), entdo vocé estard diante de um sistema dindmico “surpreendente”.
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Erramos:
Devido a um problema de versao de software, por ocasido da impressdo do tltimo exemplar de
nossa revista (n® 20/21), o artigo do Prof. Jos¢ Carlos Pinto Leivas, intitulado “Tales: mil e uma

Utilidades”, foi impresso sem alguns simbolos matematicos. Apresentamos ao professor Leiva e
aos nossos leitores, nossos sinceros pedidos de desculpas pelo ocorrido. A versdo correta do artigo
pede ser encontrada em nossa pagina (www.shem.com.br)
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