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O ensino da matematica enfrenta dificuldades sistematicas e contumazes de
compreensdo que ndo sao encontradas no ensino de outras disciplinas. Essa incompreensao
surge, em todos os niveis, no momento em que os alunos estdo resolvendo problemas, que ¢ a
atividade considerada por exceléncia na aquisi¢@o e utilizagdo de conhecimentos matematicos.
De onde vem essa incompreensdo percebida de forma duradoura e muitas vezes definitiva para
tantos alunos?

Muitas explicacdes foram aventadas, algumas reiteram a necessidade de que se
considere a complexidade epistemologica que ¢ devida aos conceitos ensinados. Outras,
afirmam ser indispensdvel introduzir os conhecimentos matematicos seguindo o processo
natural e comum da sua formagdo a partir de observagdes e experiéncias concretas. Outras
ainda, simplesmente apontam para a necessidade da descoberta do interesse pratico dos
conhecimentos matematicos, uma vez que sao utilizados em muitas atividades quotidianas e
profissionais. O que se pode observar ¢ que todas essas explicagdes possuem um ponto em
comum: elas refletem apenas o ponto de vista matematico para escolher aquilo que vai ser
fixado como objetivo global de uma educacdo matematica aos alunos com idade de até 16 anos
e, também, para decompor esses conhecimentos em uma progressao a ser seguida em um nivel
de ensino de diversos anos. E, quando um tunico ponto de vista subordina essas questdes
decisivas para o ensino de matematica, deixa-se escapar a razdo profunda das dificuldades

recorrentes dos alunos em sua aprendizagem. Em matematica, ndo se pensa ou se trabalha, de

"Este texto é uma tradugdo do artigo: Duval, R. (2014). Comment analyser le probléme crucial de la compréhension
des mathématiques? Union, n. 37, disponivel em francé€s em: http://www.fisem.org/www/union/revista37.php.
Algumas precisdes foram incluidas na tradugao.
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modo algum, da mesma maneira como acontece em outros dominios do conhecimento.

O desafio maior do ensino de matematica ¢ fazer com que os alunos entrem na maneira
de pensar e de trabalhar que é especifica & matematica uma vez que ¢ essa a condigdo que
precede a toda aquisicdo dos conceitos em matematica. Mas, para isso € preciso analisar o modo
matematico de pensar e trabalhar naquilo que tem de radicalmente diferente dos modos mais
espontaneos de pensar e trabalhar em outros dominios do conhecimento. A teoria dos registros
de representacdo semidtica ¢ essencialmente um instrumento que foi elaborado para analisar a
maneira de pensar e de trabalhar a matematica quaisquer que sejam os conceitos ¢ dominios
(geometria, algebra, analise...) tratados. De certa forma, a atividade matematica possui dois
lados: o lado que aparece quando se considera o ponto de vista matematico e outro lado que se
revela quando se considera o ponto de vista cognitivo.

Neste artigo, discute-se a importancia e a necessidade de fazer com que os alunos se
insiram no modo de pensar e de trabalhar que ¢ especifico 4 matematica. Para tanto, as seguintes
questoes serdo abordadas:

— Como descrever a maneira de pensar e de trabalhar em matematica?

— A conversao de representagdes € o primeiro obstaculo a compreensdo em matematica?

— O que significa “compreender matematica”?

— Os dois lados da atividade matematica sdo considerados no ensino e na pesquisa em educagao

matematica?

1 Como Descrever A Maneira De Pensar E De Trabalhar Em Matematica?

Essa questdo ¢ crucial na pesquisa sobre a aprendizagem matematica e, por
consequéncia, para o ensino de matematica. Para respondé-la, serd necessario comparar a
matematica com outros tipos de conhecimentos. A matematica ¢ um tipo de conhecimento como
os outros conhecimentos ou € um tipo a parte? Em outras palavras, a aquisi¢do do conhecimento
em matematica envolve o mesmo processo cognitivo que ocorre em outros tipos de
conhecimento ou exige o desenvolvimento de processos cognitivos especificos?

Trés ideias sdo fundamentais para analisar o conhecimento e seu processo de

desenvolvimento, quaisquer que sejam os tipos de conhecimentos considerados.
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1.1 Todo Objeto Origina Tantas Representacoes Possiveis E Diferentes Quanto Sao Os

Sistemas Semioticos Utilizaveis Para Produzi-Lo

Existem duas grandes classes de sistemas produtores de representagdes: os sistemas
semioticos, como a linguagem, e os sistemas nao semioticos, como 0s instrumentos que
fornecem imagens daquilo que ndo se pode perceber diretamente (telescopios, microscopios,
osciloscopio, etc.). Entre os sistemas ndo semioticos, pode-se classificar as redes neurais de
uma regido do cérebro que permite produzir imagens mentais, como no caso da memoria visual
e auditiva.

Em matematica, os sistemas produtores de representagdes utilizados sdo os sistemas
semiodticos. O desenvolvimento da matematica esteve estreitamente ligado a invengao de novos
sistemas semidticos produtores de representacdes. O exemplo mais simples ¢ o da representagao
dos niimeros: existem tantas representagdes de um numero inteiro quanto sao os sistemas de
numerag¢do. Os dois passos decisivos na representacdo dos numeros foram: (1) a sua
representacdo em funcdo de uma base e posi¢ao dos digitos utilizados e; (2) a invengdo do
“zero”. A escrita decimal constitui, deste modo, um verdadeiro sistema semiotico segundo a
definicdo estruturalista dos signos de Saussure (Duval, 2006¢, p. 53-54). Mas o exemplo mais
marcante € a revolucdo semidtica que € produzida em matematica, em menos de 150 anos, nos
séculos XVI e XVII: a invencao de uma escrita literal para expressar relacoes de igualdades ou
desigualdades entre grandezas e, no rastro disso, a criacdo de um sistema de representagdes
graficas que utiliza uma regra de correspondéncia entre uma dupla de nimeros sobre dois eixos
graduados. A invengdo desses sistemas marcou o surgimento da algebra e da andlise (Duval,
2011b, p. 24-25). Nota-se que a invengdo do sistema cartesiano de representacdo grafica
constitui um tipo de visualizagdo matematica que ¢ totalmente diferente da visualizagdo
geométrica desenvolvida por Euclides. Essa observacao ¢ importante na medida em que esses
dois tipos de visualizagdo foram rapidamente utilizados no ensino para introduzir nogdes
matematicas.

Nos outros dominios cientificos, os sistemas produtores de representacdes sdo, em
contrapartida, sistemas nao semioéticos, quer dizer, constituidos a partir de instrumentos que
possibilitam o acesso aos objetos, fugindo assim de toda percepcdo direta. Um exemplo
historico foi a utilizagao da luneta para olhar a lua: na auséncia de aparelhos gravadores, Galileu
desenhou as imagens obtidas gragas a uma luneta que aumentava o objeto mirado apenas 10

vezes. Naturalmente, teve que interpretar essas imagens para saber o que elas representavam,
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uma vez que mostravam coisas diferentes daquelas que se podiam distinguir a olho nu. Isso
exigiu dele um raciocinio analégico e ndo matematico, inteiramente fundado no principio
experimental de isolamento e de variacao de fatores. Galileu foi o primeiro a aplicar este tipo
de raciocinio aos fendmenos de reflexdo da luz em diferentes tipos de superficies (Duval, 2011a,

p. 46, 47, 57).

1.2 Um Objeto Nao Deve Ser Confundido Com Qualquer Uma De Suas Representacgoes

E a exigéncia inspiradora de qualquer conhecimento e, mais particularmente, de todo
conhecimento cientifico e foi formulada pela primeira vez por Platdo que a tornou ideia diretriz
de toda a sua “teoria do conhecimento”.

Tal exigéncia pode parecer trivial e de bom senso: no dominio dos objetos concretos,
que se pode ndo somente ver, mas tocar e, sobretudo, manipular (reagrupar ou separar, deslocar,
retornar, deformar, ...), confundir a representacdo de um objeto com ele mesmo — ainda que se
possa vé-lo sem poder tocar — ndo vem a mente ou, entdo, comega-se a falar de “transtornos”.
No dominio do conhecimento cientifico, € menos trivial como a historia do conhecimento do
universo e da natureza mostra. Mas isso ndo suscita alguma dificuldade epistemoldgica ou
cognitiva séria, uma vez que ha sempre um meio ndo semiotico de ter acesso aos objetos. Além
disso, ndo se pode esquecer do uso de instrumentos, enquanto que se esquece, frequentemente,
das representagdes semiodticas, a comegar pela linguagem, que sao mobilizadas implicitamente
ou produzidas “mentalmente”.

Em matematica, em contrapartida, ndo se pode distinguir o objeto de suas
representacdes uma vez que nao ha a possibilidade de um duplo acesso: (1) um que seria obtido
a partir de uma observagao concreta ou ligada a utilizacao de instrumento como em fisica e; (2)
outro ligado a produgdo de representagdes semioticas. O acesso aos objetos matematicos passa,
obrigatoriamente, pela produgdo de representacdes semioticas. O exemplo da representacao dos
numeros serd retomado na tabela, a seguir, na qual justapde-se diferentes representagdes, da
maneira como Kosuth havia fotografado: uma cadeira real posicionada contra uma parede, uma
foto da cadeira colada a parede e ainda um texto colado a mesma parede com a definicao da
palavra “cadeira” chamando a foto dessa encenagdo de “Uma ou trés cadeiras?”. Do mesmo
modo, pode-se intitular este reagrupamento de representacdes como sendo “Um niimero ou oito
nimeros?”.

Mas a questao importante nesta montagem de representacdes a maneira de Kosuth nao
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¢ esta que ¢ simples de reconhecer em que lugar esta a cadeira e as suas representacdes. Nesta
montagem de numeros, pode-se dizer onde se encontra 0 nimero escrito em um sistema de
numeragdo e, deste modo, distingui-lo de suas representagdes: na palavra, na sua notacao
decimal ou em uma das organizagdes espaciais com materiais concretos? A questdo pode
parecer absurda e dar origem a uma formulagdo menos clara: entre todas essas representacoes
possiveis, qual € a melhor para que os alunos possam aprender e compreender? Esta questao ¢
formulada por professores cada vez que precisam introduzir, em sala de aula, uma nova nogao

matematica e se deparam com as dificuldades dos alunos.

Tabela 1: Um nimero ou oito nimeros?

1111 ou 1111
Dedos, fosforos “4”

(no sistema decimal)
-> ® o o

[ [\

- o - o “Quatro”
Tarefa piagetiana O léxico varia 100
consideravelmente conforme (no sistema binario
(M HDHTD as linguas
Inclusdes lineares
- 64/16
(na escrita fracionaria)
-
Configuracdo polinomial
Organizacao espacial de marcas Uma sequéncia de Organizacdo semiotica em
materiais ou desenhadas designagdes verbais a serem sistemas de escrita que utiliza o

reproduzidas sempre na simbolo “0”
mesma ordem.
Operagdes de reagrupamento, de
separagdo de itens. Operagdo de contagem de As quatro operagdes aritméticas
elementos com pequenas com inteiros
colecdes discretas.
Fonte: O autor.

A impossibilidade de um duplo acesso aos objetos matematicos, quer dizer, de um
acesso nao semiotico que seja independente da reproducdo de representacdes semidticas,
constitui o que se chamou de “paradoxo cognitivo” da matematica:

— Se os objetos matematicos ndo sdo acessiveis fora da produgdo matematica de uma
representacao semiotica, como ndo confundir o objeto matematico e a representacdo semiotica
utilizada?

— Se existem diversas representacdes semidticas de um mesmo objeto matematico, que parecem
ndo ter algo em comum, o que permite saber que ndo se trata do mesmo objeto, mas de objetos
diferentes?

Para compreender o paradoxo cognitivo da matematica, ¢ importante introduzir um
terceiro personagem na distingdo do objeto em si mesmo, com qualquer uma das suas

representacdes: o conteido da representacdo. Assim, as legendas pertinentes para a foto de
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Kosuth e a montagem das representagdes de um niimero sao, respectivamente: “Uma cadeira e
duas representacgoes diferentes” e “Oito representacoes diferentes do mesmo nimero”.

O contetdo de uma representagdo semidtica apresenta, de fato, duas caracteristicas
inseparaveis: (1) explicita ou apresenta certas propriedades do objeto e oculta outras e; (2)
depende, inteiramente, do sistema semiotico utilizado para produzir a representagdo como se
pode constatar na terceira coluna da Tabela 1. Esta segunda propriedade mostra o abismo
epistemologico que separa as representagoes semioticas das representagoes ndo semioticas. Os
sistemas semidticos permitem uma criagdo ilimitada de novas representacdes independente de
uma relagdo prévia ao objeto mesmo, liberam a mente do conhecimento antecipado dos objetos.

Neste sentido, o simbolo “0” ¢ o simbolo, por exceléncia, da representacao dos niumeros.

1.3 Em Matematica, O Interesse De Um Sistema Semiotico Depende De Suas
Possibilidades De Transformacido De Representagdoes Produzidas Em Outras

Representacdoes Do Mesmo Sistema

Do ponto de vista matematico as representacdes semioticas nao sdo, de modo algum,
equivalentes ou igualmente interessantes. O critério da escolha depende das operagdes que se
quer fazer com um tipo de representacdo para obter outras representacdes cujos contetidos
mostrarao um novo dado ou uma nova informagao.

Assim, as operagdes numéricas que se pode fazer com elementos materiais ou com
tracos dizem respeito a sua disposi¢ao espacial e sdo, de certa maneira, exterior ao conteudo da
representacdo (primeira coluna da Tabela 1). Estes elementos servem apenas de suporte para
uma operac¢ao de contagem, quer dizer, para uma designagado verbal sucessiva de cada um desses
elementos (coluna 2 da Tabela 1). Em contrapartida, as operacdes que se pode fazer com os
numeros no sistema decimal estdo relacionadas aos digitos e a posi¢do deles na escrita. Estes
sistemas permitem que se calcule sem precisar fazer alguma contagem e de forma independente
da grandeza dos numeros. Portanto, oferecem um potencial de célculo ilimitado quando
comparado a outros tipos de representacdes. Em contrapartida, o potencial de calculo a partir
da utilizacdo tnica da lingua natural ¢ muito limitado. A utilizagdo da lingua natural implica
sempre a mobilizacdo implicita ou explicita de um outro tipo de representacao dos numeros.

Pode-se observar a importancia do sistema semidtico escolhido mesmo quando oferece
idéntico potencial de calculo: os algoritmos de cadlculo mudam em fungdo do sistema de

numerag¢do utilizado, ainda que de um ponto de vista matemdtico, as operagoes aritméticas
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sejam as mesmas. Para tanto, basta comparar as operagdes seguintes:

0,25+0,5e % +%;0,25x0,5¢e % x%

Os sistemas semioticos utilizados em matematica sao especializados para preencherem
uma func¢ao especifica de transformagao de representacdes semiodticas. Alguns foram criadas na
dindmica do desenvolvimento da matematica. Assim, os sistemas de representagdes graficas
foram criados para descrever de forma algébrica, as formas geométricas, curvas quadraticas,
curvas mecanicas, etc. Com essas caracteristicas, esses sistemas tornaram-se um pujante meio
de visualizagdo matematica. Outros sistemas foram desenvolvidos mediante a ado¢do de uma
pratica cultural comum, mas com modificagdes das regras de produ¢dao. O que ¢ importante,
por exemplo, para as figuras geométricas, ndo ¢ a sua producdo com ajuda de instrumentos
(régua, compasso, etc.) que mostram certas propriedades, mas ¢ a possibilidade de que sejam
reorganizadas, visualmente, em outras figuras. Gragas a essa possibilidade de transformagao
visual, as figuras “geométricas” preenchem uma fungio de exploragdo heuristica na resolugao

de problemas (Duval, 2005).

1.4 Qual Teoria Para Analisar O Funcionamento Cognitivo Especifico Da Maneira De
Trabalhar E Pensar Em Matematica?

A matematica ¢ um tipo de conhecimento que, do ponto de vista epistemolodgico, ¢
completamente diferente dos outros tipos de conhecimento. Duas caracteristicas a colocam a
parte:

— O acesso aos objetos matematicos faz-se de maneira exclusiva pelo estabelecimento de
produgdes semioticas e isso traduz-se pelo fato de que a matematica ¢ um dominio de
conhecimento que utiliza quase todo o espectro dos tipos possiveis de representacdes
semioticas;

— A maneira de trabalhar em matematica ¢ indissociavel da transformacao de representacdes
matematicas em outras representagdes semioticas de um mesmo sistema semioético. Isso traduz-
se pelo fato de que as provas de matematica sdo exclusivamente alicer¢adas na necessidade de
transformagoes semioticas.

Essa condigdo epistemoldgica a parte explica o abismo cognitivo que separa a maneira
de pensar e de trabalhar em matematica da forma que é comum aos outros tipos de
conhecimentos. As dificuldades de compreensao, aos quais a maioria dos alunos se depara na

aprendizagem da matematica, vem desse abismo a ser superado, e sdo de dois tipos: (1)
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dificuldades ligadas ao paradoxo cognitivo da matematica e; (2) dificuldades ligadas a maneira
de ver em matematica e de utilizar a lingua natural. A maneira de ver em matematica contrapoe-
se ao reconhecimento perceptivo das formas e ao reconhecimento iconico dos objetos
graficamente representados. A maneira de definir e utilizar as definigdes em matematica
contrasta com a forma espontanea de debater, de justificar, de raciocinar fora do ambito da
matematica. Como, portanto, analisar o funcionamento cognitivo para que o professor de
matematica consiga promover o desenvolvimento nos alunos para que possam, de fato,
compreender qualquer que seja o conteudo matematico tratado?

A nogao de registro foi introduzida para designar todos os sistemas semioticos que sao
utilizados em matematica e que preenche uma funcdo especifica de transformacao de
representacdes semidticas. Isso significa dizer que nenhuma representacio pode ser considerada
de forma isolada. As representacdes semidticas devem ser descritas em fun¢do do registro nas
quais foram produzidas e que determinam o seu conteudo (ver 1.2). Mas o interesse principal
da nocao de registro ¢ de permitir a analise da atividade matematica a partir da distin¢do de dois
grandes tipos de transformacgdes semioticas: as conversdes e os tratamentos. As conversoes sao
necessarias cada vez que se quer mobilizar, simultaneamente ou alternadamente, ao menos
dois registros. E o caso da geometria no Ensino Fundamental?: mobiliza-se ao mesmo tempo a
linguagem para definir os conceitos e a visualiza¢do das propriedades e dos objetos em uma
figura construida instrumentalmente. E o caso, também, do estudo das fungdes que mobiliza,
ao mesmo tempo, os graficos cartesianos e a linguagem. Estes exemplos sdo s6 o comego de
uma longa lista, mas a situacdo mais reveladora ¢ a resolucao de problemas em todos os niveis
de ensino.

Pode-se afirmar que, em matematica mesmo que as demonstragdes sejam tratamentos
efetuados em um Unico registro de representacao, pensa-se e trabalha-se mobilizando ao menos

dois registros de representagdo € ndo um so.

2 A Conversio De Representacdes £ O Primeiro Obstiaculo A Compreensio Em

Matematica?

A primeira exigéncia cognitiva para compreender matematica € poder utilizar ao menos

2 Nota do Tradutor. Nesta tradugdo, usam-se as seguintes equivaléncias entre os sistemas basicos de ensino
brasileiro e francés: Ensino Fundamental 1 (1* série a 5* série) para o nivel “primaire” também com cinco anos;
Ensino Fundamental 2 (6 série a 9* série) para o “collége” também com quatro anos e; Ensino Médio (1* série a
3% série) para o nivel “/ycée” também com 3 anos. Em ambos os sistemas, sdo doze anos de estudo.
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duas representagdes de um mesmo objeto (Ver 1.1) sem confundir o objeto com os conteudos
respectivos das duas representagdes (Ver 1.2). Isso significa dizer que € necessario poder
reconhecer o mesmo objeto nas duas representagdes: se apenas uma das duas representacdes ¢
dada, é preciso poder pensar, espontaneamente, a substitui¢do na outra representa¢do por essa
que é dada. Este simples gesto intelectual precede a toda resolugdo de problemas, uma vez que
para comecar a procurar a solugao ¢ preciso de imediato converter as representagdes iniciais
dos dados do problema apresentados em um registro, em representacdes de um outro registro
e, com isso, poder trabalhar e avangar a solucao do problema.

Ora, o obstaculo maior a operagdo de conversao das representagdes da-se pelo fato de
que ndo ha nada de comum entre os contetidos das representagdes de dois registros diferentes.
Em outras palavras, para reconhecer que duas representagdes se referem ao mesmo objeto e
podem ser substituidas uma pela outra, segundo o principio da equivaléncia semantica, salva
veritate (Frege, 1971), ndo existe outra possibilidade de reconhecer que ndo seja por meio de
uma correspondéncia, termo a termo, entre os conteudos de dois registros diferentes, como nos
exemplos:

— Se a lingua e as figuras geométricas sdo os registros utilizados, é preciso reconhecer a
correspondéncia entre certas unidades discursivas de sentido de um enunciado (definigao,
teorema) e certas unidades figurais da configuracdo geométrica;

— Se a expressao simbolica de relacdes e a lingua sdo os registros utilizados, € preciso
reconhecer a correspondéncia entre certas unidades de sentido do enunciado e as unidades
simbdlicas da equagdo (letras, sinais de operacdes e de relagdo);

— Se a expressao simbolica de relagdes e os graficos cartesianos sdo os registros utilizados, sera
preciso reconhecer a correspondéncia entre cada uma das unidades de sentido da equacdo ou

inequagao e os diferentes valores visuais de uma reta, de uma curva, etc.

2.1 Como Observar As Dificuldades Ligadas A Conversio De Representacées?

As dificuldades sdo oriundas do ndo reconhecimento de um mesmo objeto em
representacoes distintas cujos conteuidos sao diferentes e nao sdo realmente notados, uma vez
que os dados recolhidos proveem da observacdo do trabalho dos alunos durante o
desenvolvimento de uma sequéncia didatica ou de produgdes obtidas para resolver um
problema, ou ainda, de resultados globais de avaliagdes. Em outras palavras, o cendario colocado

para o recolhimento de dados é organizado em fun¢do dos conhecimentos matematicos a serem
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apreendidos. As dificuldades ligadas a conversao de representagdes sdo, desde modo,
interpretadas como dificuldades ou erros associados a um conceito matematico.

Para observar as dificuldades ligadas a conversdo de representacdes, elaborou-se um
questionario unicamente constituido de tarefas de reconhecimento (Duval, 2011d, p. 105)°. As
variacoes dos itens eram sistematicas no contetido da representacao (diferentes posi¢oes de uma
reta no plano cartesiano) e tratava-se de escolher, entre diversas equagdes dadas, aquela que
correspondia a uma dada posi¢do. Esta tarefa de reconhecimento ndo exigia tratamento algum.
Todas as variagdes do contetido correspondiam aos contrastes visuais de posi¢ao em relagdo a
trés fatores. Nao havia calculo a ser feito para escolher a equagado correspondente nem dizer se
se tratava ou ndo de uma fun¢do. Os erros foram massivos e persistentes mesmo apos um ensino
sobre funcgdes. Depois deste trabalho, muitas outras observagdes e enquetes confirmaram a
importancia e a generalidade deste fenomeno do nao reconhecimento que afeta a todos aspectos
da matematica ensinada desde o Ensino Fundamental ao primeiro ano do ensino superior
(Duval, 2006a, 2006b).

A conversdao de representagcdes semioticas € o obstadculo maior e primordial a ser
superado para que se possa compreender e aprender matematica, tanto nas reagdes dos alunos
quanto nas suas produgoes. Este obstaculo manifesta-se de duas maneiras diferentes:

— A primeira ¢ a incapacidade de reconhecer em uma das representagdes — um enunciado, uma
equagdo, uma figura, um grafico, etc. — as unidades a serem postas em correspondéncia com as
unidades da outra representacdo. Isso leva a um bloqueio e a um abandono rdpido das
atividades de busca para resolver um problema ou a erros que apontam confusdes
ininterpretaveis;

— A segunda maneira, a mais frequente, ¢ o falso reconhecimento das unidades discursivas,
figurais ou simbolicas a serem postas em correspondéncia. Este falso reconhecimento é tao
entranhado, como seria na realidade, um bom reconhecimento caso ndo estivesse no dominio
da matematica, o que conduz a erros sistematicos e contumazes encontrados em todos os niveis
de ensino. Os falsos reconhecimentos, enquanto persistem, tornam incompreensivel toda
explicacdo matematica e provocam, cada vez mais, dificuldades no progresso real da
aprendizagem matematica.

Os dois exemplos mais notaveis disso s@o: (1) o reconhecimento de unidades figurais

em uma figura geométrica, ou seja, a visualizagdo geométrica e; (2) o reconhecimento de

3 Este artigo é uma traducdo de: Duval, R. (1988). Graphiques e équations : l’articulation de deux registres.
Annalles de Didactiques et de Sciences Cognitives. v. 1, pp. 235-253. IREM de Strasbourg.
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unidades discursivas de sentido no enunciado de problemas, ou seja, a utilizagao da linguagem
matematica. As unidades figurais que sao de imediato reconhecidas, com a exclusdo de todas
as outras nas figuras geométricas, sdo as unidades 2D que se impdem em fungdo das leis
gestalticas de reconhecimento da forma, ou as unidades figurais 3D. E isso bloqueia a
articulacdo cognitiva entre as figuras e os enunciados matematicos e, atinge também, os
proprios enunciados dos problemas. Da mesma forma, as unidades discursivas que se impdem
a compreensdo de um enunciado s3o inicialmente as palavras e ndo os sintagmas ou as frases.
Assim, palavras como “ganhar” e “perder” possuem sentidos proprios e sdo associados de
imediato, respectivamente, as operagdes de adi¢do e subtracdo. E isso foi o que conduziu a
falsos reconhecimentos sistematicos na maioria dos problemas aditivos, assim como nos
resultados de pesquisa de G. Vergnaud (Vergnaud e Durand, 1976) e de outras pesquisas

posteriores, sobre esta questdo, também revelaram.

2.2 Como Fazer Para Enfrentar O Obstaculo Da Conversao?

O problema nunca foi colocado desta forma nas pesquisas em educagdo matematica,
uma vez que, como vé-se mais adiante, o ensino € planejado em fun¢do de uma lista matematica
de conceitos e de procedimentos a serem alcangados, e as inovagdes didaticas inscrevem-se no
quadro deste planejamento. Embora o obstaculo maior da conversao de representacdes nao seja
reconhecido como tal, diferentes estratégias didaticas sdo adotadas e geralmente combinadas
para contorna-lo:

— A multirrepresentacdo dos objetos matematicos, consiste em associar a existéncia de diversas
representacdes de um mesmo objeto. O desenvolvimento de novas tecnologias deu o meio para
passar, quase que instantaneamente € automaticamente, de um registro de representagado a outro.
Para tanto, basta utilizar o menu de instru¢do do aplicativo utilizado;

— A busca da melhor representacdo para os alunos privilegia as representagdes iconicas como
as imagens e os esquemas que utilizam flechas, uma vez que ver da acesso aos objetos de forma
mais rapida e rica em informacdes do que qualquer explicagdo verbal;

— A utilizagdo de um conhecimento matematico em problemas da realidade consiste em partir
de situagdes reais ou concretas nas quais a utilizacdo da propriedade ou do procedimento
matematico, que se quer ensinar, mostra-se indispensavel para resolver o problema;

— A organizagdo do trabalho em sala de aula segundo o modelo de desenvolvimento de

aprendizagem que mobiliza todos os tipos de atividade que cada individuo emprega quando
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busca apropriar-se de algo novo: comecar a fazer ou manipular, por tentativas e erros
sucessivos, para em seguida, formular o que faz ou o que observa, enfim controlar os resultados
de sua acgdo e validar as tentativas efetuadas para obté-los. Naturalmente, trata-se de encontrar
um problema adaptado a propriedade ou ao procedimento que se quer introduzir, uma vez que
¢ na resolugdo desse problema que diferentes tipos de atividades vao ser solicitadas ao aluno
para que faca de modo progressivo e apreenda o conceito matematico utilizado.

Nenhuma dessas estratégias ajuda de verdade os alunos a superarem o obstaculo da
conversao de representagdes semidticas, quer dizer, tomarem consciéncia da maneira de
trabalhar que ¢ especifica a matematica e apreendé-la pessoalmente. Os problemas do nao
reconhecimento ressurge, regularmente, bem antes do ensino. As passagens de um nivel de
ensino a outro, do Ensino Fundamental 2 ao Ensino Médio, mostram rupturas totais nas
exigéncias matematicas que sao esperadas dos alunos. Um desses exemplos mais espetaculares
diz respeito a geometria, a maneira de ver e o tipo de prova: os alunos devem passar de uma
utilizacdo empirica das figuras no Ensino Fundamental 1 para uma utilizagdo que serd
exclusivamente determinada por hipdteses mencionadas no problema a ser resolvido! O que é&,
nos dois casos, completamente estranho a maneira matematica de ver figuras geométricas e que
¢ também contra educativo (Duval, 2005, 2015).

Em todas essas estratégias didaticas, de fato, o ponto cognitivamente crucial da
conversao de representagdes em matematica € completamente ignorado, uma vez que de forma
evidente, os alunos precisam reconhecer, dentre as representagdes, aquelas com as quais devem
tratar e que se voltam ao conceito matematico a ser assimilado. Dito de outro modo, eles
precisam reconhecer as correspondéncias, termo a termo, que existem entre as unidades que
constituem os conteudos respectivos de um largo espectro de representacdes: imagens,
esquemas, figuras geométricas, graficos, expressao linguistica, expressao literal, etc. Como
podem aprender a lidar com este jogo semio-cognitivo que €, a0 mesmo tempo, complexo e
sempre diferente?

E preciso construir situagdes de aprendizagem nas quais os alunos possam comparar as
variacoes de contetido das representagdes em um registro A com variagdes correlatas de
conteudo das representagdes em um registro B: € a inica maneira de aprender a discernir as
unidades a serem postas em correspondéncia e tornar-se capaz de reconhecer, rapidamente, se
duas representacdes quaisquer sendo dadas em dois registros sdo, ou ndo sdo, duas
representacoes equivalentes de um mesmo objeto. Em outras palavras, o método utilizado para

construir um questiondrio de tarefas de reconhecimento oportuniza, igualmente, construir
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situagdes de aprendizagens. Mas, um tal método s6 pode ser utilizado com registros
monofuncionais, quer dizer, registros cujos tratamentos sao algoritmos (Duval, 2006b, p. 110).

As linguas naturais e as figuras sdo registros multifuncionais, pois todos os tratamentos
feitos nesses registros, quer dizer, raciocinios e exploracdo heuristica de transformagdes de
figuras, ndo podem se transformar em algoritmos e € isso que torna dificil a sua utiliza¢ao no
ensino. Para que os alunos possam aprender a passar desses registros aos registros em que os
tratamentos ndo podem se transformar em algoritmos, ¢ preciso recorrer as representagdes
auxiliares. Isso impde-se, por exemplo, com todos os enunciados de problemas como no caso
dos problemas aditivos, dos problemas que exigem a passagem para uma equa¢ao matematica.
No que diz respeito aos problemas aditivos, existe agora uma literatura consideravel com
proposicdes bem diferentes de representagdes auxiliares para favorecer a compreensdo desses
problemas: imagens de coleg¢des de objetos, esquemas ternarios de Vergnaud (Vergnaud e
Durand, 1976), a reta numérica, etc. 4 principal questdo que o recurso dessas representa¢oes
auxiliares suscita é a sua pertinéncia cognitiva para aprender a converter os dados do problema.
Uma vez que, para ser de fato util, essas representacdes auxiliares devem tornar visivel a dupla
correspondéncia: (1) entre as unidades do discurso do enunciado e as unidades figurais e; (2)
as unidades simbdlicas de uma igualdade numérica. Em outras palavras, as representagdes
auxiliares devem mostrar, a0 mesmo tempo, como selecionar as informagdes pertinentes do
enunciado e como organiza-las em uma igualdade numérica. As experiéncias feitas por R. F.
Damm mostraram que somente as representagdes bidimensionais preenchem estas duas
condi¢cdes e que permitem que os jovens alunos possam compreender e resolver os problemas

aditivos (Duval, 2011b, p. 128-129).

2.3 Qual Teoria Incorpora O Funcionamento Cognitivo Subjacente A Atividade

Matematica?

Para levar em consideracdo as dificuldades de aprendizagem da grande maioria dos
alunos as pesquisas sobre o ensino de matematica recorrem, ndo somente, as teorias cognitivas,
mas também as teorias pedagogicas. Assim, entre os anos de 1960 e 1980, a epistemologia
genética de Piaget foi a referéncia tedrica absoluta para justificar e organizar uma reforma
profunda do ensino de matematica, tanto nos conteudos quanto nos métodos. Uma expressao
pode resumir tudo isso: “a constru¢dao dos conceitos”. Mas, constatou-se que o construtivismo

nao cobria nem todos os aspectos dos processos da aprendizagem matemadtica e nem, alias,
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todos os aspectos da atividade matematica. Fez-se, entdo, a partir dos anos de 1980, apelo a
outras teorias, a de Vygotsky cuja analise funcional da relagdo entre o pensamento e a linguagem

3

permitia explicar a relevancia das interacdes sociais em classe e, a sua nogdo de “zona de
desenvolvimento proximal” sublinhava o papel do professor. Em seguida, a partir dos anos 1990
para justificar a importancia a ser dado aos signos (e ndo somente aos conceitos e a linguagem)
quando se trata de introduzir a algebra, e igualmente por insistir sobre o papel das imagens e
dos esquemas na aquisi¢do do conhecimento matemadtica, orientou-se para a semidtica de
Peirce. Naturalmente, nenhuma dessas teorias pode recobrir a diversidade e a complexidade de
um ensino de matematica que vai do Fundamental ao Universitario, assim outras teorias foram
aventadas. De onde a questdo da escolha de uma teoria ou, mais exatamente, com que critério
escolher uma teoria cognitiva.

Pode-se dividir todas as teorias cognitivas em dois grandes tipos, em func¢ao do estatuto
epistemologico que elas reconhecem a matemdtica em relacdo aos outros dominios de
conhecimento: (1) ou bem a matematica ¢ um tipo de conhecimento como os outros e, deste
modo, a aquisicdo de conhecimentos em matematica revela os mesmos processos cognitivos
mobilizados nos outros dominios de conhecimento ou; (2) ao contrario, a matematica ¢ um
conhecimento epistemologicamente diferente dos outros e, deste modo, depara-se com a
questao seguinte: quais processos cognitivos especificos sdo necessarios desenvolver para que
se entre na forma de pensar e de trabalhar em matematica?

Todas as teorias cognitivas utilizadas até¢ o presente nas pesquisas sobre o ensino de
matematica fundamentam-se na ideia de que o conhecimento matematico ¢
epistemologicamente como os outros € que a sua aprendizagem se d4& do mesmo modo. Sao
teorias gerais que foram elaboradas a margem da andlise da atividade matematica e do
desenvolvimento historico dos conhecimentos matematicos e t€ém como caracteristica comum
ignorar o paradoxo cognitivo da matematica e o obstaculo da conversio (Ver 1.2 ¢ 2.1). E,
também, o caso da semidtica de Peirce e todas as teorias que se inspiram nele.

Em matematica ndo se trabalha e ndo se pensa da mesma forma do que em outras
disciplinas (Ver 1.4). Além disso, o obstaculo da conversdo de representagdes mostra-se
irredutivel a toda andlise da atividade matematica em termos de conceitos matematicos e de
aplicagdes de conceitos matematicos. E suficiente, por exemplo, inverter a ordem de conversao
das representagdes em todas as atividades de reconhecimento para ver uma mudanga nos acertos
das respostas (Duval, 2006b, p. 123). O estatuto epistemoldgico, com excecdo a matematica,

requer que se reconheca que a matematica mobiliza um funcionamento cognitivo diferente
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daquele que ¢ espontaneamente exibido em outros dominios do conhecimento. Neste sentido,
a matematica constitui o lugar privilegiado para uma outra analise do funcionamento cognitivo
do pensamento e de sua criatividade. E dentro desta perspectiva que se elaborou a teoria dos

registros de representagdo semiodtica.

3 O Que E Compreender Matematica? Dois Pontos De Vista Opostos E Irredutiveis Um
Ao Outro

A atividade matematica nao figura, de modo algum, da mesma maneira quando se olha
sob o ponto de vista matematica ou sob o ponto de vista cognitivo, quer dizer, como atividades
de transformagdes de representacdes semioticas que sdo efetuadas em registros totalmente
diferentes. E evidente que somente o ponto de vista que conta é o ponto de vista matematico,
uma vez que nao se pode compreender matematica sem fazer matematica, mesmo que de forma
rudimentar. Assim, para os matematicos ¢ quase todos os didatas da matematica, olhar a
matematica de um ponto de vista cognitivo ndo ¢ fazer matematica e, deste modo, ndo pode
fornecer os meios para compreendé-la. No entanto, quando se quer ensinar matematica aos
alunos, o ponto de vista cognitivo impde-se de maneira inevitdvel, uma vez que remete a
maneira de pensar e de trabalhar em matematica independente dos conceitos e dos
conhecimentos a serem utilizados ou aplicados. Para mostrar a oposi¢ao e a necessidade desses
dois pontos de vista, trés questdes cruciais serdo consideradas na organizagdao do ensino e

aprendizagem de matematica.

3.1 Quais Sao Os Critérios De Compreensao Matematica?

De um ponto de vista matematico, os dois critérios de compreensdo sdo a exatiddo e a
justificacdo do resultado obtido. Para tarefas simples que solicitam somente a operacdo de um
algoritmo simples, como um calculo com inteiros, o primeiro critério ¢ suficiente. Por outro
lado, o segundo critério torna-se rapidamente necessario, ¢ o caso por exemplo, em geometria
quando for necessario apontar propriedades que “explicam” como se chega a solu¢ao de um
problema e por que “funciona”, ou ainda, por que outras respostas “ndo funcionam” mesmo que
parecam ser perceptivamente evidentes. Mais geralmente, a compreensdo deve responder a
exigéncia epistemologica de prova que ¢ comum a todo conhecimento cientifico. Assim, o

critério de justificagdo que implica, evidentemente, no critério de acerto, ¢ essencial a
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compreensdo. Mas em matematica, a justificagdo nao se limita a men¢ao da propriedade correta,
deve dar lugar a uma mudanga de convic¢do e, quando os alunos a vivenciam, € por eles uma
verdadeira experiéncia intelectual que provoca uma tomada de consciéncia da maneira de
pensar que € exclusiva da matematica (Duval, 1991, p. 237-238; 2011a, p. 39).

Do ponto de vista cognitivo, o critério de compreensdo ¢ o reconhecimento imediato de
um mesmo objeto em representacdes em que os conteidos nao possuem nada de comum. Este
reconhecimento ¢ a condi¢do que permite mudar de registro substituindo uma representacao
dada por outra representacao totalmente diferente (Ver 2.1). Este critério de reconhecimento
deve ser tomado no sentido forte. O reconhecimento de um mesmo objeto quando se muda de
registro de representagdo dever ser efetuado nos dois sentidos de conversdo e ndo em um sO
sentido, aquele que ¢ frequentemente privilegiado pelo professor. Para as fungdes, por exemplo,
caminha-se habitualmente da expressdo algébrica de uma equacao ao grafico, produzindo este
gréfico, pratica que privilegia uma apreensao local dos pontos de intersec¢do em detrimento de
uma apreensao global de valores visuais do grafico. Ora, o reconhecimento deve cobrir as
variagoes possiveis do conteudo visual dos graficos. Em outras palavras, o critério cognitivo
de reconhecimento fundamenta-se no conjunto de representagdes diferentes possiveis e ndo em
algumas situacdes tipicas estudadas em sala de aula em relagcdo ao contetudo estudado. Nada ¢
mais revelador do desdém em relag@o aos objetivos, as contribuigdes da educagdo matematica
e, também, em relacdo ao seu insucesso do que o argumento que se ouve tantas vezes de
professores e alunos: “isso ndo foi visto em sala de aula”. Este argumento ¢ a negacdo mesmo
do primeiro critério psicologico do sucesso da aprendizagem: a transferéncia para situagdes
inteiramente novas.

O caso dos critérios de compreensdo obriga a que se interrogue a respeito das praticas e
elaboragdo de questionarios de avaliacdo em matematica. Os acertos registrados correspondem
a uma compreensao e, deste modo, uma aquisi¢cao que podera facilitar novas aquisigdes? Ou
longe disso, vao mascarar uma incompreensao que ira conduzir, ulteriormente, a insucessos €
dificuldades crescentes de compreensdo? O valor diagndstico e prognostico das avaliagdes
depende do critério de compreensao que determinou a escolha das tarefas na elaboragao do teste
de aquisi¢do. Frequentemente este critério ¢ unicamente a exatidao do resultado obtido, uma
vez que o segundo critério se mostra dificil de ser utilizado, os professores e pesquisadores
restringem-se a recuperar, na produgdo dos alunos, a presenca de algumas palavras tomados

como indicadores. Em contrapartida, o critério cognitivo é muito pouco considerado.
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3.2 Quais Sao Os Conhecimentos De Base A Serem Apreendidos: Os Conceitos Ou Os

Gestos Exclusivos A Maneira De Trabalhar Em Matematica?

Do ponto de vista matematico, os conhecimentos matematicos sdo as defini¢des e os
teoremas que estabelecem as propriedades dos objetos matematicos, tais como os nimeros, as
fungdes, os tipos de relagdes (métricas, projetivas, afins, topoldgicas) do espago e dos objetos
desse espaco, etc. Esses conhecimentos permitem justificar novos resultados matematicos e
resolver problemas praticos a partir de dados registrados em situagdes reais. Mas o ponto
essencial aqui ¢ que os conhecimentos matematicos SA0 SEMPRE PROPOSICOES que podem
ser CONDENSADAS EM PALAVRAS, palavras que se tornam, simultaneamente, termos
matematicos e conceitos. Os conceitos matematicos ndo resultam de um processo de abstragao
como acontece com os conceitos empiricos, mas de um trabalho lento e complexo de construgao
que passa pela elaboragdo de definicdes, por uma exploragdo heuristica que conduz as
conjecturas e pela demonstracao dessas conjecturas. Mas, do ponto de vista matematico, ndo ¢
possivel fazer matematica sem utilizar e, deste modo, apreender conceitos matematicos. De
outra forma, faz-se de maneira muito rudimentar e sem algum desenvolvimento possivel como
¢ o caso das culturas que nao dispunham de um sistema de escrita.

Do ponto de vista cognitivo, a aquisi¢do de conhecimentos matematicos depende do
conhecimento de um mesmo objeto em, ao menos, duas representacdes diferentes uma vez que
0s objetos matematicos ndo sdao acessiveis empiricamente. Mas depende também das
transformagdes de representacdes em novas representacdes no interior de um mesmo registro.
Ora, cada registro exibe possibilidades especificas de transformacdo que outros registros nao o
fazem. Assim, os tratamentos especificos as figuras geométricas consistem em reorganizagdes
visuais das formas percebidas e, sobretudo, das suas desconstrugdes dimensionais (Duval, 2011,
p- 89-90). Com as expressOes algébricas, os tratamentos consistem na reorganizagdo das
expressoes, seja de uma expressdo, de uma equagdo pelo deslocamento de termos de um
membro a outro. Para a lingua natural, as transformag¢des comegam em grau zero de organizagao
discursiva, com as diferentes operagdes verbais possiveis para designar um objeto, etc. (Duval,
2011b, p.78-80). As conversdes € tratamentos exclusivos a cada registro constituem o que se
pode chamar de gestos intelectuais do trabalho matematico. Os conhecimentos matematicos de
base a serem apreendidos sdo, em primeiro lugar, os gestos intelectuais necessdrios para
compreender a constru¢do do que agora € sintetizado em “conceitos”.

A oposigao entre esses dois pontos de vista sobre os conhecimentos matematicos a serem
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apreendidos traduz-se, por exemplo, nas questdes seguintes: introduz-se as representacdes
graficas a partir da nog¢do de fungdo linear ou, ao contrario, desenvolve-se a coordenacao entre
a escrita de equagdes simples do primeiro grau e as variacdes de posi¢cdes de uma reta sobre os
eixos, antes mesmo de introduzir a nog¢do de fun¢do? No Ensino Fundamental trabalha-se na
decomposic¢ao visual de superficies concavas ou convexas em feixes de retas antes de introduzir
as nogoes de linhas, de reta, de pontos, de paralelismo ou, de maneira oposta, comega-se por
tais nog¢des (Duval e Godin, 2005)? Mais geralmente, a compreensao matematica pressupde o
desenvolvimento da coordenagdo dos registros de representagdo semidtica no aluno ou, pelo
contrario, a aquisicao dos conceitos matematicos € que vai possibilitar que os alunos mudem
de registros de representacdo, que aprendam a ver tdo bem os graficos cartesianos quanto as

figuras geométricas a serem utilizados em matematica, etc.?

3.3 Os Problemas: Aprender A Resolver Ou Aprender A Formular?

A resolucdo de problemas ¢é a atividade matemdtica por exceléncia. Uma das
contribuigdes mais significativas das pesquisas didaticas ¢ té-la feita a situacdo principal da
aprendizagem matematica. E o Ginico meio de mostrar a utilidade e importancia da matematica
¢ propor problemas reais de modo que os conhecimentos ensinados vao possibilitar resolvé-los.
Tudo isso tornou-se a regra de ouro da didatica, mas a resolucao de problemas mantém-se como
uma caixa preta para a maioria dos alunos e ¢ 14 que se esconde, de maneira frequente e
assombrosa, a incompreensdo acentuada e durdvel dos alunos. As pesquisas sobre a resolugdo
de problemas sdo inumeraveis, quer se trate de problemas aditivos, multiplicativos, transformar
na forma de equacdo um problema e problemas de geometria. Mas todas essas pesquisas deixam
na obscuridade talvez a questdo a mais importante: o que € um problema de matematica, ou
mais exatamente, o que ¢ um problema no ensino de matematica?

Do ponto de vista matematico, os problemas dados no ensino de matematica deixaram
de serem problemas para a pesquisa em matematica, sdo problemas construidos com o objetivo
de aquisicdo ou utilizacdo de uma propriedade ou de um determinado procedimento
matematico. Existe, desta forma, um procedimento de construgdo que permite gerar todos os
tipos de problemas possiveis para a utiliza¢do de uma propriedade ou de um procedimento
matemadatico. Parte-se da descrigdo completa do tratamento matematico elementar
correspondente a uma propriedade ou de um procedimento e efetua-se diferentes supressdes de

dados possiveis de maneira a que os dados restantes possam possibilitar que se encontre os
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dados suprimidos. Obtém-se, assim, a partir da descricio completa de um tratamento
matematico elementar diversas descricdes minimas que correspondem a todos os problemas
possiveis resolviveis com a ajuda dessa propriedade ou procedimento (Duval, 2013). A escolha
de uma situagdo concreta como também a escolha dos valores dos dados (por exemplo,
pequenos ou grandes numeros para o caso dos problemas aditivos e multiplicativos), tornam-
se secundarios mesmo que isso seja frequentemente considerado como variavel didatica
importante.

Do ponto de vista cognitivo, a dificuldade fundamental na resolug¢do de problemas esta
no reconhecimento da propriedade ou procedimento a ser utilizado: encontrar significa
reconhecer. Nos problemas aditivos e multiplicativos, o reconhecimento conduz a escolha da
operac¢ao a ser efetuada. Nos problemas de geometria o reconhecimento € muito mais complexo,
as vezes por questdes de reconhecimento visual das unidades figurais pertinentes e também por
uma escolha bem maior de propriedades possiveis (teorema do meio geométrico, teorema de
Tales, teorema de Pitagoras, etc.). Além disso, a andlise cognitiva mostra que as conversoes de
representacdes necessarias para resolver um problema sdo muito mais complexas do que
aquelas requeridas para construir o problema que ¢ dado para ser resolvido (Duval, 2013). Para
os problemas reais a serem resolvidos com a ajuda de propriedades geométricas, sera preciso
mobilizar, implicitamente ou explicitamente, um esquema intermediario que mostra a relagao
entre a situagdo real e a figura geométrica que ¢ uma modelizacdo matematica (Duval, 2011b,
p- 95-96). Em outras palavras, como se pode aprender a reconhecer o que € preciso ser utilizado
para resolver um problema se ndo se sabe como elabora-lo e, sobretudo, se ndo se explorou
todos os tipos de problemas que uma determinada propriedade matematica possibilita encontrar
a solucao?

A questdo sugerida pela oposigdo entre esses dois pontos de vista € tao crucial quanto €
a divisdo do papel institucional entre os professores e alunos. Sdo os professores os autores dos
manuais ou os experts que constroem os problemas e sdo os alunos que devem resolvé-los?
Como se surpreender, entdo que a resolucdo de problemas se mantém uma caixa preta para a
maioria dos alunos? Como se surpreender que os conhecimentos matematicos aprendidos sejam
destinados a ser tornarem conhecimentos mortos ou inuteis por todos aqueles que ndo seguirdao
carreira cientifica? De um ponto de vista cognitivo, ndo se pode aprender a resolver um
problema e, deste modo, saber utilizar conhecimentos matematicos se ndo se sabe como
elaborar os problemas a serem resolvidos. Estes dois tipos de atividades sdo inseparaveis:

aprender a construir os problemas que possam ser resolvidos matematicamente implica,
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evidentemente, na organizacao de tarefas especificas (Duval, 2013).

Esta oposicao entre o ponto de vista matematico e o ponto de vista cognitivo vem do
fato de que a atividade matematica possui dois lados: (1) um ¢é o lado exposto que € centrada
nos objetos, nas propriedades desses objetos, nos algoritmos ¢ métodos de resolugado e; (2) o
outro, ¢ o lado oculto que concerne as formas de ver, de raciocinar, de pular de uma
representacdo a outra com os objetos que sdo unicamente acessiveis pelas representacdes
semiodticas que se produz. Este lado ¢ oculto porque deixa de ser notado quando se comega a
compreender matematica, mas segue irredutivel ao lado exposto da matematica, uma vez que a
maneira de fazer matemdtica é independente dos objetos tratados. Ela ¢ transversal a todo
conteudo matematico ensinado. Neste sentido, os métodos de resolucdo como os métodos de
demonstragdo revelam o lado exposto da matematica e nao o tipo de funcionamento cognitivo
que ¢ exigido para “saber como fazer” ou “o que fazer” em matematica para compreender,

procurar € encontrar.

4 Os Dois Lados Da Atividade Matematica Sdo Considerados No Ensino E Na Pesquisa

Em Educacio Matematica?

Com esta questdo, da-se o encontro das discussdes e posicionamentos sobre:
— Quais contetidos matematicos devem ser ensinados ou nao ensinados?
— Quais instrumentos didaticos devem ser utilizados (material, software)?
— Qual tipo de problema deve ser proposto aos alunos?
— Qual teoria escolher?
— A fiabilidade das avaliacdes;
— A andlise das producdes verbais dos alunos, etc.
Também, neste caso, ¢ necessario subdividir esta questdo em trés outras para deixar bem

claro os elementos de resposta.

4.1 Quais Sao Os Objetivos Do Ensino De Matematica Para Os Alunos Até A Idade Dos
15 Ou 16 Anos?

Esta questdo pde-se, evidentemente, ao do sistema educativo de um pais e ela &,
geralmente, examinada de forma separada para os niveis de Ensino Fundamental 1 e Ensino

Fundamental 2, uma vez que ndo sio evidentes nem os conhecimentos de base que irdo definir
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0s objetivos para cada um desses niveis de ensino € nem mesmo “os experts” que serao
consultados em cada caso. Mas, nesses dois niveis, os objetivos vao ser determinados a partir
de um tnico ponto vista, o ponto de vista matematico. Isso se v€ na decomposi¢do dos
conhecimentos de base em conceitos (propriedades e algoritmos) € na organizag¢do de uma
progressdo de aquisi¢do sobre os quatro ou cinco anos do nivel de ensino. Tome-se, por
exemplo, um dos objetivos do Ensino Fundamental 2: a resolugdo de equagdes e sua utilizagao
na resolu¢ao de problemas.

O método de decomposi¢ao deste conhecimento de base, que ¢ na realidade um
complexo de conhecimentos, consiste em explicitar os conhecimentos matematicos pré-
requisitos para resolver e utilizar equagdes. E um processo fop down que se apresenta no
esquema da Figura 1 por flechas com os pontilhados menos espacados. Este esquema representa
nao mais do que a primeira decomposicdo de pré-requisitos. Mediante a repeti¢do desse
processo de decomposicdo, obtém-se para os algoritmos, as regras de prioridades operatorias,
a distributividade da multiplicagao em relacao a adigdo, a nogdo de oposto e inverso de um

e

nimero. Para o caso da equacdo e da significagdo do signo , obtém-se as nocdes de
identidade, numero de solugdo, variavel (e ndo incdgnita), etc.

Finalmente, o ultimo termo desta decomposicao top down ¢ a introducao de letras que ¢
0 Unico pré-requisito matematico comum a resolug¢do de equagdes e sua utiliza¢do na resolucao
de problemas (Duval, 2011c). Assim, o objetivo global de aquisicio em todo o Ensino
Fundamental 2 ¢ decomposto em uma sequéncia de objetivos locais a serem alcangados a cada
ano em sala de aula.

A organizacdo da progressao do ensino faz-se seguindo a ordem inversa, botton up, da
decomposicdo em pré-requisitos matematicos (flechas es tracos continuos no esquema da
Figura 1). Em outras palavras, a ordem de aprendizagem ¢ definida apenas do ponto de vista
matematico. Quando se descreve a aprendizagem como uma ‘“‘construcdo de conhecimento”,

demanda-se, na realidade, aos alunos uma REconstru¢do de conhecimentos partindo dos pré-

requisitos os mais elementares ou mais simples, matematicamente falando!
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EQUACOES
x 4
RESOLUCAO de equagdes UTILIZACAO de equacies
i ., para resolver
PROBLEMAS DA REALIDADE
‘.  —— ‘ :
\
0Os ALGORITMOS ESTATUTO condicional da COLOCAR DADOS na forma
ou regras de IGUALDADE ¢ de equagdo
TRANSFORACAO anog¢ao de SOLUCAO
DA ESCRITA de uma equagdo A
de uma equagio } :
T , A— e INTRODUCAO E
i UTILIZACAO DE LETTRES
CALCULO para QUANTIDADES, GRANDEZAS
COM LETRAS < de nimeros

Figura 1: Analise fop down de um conhecimento de base e organizagdo botton up do seu ensino
na duragdo de um ciclo.
Fonte: O autor

Comeca-se, deste modo, pela introdugdo das letras e do calculo literal e o que ¢ simples
torna-se uma fonte de equivocos duraveis, dado que uma letra pode servir, ao mesmo tempo,
para uma designacdo direta de alguma coisa e para uma designacdo funcional de outra coisa.
Na realidade, a introdugdao de letras ¢ implicita as operagdes discursivas de designagdao
diferentes entre si e de um jogo variavel de conversdes, que dizer, de substitui¢cdes possiveis
como se pode ver na Tabela 24 a seguir.

E suficiente olhar a coluna LETRAS dessa tabela para constatar que ndo pode,
realmente, haver compreensao por parte dos alunos sem que tomem consciéncia dos diferentes
empregos possiveis de uma letra e de suas conversdes com os niimeros (sistema decimal) e com
a expressdo verbal de propriedades matematicas, de termos fisicos ou de palavras da lingua
cotidiana.

Além disso, as letras sao geralmente introduzidas no quadro da resolugado de problemas,
0 que vai exigir, evidentemente, que se disponha os dados na forma de equagdo que ¢ uma outra

fonte de embarago para os alunos, uma vez que ndo existe um método para fazé-lo, ou seja, um

método para por em forma de equacgdo os dados de um problema.

“ Esta tabela foi elaborada com F. Pluvinage sobre as entradas em matematica e cognitiva da dlgebra elementar no
Ensino Fundamental 2.
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, S
NUMEROS <——> LETRAS €755 PALAVRAS

(interface verbal, geralmente muda
ou esquecida, entre letras e

nimeros).
UM nimero Redesignagio direta por uma | Designagdo direta ou designagdo
letra. indireta por micro-descricao.
UMA LISTA ABERTA | Condensag¢io em uma letra. Designacdo direta do tipo nome
de nameros. Varredura dos elementos de | proprio para um conjunto de
um conjunto de niimeros. nimeros ou por um tipo de

grandeza: velocidade, tempo, area.
LISTAS em que a geragao | Designacao funcional por uma | Designagdo direta de wuma
dos niimeros esta | combinacdo operatoria letra- | propriedade dos numeros: “impar”.

correlacionada. numero “(2n+1)”. Designagido indireta por uma
Varredura em um conjunto de | micro-discri¢do (geralmente relativa
nimeros. a uma quantidade ou a uma

grandeza).

Tabela 2: variagdes dos objetos designados e das operagdes de designagdo
que interveem na introducdo de uma letra
Fonte: O autor

O que ¢ repetido como um refrdo nos manuais escolares depois de um século ¢ tdo vago
quanto a descricdo de um plano a ser seguido para a elaboragdo de uma dissertagdo. Por em
equagdo os dados de um problema exige o recurso as representagdes auxiliares bidimensionais
cuja utilizacdo nao depende de algum conceito e nem de algum conhecimento matematico

(Duval, 2002).

4.2 O Que Determina A Escolha De Uma Teoria De Aprendizagem Para A Organizacio
Do Trabalho Em Sala De Aula?

Para comegar, o trabalho em sala de aula é organizado em fungdo da aquisi¢do dos
conceitos que foram institucionalmente fixados. O tempo consagrado a aquisi¢cdo de diferentes
conceitos serd, deste modo, de uma ou duas sessdes por semana em um periodo de tempo que
excede, raramente, quatro ou cinco semanas. E € nesta breve escala de tempo em que as
sequéncias didaticas que visam a aquisicdo de um conceito sdo organizadas. Neste quadro
institucional que foge totalmente ao professor e que ele deve se submeter, dois fatores vao
determinar a escolha de uma teoria de aprendizagem: (1) o primeiro fator ¢ o grau de
complexidade do conceito matematico a ser ensinado que deve ser considerado. Um dos meios

de andlise da complexidade ¢ a historia da sua emergéncia e de seu desenvolvimento; (2) o
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segundo fator ¢ que a teoria deva ser uma teoria de formacao dos conceitos que concerne a
todos os dominios do conhecimento. E isso explica o recurso sucessivo as teorias
construtivistas, empiristas, pragmaticas de aprendizagem (Ver 2.3) uma vez que, o que se espera
dessas teorias importadas ¢ que elas possam ser aplicadas localmente para organizar uma
sequéncia didatica cujo objetivo € a compreensao e a apreensao de qualquer que seja o conceito
abordado. Assim, em uma escala de um ano e de um nivel de ensino, a progressao na apreensao
dos conhecimentos estd organizada em uma sequéncia de conhecimentos em que a grande
maioria ndo chega a ver relacdo: pode-se falar de uma aprendizagem “por migalhas”.

Na escolha da teoria que trata da formacgao dos conceitos, nem o paradoxo cognitivo da
matematica nem a ambiguidade epistemologica do termo conceito (Ver 2.3) sdo, de fato,

considerados.

4.3 Qual E O Ponto De Vista Privilegiado Nas Pesquisas De Ensino De Matematica, O
Ponto De Vista Do Professor Ou Do Aluno?

Ha mais de trinta anos, a formag¢do de professores impds-se como a preocupacao
principal de todas as politicas educacionais e, mais particularmente, em matematica.
Paralelamente, a isso existe a demanda dos futuros professores, ou dos atuais professores, sobre
o que fazer em sala de aula para que os alunos aprendam os conceitos que ensinam. E neste
contexto que a organizagdo de sequéncias de atividades e a maneira de gerir a passagem de um
tipo de atividade a outra tornaram-se objeto principal de pesquisa em educagdo matematica.

O trabalho de observagdo €, desde modo, feito para testar uma sequéncia de atividades
visando um dos objetivos locais do ano. Como os alunos participam das diferentes tarefas
propostas? Como os professores consideram o que os alunos fazem e o que explicam? Os dados
coletados sdo as interagdes orais com o professor € com os outros alunos e ¢ com este tipo de
dados que ¢ utilizado para dizer se o trabalho em sala de aula caminha bem e, deste modo, se
os alunos assimilaram o que lhes foi ensinado. Teaching/learning: ¢ revelador que duas palavras
sejam atualmente sempre utilizadas juntas como se a compreensao da matematica pelos alunos
dependesse unicamente da maneira de ensinar.

Ora, o problema que causa a organizacdo das sequéncias de atividades didaticas ¢ que
cada uma delas recobre atividades cognitivas heterogéneas, uma vez que qualquer atividade
matemadtica funde diversas tarefas cognitivas. Desta forma, a formulacao ¢ desde ja ativa,

implicitamente ou explicitamente, na fase de agdo, a0 menos como uma linguagem para si
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mesmo na realizagdo de uma manipulacao. A analise cognitiva leva, deste modo, a separagao
dessas diferentes tarefas cognitivas, cada uma requerendo um funcionamento cognitivo
especifico, frequentemente ao encontro do funcionamento cognitivo comum. Vé-se, entdo a
necessidade de elaborar tarefas cognitivas com o proposito de aumentar a consciéncia dos
diferentes funcionamentos cognitivos que um tipo de atividade ou sequéncia de atividade
matematica recobre. Sem a apropriacao de tais tarefas no ensino, a maioria dos alunos nao ira
superar o primeiro patamar de compreensdo, o que viabiliza a identificagdo do conhecimento
matematico a ser utilizado para resolver o problema, mesmo que seja o caso de um problema
denominado “concreto”.

Todas as observacdes que se pode fazer quanto a escolha dos objetivos de ensino de
matematica, sobre a organizacdo de ensino em escala de um nivel de ensino e sobre a
organizacao do trabalho em sala de aula convergem para a mesma conclusao: o lado oculto da
matematica, quer dizer, a maneira de pensar e trabalhar que ¢ propria da matematica, nao tem
lugar no ensino de matematica no nivel Fundamental. Foi preciso a colaboragdo ativa e a
acolhida dos professores em suas salas de aula para que se pudesse fazer observagdes em longos
periodos e que, ainda mais, aceitaram organizar experiéncias complementares. Foi na base desta
colaboragdo, em sala de aula, com os professores e alunos ¢ também com discussdes abertas ¢

que foi elaborada a teoria dos registros de representagdo semiodtica.

5 Conclusao

O objetivo prioritario do ensino de matematica deve ser o de fazer com que os alunos
entrem na maneira de pensar e trabalhar que ¢ especifica da matematica. E a condigdo cognitiva
para compreender matematica e saber como utilizar, em situagdes da realidade, os
conhecimentos apreendidos. Para atender este objetivo, atividades especificas devem ser
elaboradas em fungao das variaveis cognitivas que correspondem a maneira de ver, designar,
definir, raciocinar que cada registro permite por em pratica. O reconhecimento espontaneo de
um mesmo objeto em representacdes distintas € o primeiro umbral a ser superado para que o
aluno nao se sinta perdido em uma atividade de sala de aula.

A teoria dos registros de representacdo impde a reflexdo sobre a maneira unilateral em
que o ensino da matematica ¢ organizado no Ensino Fundamental. Tudo ai é feito de forma
definitiva do ponto de vista matematico, uma vez que ¢ centrado nas aquisigoes sucessivas de

conceitos e nos procedimentos associados a esses conceitos. Diferentemente, a teoria dos

REVEMAT, Floriandpolis (SC), v.13, n.2, p.1-27, 2018. 25



ISSN 1981-1322
Eil DOI: http:// doi.org/105007/1981-1322.2018v13n2p01

registros propde analisar aquilo que se chamou o lado oculto da matematica que nao tem
nenhum interesse quando se passa ao outro lado do espelho, quer dizer, quando se comega a
trabalhar um pouco como os matematicos fazem.

A teoria dos Registros ndo ¢ uma teoria geral e fechada, ela ¢, primeiramente, um
instrumento para analisar as atividades e os problemas elaborados pelo professor assim como
as producdes dos alunos. Mas, sobretudo, abre novos campos de pesquisa sobre a visualizagao
em geometria, sua articulagdo entre lingua e visualizagdo; sobre a maneira de introduzir a
algebra e sobre uma abordagem na resolug¢ao de problemas.

A teoria dos registros coloca-se, de forma decisiva, do ponto de vista dos alunos, da
incompreensdo surda e persistente que ressentem na aprendizagem da matematica, e ndo do
ponto de vista do professor. O ponto de vista dos alunos ¢ importante para a formacao de
professores, uma vez que na realidade cotidiana da sala de aula, os professores encontram-se
diante de uma situacdo complexa que vem da inadequagdo frequente entre a sequéncia
planificada e o que os alunos fazem realmente, e também em relagdo ao desnivel dos alunos em
uma mesma sala de aula. Os professores devem, entdo como médicos em uma consulta com
pacientes, diagnosticar as incompreensodes persistentes que se escondem nos erros locais ou nos
bloqueios e procurar encontrar tarefas ou exercicios que vao ajudar os alunos a superar esses
bloqueios.

Termina-se este texto por uma reflexao a partir de uma frase que um aluno de 13 anos
fez ha mais de quarenta anos no periodo até entdo entusiastico da reforma da matematica. Esta
reflexdo vem muitas as vezes ao pensamento uma vez que exprime, perfeitamente, o problema

da compreensdo em matematica: “Les mathématiques, Monsieur, ce n’est pas logique!”.
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