REDESCOBRINDO RELACOES ENTRE
GEOMETRIA PLANA )
E ESPACIAL POR MEIO DE PARADOXOS MATEMATICOS

Resumo: A meta deste trabalho ¢ |
desenvolver o pensamento geome-
trico; em particular, correlacionar
elementos planos e espaciais.
Também auxilia o professor na
busca constante por atividades
criativas que tornem mais interes-
sante o aprendizado da matematica.

Palavras-chave: Faixa de
Maoebius; Teorema das Quatro
Cores; Geometria; Rela¢do de
Euler.

INTRODUCAO

As chamadas Recreagoes
Matemadticas auxiliam a tarefa
diaria de tornar o ensino matemati-
co mais atraente e significativo aos
alunos. Dentre essas recreagoes,
destacamos duas: o desafio de
pintar qualquer mapa com apenas 4
cores diferentes e a paradoxal faixa
de Mdoebius. A primeira vista,
parecem atividades completamente
diferentes ¢ apenas recreativas,
entretanto estdo relacionadas de
forma bastante simples, tragando
um elo entre a Geometria plana e a
espacial. Explicitaremos algumas
atividades, a seguir, com esse
intuito.

Atividade 1: Teorema das quatro
cores

Um globo possui a forma de
uma esfera, temum lado de dentro e
um lado de fora, também chamados
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de Regiao Interior e Exterior; o que
separa esses dois lados ¢ o que
chamamos de Crosta Terrestre. A
Crosta Terrestre também recebe
outro nome por separar a regiao que
esta dentro do globo da que estd
fora, a qual ¢ chamada de
Fronteira. Se tomarmos o mapa do
Brasil, temos mais exemplos disso.
Nosso pais tem fronteiras com a
Bolivia, o Peru, a Argentina, o
Uruguai, o Equador, a Venezuela, o
Suriname, a Guiana ¢ a Guiana
Francesa. O estado do Rio Grande
do Sul faz fronteira com o estado de
Santa Catarina, com a Argentina e o
Uruguai. No caso dos estados e
paises, essa fronteira ¢ uma linha
imaginaria que separa as regioes.

Na aula de Geografia, é costume
pintar o mapa do Brasil com
diferentes cores para as regides
brasileiras, mas podemos surpreen-
der as criangas ao perguntar:

“Qual o numero minimo de
cores que podemos usar para
pintar um mapa, sem que duas
regides vizinhas estejam pintadas
comamesmacor?”

Essa questao surgiu em Outubro
de 1852 e seria de autoria de
Francis Guthrie, a quem o proble-
ma ocorrera quando coloria o mapa
da Inglaterra. Ficou conhecido
como o Problema das Quatro
Cores, pois descobriu que sio
necessarias no minimo quatro cores
para se colorir um mapa.
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Experimente no mapa abaixo, por
exemplo.

Este teorema foi demonstrado, pela
primeira vez, por Appel e Haken

Figura - Mapa do Brasil

em 1976, utilizando um computa-
dor. Em 1994, foi produzida uma
prova simplificada, mas continua
sendo impossivel demonstrar o
teorema sem recorrer a tal tecnolo-
gia. Veja o enunciado deste
teorema.
Teorema das Quatro Cores: Dado
um mapa em um plano dividido em
regioes, ¢ possivel colorir o mapa
utilizando apenas quatro cores, de
Jforma que regioes vizinhas tenham
cores diferentes.
Deve-se lembrar que as regides que }
s se tocam em um ponto tambeém
sio consideradas vizinhas.

Vamos descobrir mais sobre
este teorema? Sugerimos uma

atividade do tipo problema aberto,

|
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em que desafiamos o aluno a comprovar o que esté
sendo discutido. Tente pintar a figura abaixo com
apenas 4 cores, de forma que regides vizinhas nio
tenham a mesma cor.

Figura 2 - Mapa de regides

Vamos investigar como os matematicos fazem para
descobrir as “formulas matematicas”. Um matematico
faz suas descobertas partindo de definigdes para so
entdo comegar a raciocinar; por isso vamos olhar nosso
mapa. O que temos aqui? Se vocé s6 viu um monte de
riscos, olhe novamente. Para comegar, temos regides
vizinhas que devem ser pintadas com cores diferentes;
temos linhas (que chamaremos de segmentos); e temos
pontos em que essas linhas se cruzam. Para que nio haja
nenhuma confusio, definimos segmento — que pode ser
linha reta ou curva — como aquela linha que liga
quaisquer dois pontos de intersec¢ao.

Tomando regido por regido do mapa, tente montar
uma tabela que contenha o nimero de regides,
segmentos e pontos de intersec¢do do conjunto de
regides que vocé pegar do mapa colorido.

Regides
2 (1 interna ¢ | externas)

Pontos Segmentos

3 (1 interna ¢ 2 externas)

4 (1 interna e 3 externas)
5 (1 interna ¢ 4 externas)

Tabela 1: Tabela Comparativa das Regioes de um Mapa

Para essa tarefa, vamos separar uma fronteira da
fig.2 que contenha 2 regiGes. ou seja, uma regido
interior e uma regido exterior (tudo o que ndo for a
regidao tomada). Para analisar quantos pontos de
interse¢ao temos, devemos observar onde dois segmen-
tos de regides vizinhas se encontram. Pode-se observar
que, nesse caso, ndo ha o encontro de segmentos, ou
seja, nao temos pontos de intersegdo. Logo obtemos

Lo [ 2 ] o |

Fagamos a mesma andlise, mas agora tomando 2
regioes internas, ou seja, 3 regides, onde uma ¢é externa
e as outras duas sdo internas. Dessa forma, é preciso um
segmento para separar as duas regides vizinhas;
portanto temos dois pontos de interseccio, conforme a
figura. Note, entretanto, que, apesar de afirmarmos que
€ necessario um segmento para separar as regioes
vizinhas, também se faz preciso um segmento para
separar a regido 1 da regido externa. De igual modo,
necessita-se de um segmento para separar a regiao 2 da
regido externa, como mostrado na figura 3a. Com isso,
soma-se um total de 3 segmentos.

Figura 3a - Representacio de 3 regides

Escrevemos em nossa tabela:

L2 | s [ 35 ]

Pegando trés regides internas, obtemos 4 regides no
total (3 regides internas e | externa). Para separar essas
3 regides internas vizinhas sdo precisos 4 pontos de
interseccdo no total. Entretanto, ndo sdo apenas 2 os
segmentos, pois devemos lembrar que sdo necessarios:
um segmento para separar a regido da regido externa;
dois segmentos para separar a regido 2 da regido
externa; e, finalmente, mais um segmento para separar
a regido 3 da regiao exterior. Temos, entdo, ao todo, 6
segmentos, conforme esta sendo mostrado na figura 3b.

Figura 3b - Representacio de 4 regioes

Na tabela teremos:

L« [  « [ ¢ 1

Continue o processo de tomar regides vizinhas a fim
de completar a tabela proposta. Lembre-se de que os
resultados obtidos ndo se alteram se tomarmos outras
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fronteiras mais complexas. Aqui tomamos fronteiras
simples a titulo de um bom entendimento da atividade.
Os resultados continuam validos para quaisquer
fronteiras. _

Apos a analise com diversos numeros de regioes,
vocé devera obter:

Pontos Regides Segmentos
0 2 (1 interna e 1 externas) 0
2 3 (1 interna ¢ 2 externas) 3
4 4 (1 interna e 3 externas) 6
6 5 (1 interna ¢ 4 externas) 9

Tabela 2: Tabela Final

Nesse momento. podemos mais uma vez instigar a
investigagdo dos alunos acerca de formulas matemati-
cas. Questione-os, por exemplo, sobre se é possivel
descobrir uma so formula que seja perfeitamente
adequada a todas as linhas da tabela acima, ou seja:

“Usando apenas as quatro operag¢aes
fundamentais, é possivel descobrir uma férmula
matematica que contemple todas as linhas da tabela
acima?”

Deve-se perceber que estamos nos referindo a
relagao:

Pontos + Regides— Segmentos =2

Mas ainda persiste uma duvida: essa relagio é
vilida para qualquer figura? Vocé verd que a resposta é
sim. Vamos verificar. Pegue, por exemplo, uma
planificagao de um soélido ¢ uma tabela, como a
anterior. Aqui, por simplicidade, tomamos a
planifica¢do de um tetraedro, mas convém salientar
que se pode tomar uma planificagio mais complexa,
se desejar.

Tomando apenas uma face do tetraedro, repetimos
0 processo visto anteriormente para a primeira linha da
Tabela 1. Pelo fato de estar tomando apenas uma
regido (face) do sélido, ndo existem segmentos nem
pontos de intersecgdo entre duas regides vizinhas.
Preencha a primeira linha da tabela 1 da seguinte
forma:

e o]

Tomando agora duas regides/faces do ente geomé-
trico, obtém-se 3 regides: duas internas, ou pertencen-
tes ao tetraedro, ¢ uma externa. Examinando a frontei-
ra comum as duas regides vizinhas, vé-se que sio
necessarios 2 pontos para tragar a aresta. Entretanto, o
nimero de segmentos sdo 3, pois recordamos que,
apesar dos cantos de cada face tomada ser o encontro
entre dois segmentos de reta, poderiamos ter uma

(]
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curva; logo nio se enquadra no que definimos como
segmento — linha reta ou curva que une dois pontos de
intersecgio, conforme exposto na figura 4.

Figura 4 - Representagio de duas faces tomadas

Assim, a proxima linha da tabela é:

3 | |

Continue o processo mostrado acima pegando |
uma a uma todas as regides do solido. Como
resultado, vocé obtém novamente as linhas da tabela
I. Por que se deu isso? Isso” ocorreu porque, |
independentemente da planificagdo ou da figura
tomada, essa relagdo ¢ sempre valida. Logo, sempre
serd possivel obter arelagdo matemética acima. I

Arelagdo que encontramos ¢ valida para um corpo
no espago ou € so no plano? Para isso, vamos recortar
a planificagdo do tetraedro acima e monta-lo no
espago. E possivel observar que existe equivaléncia
entre os entes do espago ¢ do plano, ou seja:

2 | 3

Pontos de intersecgdo = vértices
Regides = faces
Segmentos = arestas

Quando vincamos e formamos o s6lido geométri-
co, a relagdo pode ser reescrita em notagio de entes
espaciais, a saber:

Vértices — Faces + Arestas = 2

Essa relagao ¢ conhecida como Relagdo de Euler
no Espaco R'. Com essa atividade, mostramos que
ndo existem apenas relagoes que sdo validas no |
espago ¢ outras no plano, e sim que, em geral, elas |
recebem outro nome quando mudam de dimensio.

Apoés redescobrirmos a relagio de Euler, a
defini¢ao de fronteira e regido, pode-se estimular o
pensamento do aluno com uma atividade sobre um
famoso paradoxo.

Atividade 2: Faixa de Moebius

A maior parte dos objetos que encontramos em
nossa vida tem dois ou mais lados, conforme notamos
anteriormente. Uma folha de papel, apesar de sua
pequena espessura, tem dois lados. O globo terrestre
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tem uma superficie esférica interna e outra externa, ou seja, dois lados. Uma sala est4 contida dentro de quatro
paredes, um teto e um chio, possuindo, portanto, seis superficies que a delimitam.
Sera sempre assim? Vocé consegue pensar em algo que tenha um so lado?

Do!s matematicos alemdes conseguiram. Em 1858, Auguste Ferdinand Mogbius (1790-1868) e Johann
Benedict Listing (1808-1882), trabalhando independentemente, descobriram uma faixa com propriedades
fantasticas. A faixa levou o nome de Moebius porque este publicou primeiro sua descoberta. No artigo, langado
apos sua morte, ele descrevia uma superficie de papel como uma fita, com um sé lado. Tratava-se de um objeto
fisico que pode ser facilmente construido, como o faremos agora, de acordo com a figura 5.

Al A2

Bl B2

B1 B2

Figura 5 - Fita Comum e Fita de Méebius

1. Primeiro recorte uma tira de papel com uma largura consideravel;

2.Com lapis, escrevaAl,A2,B2, Bl nos cantos do papel, conforme a figura 5.

3. Faga uma torgio de 180° em uma das extremidades do papel ¢ cole as extremidades A1 com B2 e Bl
comA?2, conforme a figura 5.

Observe essa faixa obtida. Quantos lados ela possui? Para descobrir, marque um ponto inicial em qualquer
lugar da faixa, em seguida pegue um lapis e, sem levanté-lo, percorra a faixa ao longo do seu comprimento. O
que acontece ¢ que chegamos ao ponto inicial ¢, incrivelmente, toda a faixa foi percorrida, como se pode verifi-
car facilmente ao olhar o risco do lapis ao longo do seu comprimento. Isso ndo acontece numa faixa comum de
papel - que tem dois lados.

Figura 6 - Contornando a borda da faixa de Méebius Figura 7 - Corte longitudinal

Outra propriedade interessante: a faixa de Moebius possui apenas uma borda. Para verificar isso, contorne a
borda com canetinha, como na figura 6.

A Faixa de Moebius é realmente fantastica, pois contém muitos paradoxos. Veja: recorte longitudinalmente
a faixa 'ao meio’ e observe o que acontece. A faixa se transforma numa faixa 'duas vezes mais longa’ que a
banda original, comportando quatro semitorgdes. Reproduzindo o procedimento anterior para averiguagéo do
nimero de lados, ou seja, marcando um ponto inicial em qualquer parte da faixa e percorrendo-a longitudinal-
mente, descobre-se que essa tira de papel voltou a ter dois lados e duas margens. A tnica diferenca dessa fita
para uma faixa circular convencional consiste em que sua forma, agora, ¢ semelhante a um “8”. Veja a seguir
outra caracteristica dessa faixa:
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Figura 8 - Faixa de Miebius apds o primeiro e o segundo corte longitudinal respectivamente

Para confirmarmos essa afirmaciio, devemos recortar mais uma vez a faixa ao meio e no sentido longitudinal.
O que aconteceu dessa vez? Obtém-se ndo uma, mas duas faixas! Entretanto, nenhuma delas ¢ de Mdebius.
Verifique.

Se vocé obteve uma faixa de Méebius, ha outro fato desse paradoxo a ser notado: conforme o local em que se
recorta, o resultado é diferente. Se a faixa for cortada, longitudinalmente, ao meio, obtém-se um resultado; se o
corte for diferente de 1/2 da largura, obtemos outro resultado. Isso implica que ndo s6 o corte € 0 comprimento da
nova faixa estio relacionados, mas também as caracteristicas que serdo obtidas estdo diretamente relacionadas
COIM O Processo.

O recorte no meio da faixa causard o efeito multiplicativo da mesma, porcm tornando faixas convencionais,
sem as caracteristicas de Mdebius. Agora procure fazer amesma experiéncia, mas, dessa vez, cortando longitudi-
nalmente com uma largura de 1/3 do total da faixa. O que mudou? A faixa intercambia entre a Faixa de Moebius e
afaixaconvencional.

Apos repetir o procedimento dos cortes longitudinais a 1/3 da largura varias vezes, veja se € possivel conjec-
turar alguma “férmula” com base nas propriedades vistas. Essa atividade tende a instigar a curiosidade e agucar o
pensamento logico-dedutivo dos alunos.

Em suma, podemos concluir que a Faixa de Mdebius possui, em seu primeiro momento: uma so superficie;
uma s6 margem; nimero impar de semitor¢des; cortes longitudinais diferentes de 2 de sua largura (ou seja, a
Faixa de Mebius aparece desde que ndo fagamos um corte longitudinal na metade da faixa).

Embora essa fita parega meramente recreativa, a propriedade de possuir um so lado tem aplicagdo pratica na
engenharia, na matematica e em outras. A Faixa de Moebius ¢ muito utilizada pelos engenheiros, por exemplo,
para aumentar a duragdo das correias de transmissao. De fato, uma correia comum - com dois lados - tera desgaste
desigual. Comuma “correia” de Moebius. o desgaste se da de forma mais equilibrada.

Consideragoes Finais

As atividades apresentadas neste trabalho foram aplicadas a estudantes do ensino fundamental, a professores
da rede municipal e estadual de Porto Alegre, e também a estudantes da Faculdade de Educagao da UFRGS. dos
cursos de Matemitica e Pedagogia. Nas diversas situagdes, todos se surpreenderam com os resultados. Havia
professores que ndo conheciam o processo de 'recorte’ da Faixa de Moebius, pois geralmente a faixa ¢ apresenta-
da sem o corte longitudinal, e raros sdo os livros que se aprofundam nesse assunto. Quanto as criangas, espera-
vam fazer calculos, mas ficaram ainda mais admiradas de ver a “magica” diante de seus olhos e sem nimeros!
Muitos se motivaram a conhecer mais sobre Matematica.

Procuramos continuar as pesquisas sobre atividades complementares ao ensino matematico, pois acredi-

tamos que esse tipo de procedimento possa trazer o estimulo do pensar matematico.
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