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Artigo

A QUESTAO DA ESCALA E AS
CONCEPCOES DE PROFESSORES
AO ANALISAREM GRAFICOS DE FUNCOES
f: R—>R OBTIDOS EM CALCULADORAS.

RESUMO: As concepgoes do
professor ao interpretar graficos
de fungdes reais produzidos em
computadores e sua preparagao
para lidar com os erros e falsas
concepgoes apresentados por
alunos motivou uma pesquisa
junto a professores de matema-
tica regentes no nivel médio. Esse
artigo apresenta e poe em discus-
sao resultados dessa pesquisa. A
analise das concepgoes dos pro-
fessores ao se depararem com
graficos ndo usuais, obtidos em
calculadoras e computadores, di-
ferentes do chamado“o grafico”
da fungdo, mostra, dentre outras,
suas dificuldades com escalas. O
fato da calculadora nos permitir
manipular as escalas graficas com
muita facilidade pode nos ajudar
a ver com detalhe comporta-
mentos especificos da fungao,
todavia, ha necessidade de se fa-
zer associagoes entre as represen-
tagbes graficas e o conhecimen-
to tedrico da fungao. As dificul-
dades de interpretagdo grafica
apresentadas pelos professores
nos levam a pensar que o enten-
dimento de escala nao ¢ imedia-
to e precisa ser mais explorado.

Ana Maria Carneiro Abrahio

Gilda de La Rocque Palis

PALAVRAS-CHAVE: fun-
¢Oes reais, graficos, calculadoras,
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1-Introdugao

A utilizagao de tecnologia
(computadores e calculadoras)
no ensino de matematica tem
sido motivo de palestras e muita
discussao nos encontros mate-
maticos. Evidenciam-se as po-
tencialidades da tecnologia gra-
fica, como, por exemplo, a dimi-
nui¢do do volume de calculos
necessarios para se construir ta-
belas de pares ordenados e a fa-
cilidade em se tragar graficos car-
tesianos de familias de fungoes.
Hector (1992), Demana e Waits
(1990) e Minton (1995) argumen-
tam que a tecnologia libera tem-
po da sala de aula e impde ne-
cessidade de mudangas no cur-
riculo de matematica do ensino
médio e fundamental. Depen-
dendo da metodologia usada
pelo professor, a analise de grafi-
cos com a ajuda da tecnologia,
pode gerar uma dindmica de sala
de aula que expde o aluno a de-
safios constantes, encoraja a in-
vestigagao e pode aumentar sua
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participagdao na construgao da
aprendizagem de fungoes, ja que
ele, segundo Dugdale e outros
(1995), explora problemas, esta-
belece conexdes, discute resulta-
dos, apresenta conjecturas base-
adas nas observ
ta e verifica hipoteses, comunica

agoes feitas, tes-
idéias e escreve conclusoes.
Revistas especializadas em
ensino de matematica no nivel
médio mostram muitos resulta-
dos positivos do uso da tecnolo-
gia grafica no ensino-aprendiza-
gem de fungdes e, a0 mesmo
tempo, pesquisas recentes apon-
tam algumas dificuldades que os
alunos tém encontrado. Traba-
lhos de alguns autores indicam
preocupagao com as concepgoes
do professor ao interpretar grafi-
cos de fungoes (WILSON e KRA-
PFL, 1994) e com sua preparacao
para lidar com os erros e falsas
concepgoes apresentados por
alunos que trabalham com novas
tecnologias (WILLIAMS, 1993).
Esse artigo tem por objetivo apre-
sentar depoimentos de quatro
professores regentes na 1°. série
do ensino médio (de ensino pu-
blico e particular) e discutir como




esses professores interpretam al-
guns graficos nao usuais de fun-
¢oes ER®R produzidos em com-
putadores e calculadoras graficas.

A analise das concepgoes dos
professores ao se depararem com
esses graficos mostra que sua
compreensdo ndo ¢ imediata.
Nem sempre os professores con-
seguem conciliar seu conhecimen-
to tedrico com a visualizagao gra-
fica. Suas dificuldades se concen-
tram na escala grafica, na questao
daresolugao das telas graficas e no
processo que a maquina usa para
tracar graficos de fungoes. Neste
artigo destacaremos as dificulda-
des encontradas por alguns pro-
fessores por nos entrevistados no
que se refere as escalas graficas.
Sobre outros aspectos ver Abrahdo
(1998) e Palis (1997).

2- As dificuldades quanto a
escala grdfica

Apos conhecerem algumas
potencialidades da calculadora
gréfica no ensino de fung¢des reais,
os entrevistados, em entrevistas
individuais, analisaram atividades
montadas a partir de idéias e
exemplos tirados da bibliografia
especializada e com as quais alu-
nos tinham encontrado dificulda-
des de interpretagao e problemas
com a questao de escala.

Dentre as dificuldades abor-
dadas que os alunos encontram ao
lidar com graficos produzidos em
madquina, estdo principalmente
aqueles que se apresentam de for-
ma“ndo usual”’ ou diferentes do
chamado”o grafico”da fungao.

O fato de a calculadora grafi-
ca nos permitir manipular as es-
calas graficas com muita facilida-
de faz com que vejamos o grafi-

co de uma funcao em diferentes
janelas. Nao estando acostuma-
dos com essa forma de apresen-
tagao variada, é natural que nao
s0 0 aluno, mas também o pro-
fessor encontre dificuldades. Os
resultados apresentados a seguir
mostram que a utilizagao de di-
ferentes escalas na representagao
gréfica de algumas fungoes pode
desequilibrar o professor, levan-
do-o a rever e reavaliar seus co-
nhecimentos.

2.1 Atividade I:

“Uma caixa aberta é feita de
uma folha de metal retangular de
30 cm por 45 cm, removendo qua-
drados iguais de cada canto desse
retangulo e dobrando seus lados
para cima. Qual ¢ a medida apro-
ximada do lado dos quadrados
removidos para que a caixa assim
formada tenha volume méaximo?”

Nesse problema de modela-
gem apresentado aos professores
a escolha da escala (janela grafi-
ca) era fundamental para a anali-
se da questao mediante a sua re-
presentagdo grafica. Acontece que
alguns professores nao percebe-
ram que, além de montar a equa-
gao algebrica V(x)=x(45-2x)(30~2x),
era necessario delimitar os inter-
valos da janela gréfica que inte-
ressava ao problema (ver Fig.]) e
interpretar as informagoes que
esse trecho do gréfico fornecia.
Um dos professores, ao visualizar
uma janela na qual o grdfico da
fungdo cubica tinha aspecto para-
bolico, entendeu esse grafico lo-
cal como sendo 0”grafico comple-
to”* da fungio ctibica e, mais ain-
da, quis aplicar resultados algébri-
cos relativos a fun¢ao quadratica.
Mesmo ands alertado para o fato

artig_o_

de que a fungao era polinomial do
terceiro grau ele insistiu em que-
rer aplicar as férmulas algébricas
Yo =-A/da e Xv=-b/2a paraiden-
tificar as coordenadas do vértice
da “parabola”. Segundo Hector
(1992) esse ¢ um problema que os
alunos também encontram.

Fig. I
V(x) = x(45-2x)(30-2x)
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2.2 Atividade II:
Ao visualizar o graficos de

. ftx) = sen(x) em quatro diferentes

janelas (Fig. 1I) e portanto em di-
ferentes escalas, um dos profes-

| sores achou que trés graficos es-
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tavam“malucos” porque nao se apresentavam como a tradicional curva
sendide. Outro professor ficou chocado ao ver uma representagdo com
aparéncia de uma reta ser apontada como grafico da fungao seno. A
reagao desses professores vem ao encontro das colocagoes de Dug-
dale e outros (1995): “para alguns é dificil aceitar um grdfico onde somen-
te algumas caracteristicas da fungdo estdo presentes como um grdfico da
fungio”. Também lhes foi dificil posicionar cada grafico parcial que
exibia um comportamento local, sobre o grafico que representava o
comportamento global da fungdo. Um dos professores ficou muito
confuso e ndo conseguiu ver a relacdo entre as representacoes parci-
ais e o gréfico usual. Nao conseguiu fazer a leitura da janela grafica e
nem analisar as informagdes dos graficos apresentados para conectd-
los ao grafico usual da fungao seno.

Figuras I1”Estes sao quatro graficos de f(x)=senx gerados via tec-
nologia. O que vocé acha dessas figuras?”
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2.3 Atividade IIIL:

Ao analisarmos o gréfico de fungdo polinomial de 4 grau nao é
incomum encontrarmos situagoes do tipo apresentado na Fig. I1I, onde
as vezes ¢ impossivel encontrarmos uma tnica janela que mostre o
comportamento global da fungao. Ao analisarem o grafico de f na
janela [-10,40]x[-50000,10000] nenhum dos quatro professores en-
trevistados percebeu o fato da unidade usada na escala do eixo Oy ser
muito menor do que a unidade do eixo Ox. Somente ap6s serem con-
duzidos para uma analise algébrica da fungao € que alguns dos entre-
vistados observaram que as unidades nos eixos eram diferentes.

Fig. I11 - Esse é um grafico de
f(x)=x"4-25x"3-2x"2+80x-3 ob-
tido na calculadora grafica. O que
vocé interpreta dele?

Para um dos professores a re-
giao perto da origem onde o gra-
fico”parecia tangenciar o eixo OX”
seria toda de “pontos de zero da
fungdo”. Ao pensar num interva-
lo continuo de zeros em torno da
origem, o professor esqueceu que
uma funcdo do 4 grau pode ter
no maximo quatro raizes reais.

Como os alunos que freqiien-
temente nao usam resultados al-
gébricos para verificar resolugoes
graficas e vice-versa (WILLIAMS,
1993), a analise deste exercicio
mostrou que, as vezes, o profes-
sor também ndo usa seus conhe-
cimentos numéricos e algebricos
para desconfiar, confirmar ou ve-
rificar o resultado da maquina. O
professor nem sempre percebe
que o estudo grafico de uma fun-
¢ao nao pode ser dissociado do
estudo algébrico da mesma.

Ao se utilizar tecnologia gra-
fica para entender o comporta-
mento de uma fungao, um so gra-
fico nao costuma ser suficiente.
E necessario olhar certas regides
em diversas escalas, explorar di-
ferentes janelas e usar os conhe-
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cimentos tedricos para escolher
as regioes que precisam ser am-
pliadas ou reduzidas.

* 2.4 Atividade IV:

Ao associar os graficos de
flx) =3x-5 e g(x) =-1/3x + 25/6
apresentados na Fig. [V com retas
perpendiculares (uma associagao
fregliente), somente dois dos pro-
fessores entrevistados percebe-
ram, apos uma analise cuidadosa,
que o ndo perpendicularismo ge-
ométrico era um problema de es-
cala. Mesmo sendo alertados em
exercicios anteriores sobre a im-
portancia da escala na interpreta-
¢ao grafica, eles nao usaram essa
informagao nesse exercicio.

Fig. IV
f()=3x-5 g(x)=—1/3x+25/6
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Em Fisica, Quimica, Biologia,
historia e outras disciplinas, os
alunos colhem daods, formam ta-
belas de pares ordenados e tragam
graficos cartesianos nos quais a
escala de cada eixo ¢ decidida a
partir dos dados fornecidos pelos
experimentos. Em Matematica,
por outro lado, problemas envol-
vendo fungdes sao tradicional-
mente apresentados graficamen-
te em eixos cartesianos com a
mesma unidade nos eixos Ox e

Oy. Dessa forma, generaliza-se, por exemplo, que o gréfico de f(x) = x é
sempre a reta bissetriz do 1" quadrante. Entretanto, quando as escalas

artigo™§”

‘ nos eixos x e y sdo diferentes, o angulo que f(x) = x faz com Ox €

diferente de 45" .

Observe, nos dois exemplos abaixo (Figuras I[V-B e IV-C), que,
dependendo das unidades de comprimento sobre os eixos Ox e Oy,

podemos obter angulos bem diferentes entre a reta y =x e o eixo
horizontal. Somente quando escalas idénticas sao usadas em ambos

| 0s eixos, a reta y = x faz dngulo de 45° com o eixo Ox.

Fig. IV-B Fig.
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Por outro lado, retas com coeficientes angulares diferentes podem |
formar o mesmo dngulo com o eixo Ox (Ver Figuras IV-D e IV-E).

Assim também duas retas cujo produto dos coeficientes angulares
¢ (-1) formam édngulos de 90 apenas quando as escalas de Ox e Oy
| forem iguais (HECTOR, 1992).Vejamos isso com mais detalhe.
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Geometricamente, duas retas sao ditas perpendiculares quando se |
encontram formando angulos adjacentes congruentes. Nesse sentido,
as retas f e g da Fig. IV ndo sao perpendiculares, pois ndo se cortam
formando angulos adjacentes de mesma medida. ‘

Observando as equagdes dessas retas, lembramos de um resul-
tado da Geometria Analitica que diz que o gréfico de
yl =mlx + bl é perpendicular ao grafico de y2 =m2 x + b2 see
somente se o produto de seus coeficientes angulares for -1.

Usualmente, para fazer essa demonstragao considera-se que o co-
eficiente angular’m”de umareta y = mx + b é a tangente trigonomé-
trica do angulo que essa reta forma com o eixo Ox e procede-se da |
seguinte forma:

Considere a Figura IV a seguir-A. Seja ml =tgaem2 =tgh.
Comob=a+ 90" temos que tgb = tg(a+90) = -cotga = -1/tga do que se
conclui que m2 =-1/m1 e, portanto, mim2 = -1

Fig. V-A

Y

.

No exemplo em questao temos que 3(-1/3) = -1 mas as retas na
Fig. IV ndo sdo perpendiculares. Esta situagdo contradiz o resultado?
O que esta acontecendo?

Vejamos a explicagao a seguir.
O coeficiente angular de uma reta contendo os pontos (x1,y1) e
(x2,y2), com x1# x2  ¢é definido como sendo o quociente

Y= % X E X
X, — X

Para os casos onde os eixos Ox e Oy tém escalas com a mesma
unidade de comprimento, e somente nesses casos, a relagao (y2 - y1)
/(x2 - x1) coincide com a tangente trigonométrica do angulo que a ‘
reta forma com o eixo Ox. Logo é também somente nesses casos que
a demonstracdo dada anteriormente esta correta e o seu resultado ¢
verdadeiro.

No caso da Fig. Il estamos utilizando escalas diferentes nos eixos
Ox e Oy. Portanto, a relagao 3(-1/3) = -1 ndo implica no perpendicula-
rismo entre os graficos de f(x)=3x-5 e g(x)= —(1/3)x + 25/6.
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Poderiamos nos perguntar:
Como conseguir uma janela onde
yl=mlx+bl e y2=m2x+b2
aparecam perpendiculares no
caso de se ter mlm2 =-1?

Sabemos que as coordenadas
dos vértices da janela retangular
[Xmin , Xmax]x[Ymin , Ymax]
determinam a escala em seus ei-
x0s. Mesmo quando (Ymax-
Ymin)/(Xmax-Xmin) = 1, os gra-
ficos de yl1 e y2 podem néo apa-
recer perpendiculares. Isso acon-
tece porque a maioria das telas
das calculadoras nao é quadrada,
o0 que torna diferentes as unida-
des de comprimento nos eixos.

Como obtermos entdo uma
janela onde a unidade de medi-
da no eixo Ox seja igual a unida-
de de medida no eixo Oy?

Numa calculadora como a
TI-81, na qual a relagao entre as
medidas do lado vertical e o lado
horizontal da tela é 2/3", basta atri-
buirmos a Xmin, Xmax, Ymin,
Ymax valores tais que (Ymax-
Ymin)/(Xmax-Xmin) = 2/3. Por
exemplo, na janela [-6.4 , 6.4]x
[-9.6,9.6] daTI-81 os graficos de
f e g aparecem perpendiculares.
Solugoes analogas podem ser en-
contradas com outras tecnologias.

E importante salientar que na
hora da impressao, se o progra-
ma para imprimir nao mantiver
essa relagao 2/3, as retas do gra-
fico em questao ndo aparecerao
perpendiculares.

No ensino usual de graficos
matematicos tendemos a utilizar
a mesma unidade em ambos os
eixos e, a partir dai, desenvolve-
mos o conteudo programdtico da
matematica escolar. O ensino da
matematica, porém, pode ficar
dissociado da Fisica e da realida-
de reportada em graficos de re-
vistas, jornais e livros didaticos de
outras disciplinas, onde ¢é raro



encontrar graficos nos quais sao
empregadas escalas idénticas nos

| eixos horizontal e vertical.

3- Observagao dos
professores sobre a
utilizagao da calculadora
grafica para resolver as
atividades propostas.

Os professores entrevistados
foram unanimes em afirmar que
a visualizagdo do comportamen-
to gréfico da fungao facilitada pela
calculadora grafica pode favorecer
o aprendizado de fungdes no en-

-sino médio. Afirmaram também

que o tempo de sala de aula ge-
ralmente gasto em cdlculos e
construcao manual de graficos
pode ser usado para explorar exer-
cicios mais complexos e mais va-
riados. Alegaram ainda que a uti-
lizagao pessoal da calculadora gra-
fica poderia enriquecer e melho-
rar seus conhecimentos matema-
ticos. Didaticamente, sua utiliza-
¢ao em sala de aula permitiria sair
das representagoes estaticas tra-
dicionais, comparar, fazer analo-

Ao interpretar alguns grafi-
cos nao usuais produzidos em
computadores e calculadora
graficas, os professores entrevis-
tados apresentaram, entre ou-
tras, dificuldades com escala.
Pudemos observar que o enten-
dimento de graficos gerados via
tecnologia ndo é 6bvio. Nem
sempre os professores conse-
guiam conciliar seus conheci-
mentos tedricos com a visuali-
zagao grafica.

Nao foi imediato para os
professores entrevistados, que
nunca tinham utilizado tecno-
logia gréfica, perceber que
[Xmin , Xmax] x [Ymin, Ymax]
controlam as escalas nos dois
eixos. Esses professores apre-

 gias e gerar um ambiente criativo
e prazeroso de aprendizagem.
Afirmaram que a entrevista os le-
vou a refletir sobre seus conheci-
| mentos, suas falhas conceituais e

a pensar em hipoteses que jamais

levantariam em situagoes usuais.
| Um dos professores comentou
que normalmente levamos o alu-
no a sempre ver o grafico como
um todo e os graficos nao usuais
nao sao mostrados e nem coloca-
dos em discussdo. Por isso, quan-
do o professor trabalhar com o
recurso da tecnologia, ele tem que
se preparar para esclarecer o alu-
no e alerta-lo para possiveis situ-
agoes problemadticas. Enquanto
um professor afirmava que nao se
deveria apresentar graficos de in-
terpretacdo problematica ao alu-
no, outro argumentava que, ao li-
dar com a maquina, o aluno sem-
pre ird se deparar com graficos nao

usuais, motivo pelo qual, ¢ melhor
| que ao encontra-los ele esteja pre-

parado para interpreta-los corre-

tamente. Hillel (1995) afirma que

| 0 aluno precisa saber quando ele

4- CONCLUSOES

sentaram muita dificuldade na
leitura desses intervalos e no en-
tendimento das diferentes jane-
las nas quais se desenhou o gra-
fico de uma mesma fungdo.

A facilidade tecnologica em ma-
nipular janelas graficas permite
desenhar o grafico de uma fun-
cao usando diferentes escalas
para ver com detalhe comporta-
mentos especificos em determi-
nados intervalos, o que pode au-
xiliar o estudo das propriedades
da fungao. Todavia, para que isso
acontega ha necessidade de se
fazer associagoes entre as repre-
sentagOes gréficas e o conheci-
mento tedrico da fung¢ao, uma re-
presentacao ajudando a outra na

construc¢ao do conhecimento.

artigo

| pode acreditar num resultado ob-
tido na méaquina e que tal senso
s6 pode ser desenvolvido atraves
da discussao e andlise de alguns
| erros. Dion (1990), por usa vez,
acredita que o professor precisa
alertar os alunos para alguns des-
ses problemas, ensina-los a pro-
curar e a lidar com essas situagoes.

Para ela, é necessario avisa-los de

que, apesar dessas situagoes pa-

recerem truques, elas representam
situagdes comuns, que sao encon-
tradas nas atividades matematicas

de um curso que usa regularmen-
te tecnologia grafica.

Um planejamento de curso

que usa recursos tecnologicos

deve incluir atividades nao usu-

ais que explorem e discutam di-

ficuldades com escalas para que

os alunos aprendam a analisar
problemas graficos. Para Hillel

(1995), a combinagao de experi-
éncias tecnologicas com outras
| atividades, nao computacionais,
se completam e formam um con-
texto apropriado para a constru-

¢do dos conceitos matematicos.

Um dos professores entre-
vistados, ao ver a janela em que
um grafico da fungao polinomi-
al do 3 grau“lembrava”uma pa-
rabola, interpretou esse grafico
parcial como sendo o gréfico
global da fungdo ctbica. Nesse
momento seus conhecimentos
tedricos nao foram ativados para
fazé-lo perceber que sua inter-
pretagdo estava incorreta. Em
vista disso, 0 professor absorveu
a informagao visual desconec-
tando-a da informagao algébri-
ca e entendeu o que “viu” como
sendo”o grafico”da fungio. Nes-
se caso, 0 enfoque exagerado no
ensino de fungoes quadraticas
no curso secundario e a falta de
familiaridade com a fun¢ao do
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3 grau podem té-lo induzido a = seus zeros e extremos, porexem- | unidades nos eixos cartesianos
tentar aplicar conhecimentosre-  plo. Nas fungdes polinomiais de = serem diferentes pode invalidar
lativos a fungdo quadratica para | grau maior que 3 essa situagio =~ propriedades que sdo vélidas
encontrar o maximo local da | ndo é incomum. Nesses casos, = quando se tem a mesma unida-
fungdo cubica. Para que o pro- = para poder visualizar pormeioda | de nos dois eixos. Algumas ca-
fessor ndo aceite um gréfico lo- | maquina o comportamento glo- | racteristicas das representagoes
cal como sendo o gréfico global | bal da fungao, é necessério ana- | graficas de fungdes, como dngu-
da fungdo, é necessdrio que ele | lisar o gréfico por partes, utilizan- = los geométricos determinados
faca um estudo matematico cri- ~ do-se de diferentes janelas. por duas retas, podem mudar
terioso da expressao algébrica Dessa forma, para enxergar o | com a mudanga de escalas.
dessa funcao. minimo local da fungao pohnorm— Como pudemos observar,
Assim também, ao analisar | al de 4 grau referente a Fig. I,  interpretar graficos produzidos
varios gréficos de uma mesma | deixou-se de visualizar os zeros | por tecnologias computacionais
fungdo, o professor precisa = emtornodaorigem.Agrandedi- = requer conhecimentos teéricos
aprender a juntar as informagbes | ferenga entre as unidades utiliza- | e praticos. As dificuldades de in-
fornecidas por gréficos parciais | das nos eixos poderia servir de ‘ terpretacao grafica apresentadas
para poder compor um grafico = indicativo de que o gréfico estava | pelos professores entrevistados
que apresenta o comportamen- ~ “muito achatado”. Nenhum dos = nos levam a pensar que o en-
to global da fungao. Alguns en- = entrevistados percebeu isso de = tendimento do conceito de es-
trevistados demonstraram difi- =~ imediato. Os professores poderi- ‘ cala ndo ¢ imediato e necessita
culdade em realizar até mesmo | am ter utilizado seus conhecimen- | ser ensinado. Parece ser impor-

o problema inverso, ou seja, ana- | tos tedricos e algébricos sobre fun- | tante que, num estagio inicial,
lisar varias representagoes parci- = ¢Oes polinomiais para confirmar = sejam apresentadas atividades
ais da fungao f(x)=sen x da qual - ou verificar suas colocagoes. que produzam resultados usu-
todos conheciam um grafico Ha outro ponto a discutir. A = almente aceitdveis para depois
completo. predominancia, no ensino tradi- = serem introduzidas situagoes

cional, do uso de unidades iguais | desafiadoras. Como os prépri-
cala na forma do grafico, as ve- | nos dois eixos pode ter contribu- | o0s entrevistados colocaram, cer-
zesnao € possivel encontrarem | ido para as dificuldades encon- | tas dificuldades ou”armadilhas”
computadores, uma janela cujo = tradas pelos professores na ativi- = precisam ser consideradas para
grafico mostre o comportamen-  dade envolvendo o perpendicu- = que se tire o maior proveito da
to global da fungao, incluindo ' larismo entre retas. O fato de as | tecnologia.

Ainda sobre os efeitos da es-
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