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EXPLORANDO A PROPORCIONALIDADE
NO LABORATORIO DE ENSINO

Marizete Marconato Cantarelli

Resumo

Através de experimentos sim-
ples de laboratério envolvendo
medicao e andlise, sdo estudadas
relagoes proporcionais entre gran-
dezas. Foram utilizadas figuras ge-
ométricas de diferentes tamanhos
e diferentes materiais, na forma de
quadrados e circulos, para estabe-
ler relagbes matematicas entre
medidas experimentais de peso e
um pardmetro geométrico da fi-
gura, tal como drea, lado e raio. As
constantes de proporcionalidade
sao obtidas através de ajuste line-
ar de minimos quadrados aos
pontos experimentais. Procurou-
se enfatizar aimportancia do con-
ceito de proporcionalidade na
construgao de modelos matema-
ticos, a partir do reconhecimento
de padroes apresentados pelos
dados experimentais.

Palavras-chave: Grandezas pro-
porcionais, Ajuste linear, Cons-
tante de proporcionalidade, Mo-
delos empiricos

Introducio

A representacdo matematica
entre grandezas que expressam
uma tendéncia regular, e as quais
sao medidas em laboratério sob
certas condigoes, é denominada
modelo empirico. De forma geral,

Vania Elisabeth Barlette

os modelos matematicos sdo cons-
trugbes mentais para representat,
tanto quanto possivel, as concep-
goes tedricas ou observagoes reali-
zadas sobre um determinado fe-
nomeno, e sao expressos, por
exemplo, por meio de fungdes ou
equagoes diferenciais com finalida-
de de predicdo e andlise. No ensi-
no, amodelagdao matematica como
pratica metodoldgica tem contri-
buido para contextualizar a apren-
dizagem da matematica e das suas
aplicagOes as ciéncias naturais.
Neste trabalho, sdo utilizadas
fungoes lineares e quadréticas
para representar relacoes mate-
maticas entre medidas experi-
mentais de peso em fun¢ao de um
parametro geométrico de figuras
de diferentes tamanhos. O concei-
to de proporcionalidade assume
papel importante para represen-
tar as relagdes entre as grandezas
estudadas e sua aplicagdo na
construgao de modelos empiricos.
Neste trabalho, as constantes de
proporcionalidade sdo obtidas
através de ajuste linear de mini-
mos quadrados aos pontos expe-
rimentais. Com esses estudos,
pretende-se colaborar para a dis-
cussao sobre o tema proporciona-
‘ lidade, enfatizando sua importan-
cia para o ensino nos niveis fun-
‘ damental, médio e superior.
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Como exemplos de aplicabilida-
de de relages proporcionais na
construgdao de modelos empiricos,
podem ser citadas as relagoes que
descrevem o comportamento dos
gases ideais, descritas pelas leis de
Boyle, Charles e Gay-Lussac, e a
relagdo que descreve a deforma-
¢do de um corpo sujeito a tensao,
descrita pela lei de Hooke (TI-
PLER, 1984).

Este trabalho foi motivado pe-
los resultados de uma pesquisa
descritiva  envolvendo mais de
500 alunos de curso superior de
Santa Maria e regiao, com a fina-
lidade de avaliar o grau de conhe-
cimento com relagao a contetidos
programaticos do ensino funda-
mental (CANTARELLI & BARE-
LETTE, 2002). Esses resultados
indicaram que aproximadamente
24% dos alunos pesquisados
apresentam conhecimento ape-
nas regular sobre grandezas pro-
porcionais. E importante enfatizar
que esses resultados indicam ape-
nas tendéncias, uma vez que o0s
dados coletados foram retirados
de uma populagao relativamente
pequena (510 alunos) e em um
curto periodo de observagao (pri-
meiro semestre de 2001). Esses re-
sultados, entretanto, delinearam a
presente pesquisa sobre grande-
zas proporcionais.
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Fundamentos Tedricos

Como parte da fundamenta-
¢ao tedrica, os conceitos de gran-
deza, grandeza diretamente pro-
porcional e grandeza inversa-
mente proporcional sdo reporta-
dos e discutidos na forma de
exemplo, direcionados a este tra-
balho.

Grandeza

Entende-se por grandeza
tudo aquilo que pode ser medi-
do. Comprimento, temperatura,
peso, tempo e drea sao exemplos
de grandezas (TIPLER, 1984).

Grandezas Diretamente
Proporcionais

Duas grandezas x e y sao di-
retamente proporcionais, se es-
tiverem assim relacionadas (AVI-
LA, 1986),

y=kx, (1
ou,
yx=k ),

em que k é uma constante posi-
tiva, chamada constante de pro-
porcionalidade.

Como exemplo, considere a
relagdo matematica que pode ser
escrita entre o peso P e o volume
V para uma figura geométrica de
densidader,

Px= P8 V, (3)

Entdo, o peso e o volume au-
mentam na razao de proporgao pg
, ou seja, se amedida da grandeza
volume é de 1 unidade de volu-
me, segundo a Eq. 3 a medida
esperada para o peso é de pg uni-
dades de peso por unidade de
volume. Para as mesmas condi-
¢des laboratoriais das medidas
anteriores e para uma figura de
mesma densidade (mesma razao

massa por unidade de volume)
que a primeira, sendo a medida
de volume de 2 unidades de vo-
lume, a nova medida esperada
para o peso €, entao, de 2pg uni-
dades de peso por unidade de
volume. Se, ainda, uma nova me-
dida de volume fornece 3 unida-
des de volume, entdo 3pg unida-
des de peso por unidade de volu-
me ¢ a nova medida esperada para
o peso. Resumindo, pg/1=2pg/
2=3 pg/3=..= pgunidades.

Grandezas Inversamente
Proporcionais

Duas grandezas x e y sao in-
versamente proporcionais se

(AVILA, 1986)

y =k, @)
ou,

xy =k, ),

em que k é uma constante posi-
tiva, também chamada constan-
te de proporcionalidade.

Como exemplo, considere
uma figura de area A e espessura
e variaveis e volume V constante.
Entao

V=¢A, (6)

que diz que se a espessura e au-
mentar (ou diminuir), entao a
area A deve diminuir (ou aumen-
tar), uma vez que o produto e A
deve permanecer constante e
igual a V. Entao e e A sdo inver-
samente proporcionais.

Grandezas proporcionais a
outras

Se z é diretamente proporci-
onal a x e y, e inversamente pro-
porcional a r e s, entdo as varid-
veis x, y, z, r e s estao relaciona-
das por uma equagdo do tipo
(AVILA, 1986)
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z=(x,y,1,5) = k(xy/rs) (7)

para k constante. Entdo diz-se
que z é diretamente proporcional
axeay, einversamente propor-
cionalareas.

Substituindo-se a Eq. 6 na Eq.
3, tem-se

P = pgeA, (8)

Entdo, o peso P ¢é diretamente
proporcional a area A e a espessura
e, cuja constante de proporcionali-
dade é rg. Para figuras de mesmo
material, cuja densidade é r, e de
mesma espessura ¢, pode-se dizer
que o peso P ¢ diretamete propor-
cional a drea A da figura de espes-
sura constante, cuja constante de
proporcionalidade passa a ser rge.

Além de proporgao direta e
Propor¢ao inversa, tem-se outras
relagGes, igualmente importantes,
tais como proporgéao ao quadrado
e proporgao inversa ao quadrado.

Materiais e Métodos
Materiais

Para os experimentos, foram
utilizados: dinamometrode 2,0 N
com precisaode 0,01 N, tripé, has-
te metdlica de fixacao para o di-
namometro, papel cartdao duplex
preto, papel cartolina azul, tesou-
ra comum e régua milimetrada.

Para o presente estudo de
proporcionalidade, é importante
a escolha de papéis com diferen-
tes espessuras e massa por uni-
dade de area. No presente caso,
o papel cartao duplex preto tem
espessura e massa por unidade
de area maiores do que as cor-
respondentes quantidades para o
papel cartolina azul.

O dinamdmetro é um instru-
mento de medida usual e de baixo
custo, disponivel ou de facil aqui-
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sicao, mesmo em laboratdrios de
escolas de ensino médio que dis-
péem de poucos recursos. Em uni-
dades de gramas, e considerando
gcomo 10,0 m/s*, o pesode 0,01 N
(metade da menor divisao na es-
cala de leitura do dinamometro)
corresponde a massa de 0,001 g,
precisao esta similar ou superior a
de uma balaga semi-analitica.

Procedimento Experimental
Foram recortadas figuras na
forma de quadrados em papel car-
tao duplex preto e papel cartolina
azul, com medidas de lado L vari-
ando de (200,0+£0,5) mm a
(550,0+0,5) mm. Também foram
recortadas figuras na forma de cir-
culos em papel cartao duplex preto
e papel cartolina azul, com medi-
das de raio R variando de
(100,0+0,5) mm a (450,0+0,5) mm.
Aseguir, dois experimentos simples
foram realizados para a leitura do
peso P de cada figura, utilizando o
dinamémetro conectado a haste, e
este conjunto montado no tripé.

Experimento 1: Medidas de peso
das figuras na forma de quadra-
dos para os dois tipos de papel.
O que se pretendeu relacionar
foram as grandezas peso e drea
para as figuras. Nesses experi-
mentos, por simplicidade, as figu-
ras foram denominadas de“qua-
drados”, uma vez que a espessu-
ra foi considerada constante para
o mesmo tipo de papel. Também
foi considerada constante a distri-
bui¢do de massa por unidade de
drea para o mesmo tipo de papel.

Experimento 2: Medidas de peso
das figuras na forma de circulos
para os dois tipos de papel.
Nesses experimentos, tam-
bém se pretendeu relacionar as
grandezas peso e drea para as fi-

guras. Por simplicidade, as figuras
foram denominadas de”circulos”,
uma vez que a espessura foi con-
siderada constante para o mesmo
tipo de papel. E também, para o
mesmo tipo de papel, foi consi-
derada constante a distribui¢ao de
massa por unidade de area.

Ajuste linear pelo método de
minimos quadrados

E comum, em laboratério, se
estar interessado na medida de
uma grandeza em fungdo de ou-
tra, ou seja, em como varia uma
grandeza sob a variagao da outra.
Nessas observagdes, em geral,
mantém-se constantes todas as
demais grandezas envolvidas. Nos
Experimentos 1 e 2 apresentados
em Procedimento Experimental, a
grandeza espessura € considera-
da constante na andlise de dados,

A idéia de
WDOVWLH)‘W
na.o-e
mmpumm\.to—oomw
ﬁfadccao-grega/

para o mesmo tipo de papel, e é
observada a variagao da grandeza
peso P sob a variagdo da area A.

Se, para cada experimento, 0s
N pontos experimentais (A P ),
(A Y (/—‘\ » apresentam
um padrao Imear entdo a solu-
¢ao do sistema de equagdes

N N
bzA; + Na = EP, (93)

1= i=1]

N 2 N N
bz Ai + [IEA,' - EA,'P,’

i=1 i=1 i=1

(9b)

fornece os coeficientes angu-
lar b e linear a da equagédo de reta

P=a+bA

que melhor ajusta os N pontos ex-
perimentais, em que a qualidade
do ajuste dos dados experimentais
aequagao de reta € medida em ter-
mos de um coeficiente, chamado
coeficiente de correlagao (ANTON
& RORRES, 20071).

Resultados e Discussio

Os resultados das medidas
experimentais de peso P, lado L e
raio R para as figuras, estdo lista-
dos nas Tabelas 1 e 2

Nessas tabelas, estao inclui-
dos os valores para as areas das
figuras, calculados a partir de da-
dos experimentais de medidas de
L e R, em que

A=L% (quadrado)  (10)

D

A=nR* (circulo) (11)
A partir dos dados experi-
mentais listados nas Tabelas 1 e
2, foram tragadas curvas experi-
mentais relacionando o peso em
fungdo da area. A Figura 1 ilustra
essa relagdo, para quadrados, e
a Figura 2, para circulos. Para
ambos os tipos de figuras (qua-
drados e circulos) e tipos de pa-
pel (cartdo duplex preto e carto-
lina azul), pode-se observar um
comportamento linear entre as
grandezas peso e area.

Com essas observacoes, é
possivel estabelecer que o peso e
a drea, tanto para quadrados
quanto para circulos, podem es-
tar relacionados segundo a Eq. 1,

de forma que

P=kA (quadradoazul) (12)
P=kA (quadrado preto) (12)
P=KA
e

F= k’zA (circulo preto) (12)

(circuloazul) (12)
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Tabela 1. Resultados experime-
tais para medidas do peso P em
fungao do lado L para quadrados
azul e preto. A drea A das figuras
foi calculada a partir de medidas
de L. A precisao das medidas esta
indicada entre parénteses.

e

L s ——
(405 men) 610 mar)| 0010 | 00180
200,0 40,0 0,06 0,06
250,0 62,5 0,10 0,10
300,0 90,0 0,15 0,15
3500 | 1225 0,20 0,20
4000 | 160,0 0,28 0,28
4500 | 2025 0,34 0,34
5000 | 2500 0,42 0,42
550,0 | 3025 0,52 0,52

Tabela 2. Resultados experime-
tais para medidas do peso P em
fungao do raio R para circulos
azul e preto. A drea A das figuras
foi calculada a partir de medidas
de R. A precisao das medidas esta
indicada entre parénteses.

i =1
R I A P P
100,0 314 314 0,08
150,0 70,7 70,7 0,18
200,0 125,7 125.7 0,35
250,0 196,3 196,3 0,54
300,0 282,7 282,7 0,78
350,0 384.8 384,8 1,06
400,0 502,6 502,6 1,39

Figura 1. Correlacdo entre peso e
a drea para quadrados azul e preto

I t o | — i T 1 *]
0 01 02 03 04
A (m?)
e quadradb azul
—e—e quadrado preto
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Para a obtengdo das constan-
tes de proporcionalidade nas Eqs.
de 12 a 15, foi feito um ajuste li-
near de minimos quadrados aos
dados de peso e drea correspon-
dentes, conforme as Eqgs. 9a e 9b.
Essa analise, aplicada aos dados
para os quadrados, fornece os
valores para as constantes k ek..
De forma anéloga, aplicada aos
dados para os circulos, essa ana-
lise fornece os valores para as
constantes k * ek °.

Os resultados obtidos para
essas constantes, foram '

Figura 2. Correlacio entre peso e
a drea para circulos azul e preto

U Vﬁf'i ) P o e - i T
0 0.10.20.3 04 05 0.6
A (m?)
—ag Circulo azul

—e—e circulo preto

k1=1,74£0,02 (quadrado azul), (16)

k1=2,75+0,03 (quadrado preto), (17)

k1=1,76 0,01 (circulo azul), (18)
e

k1=2,80+0,01 (circulo preto), (19)

| para quadrados e circulos foram,

respectivamente, 0,9995 e 0,9999.
Esses numeros refletem uma boa
qualidade para o ajuste dos da-
dos a uma equagao de reta.

Com esses resultados, é pos-
sivel escrever as Eqs. de 12 a 15
para os quadrados e circulos
como,

P=174A (quadradoazul), (20)

P=275A  (quadrado preto), (21)

P=1,76A (circulo azul),  (22)
e

P=280A (circulo preto), (23)

A constante de proporciona-
lidade em cada uma das equa-
¢Oes acima representa a inclina-
¢do da reta. Em cada uma dessas
equagoes, o valor para o inter-
cepto da reta (em unidades de
newton) com o eixo das ordena-
das, obtido no ajuste linear, foi
suprimido, uma vez que suas
magnitudes sdo da ordem da
incerteza do dinamometro (0,01
N). Evidentemente que ndo é es-
perada nenhuma resposta na lei-
tura do dinamémetro quando a
area da figura geométrica for nula.

A Eq. 8 relaciona o peso Pe a
area A para uma figura geomé-
trica de espessura e. Essa relagao
é valida tanto para uma figura na
forma de quadrado quanto na
forma de circulo.

A comparagao entre a Eq. 8 e
as Egs. 12 e 13, permite escrever

k,=p,£g (quadradoazul) (24)
e
kzz PES (quadrado preto) (25)

Também, a partir da compa-
ragdo entre a Eq. 8 e as Eqs. 14 e
15, é possivel escrever

k;:pr’E;g (quadrado azul) (26)
e

k} = p€,g (quadrado preto) (27)

As quantidades p e g e PE
que aparecem nessas equagoes
sdo expressas em unidades de
massa por unidade de area. Nao

1 0s resultados obtidos para os coeficientes das correlagoes entre peso e area para quadrados
e circulos foram, respectivamente, 0,9995 e 0,9999. Esses nimeros refletem uma boa qualidade

para o ajuste dos dados a uma equacio de reta.



é surpresa, portanto, que neste
trabalho se tenha obtido k> k; e
k;> k;, como mostram os resul-
tados nas Egs.16e17,eEqgs. 18 ¢
19, respectivamente. De fato,
como todas as medidas foram re-
alizadas em um mesmo local, o
valor g é o mesmo para todos os
experimentos. Esses resultados
refletem a inclinagao das curvas
experimentais obtidas. Para as fi-
guras pretas, as curvas experi-
mentais tém maior inclinagao
comparada a inclinagao das cur-
vas de mesmo tipo de figura, mas
de cor azul. Nessa comparagao,
entende-se comparagao entre in-
clinagdo referente a figuras de
mesmo tipo: quadrados pretos
com quadrados azuis, e circulos
pretos com circulos azuis.
Portanto, as constantes de
proporcionalidade de mesmo
tipo de figura k, (quadrados azul
ou preto) ou kg: (circulos azul ou
preto) refletem a quantidade de
massa por unidade de édrea con-
tida naquele tipo de papel.
Assim, € esperado que pa-
péis com maior quantidade de
massa por unidade de drea te-
nham maior razao de proporgao
P/ A.Também ¢ esperado que o
mesmo tipo de papel forneca a
mesma constante de proporcio-
nalidade, independente da forma
da figura, no presente caso, inde-
pendente de ser a figura um qua-
drado ou um circulo. Isso pode
ser observado, examinando-se a
Figura 3, em que estao correlaci-
onados linearmente dados de
peso em fungao da area para qua-
drados e circulos azuis (mesmo
tipo de papel, diferentes formas
de figuras). Nessa figura, como
esperado, também estao correla-
cionados linearmente dados de
peso em fungao da drea para qua-
drados e circulos pretos.

Figura 3. Correlagio entre peso e
a drea para quadrados azul e preto
e circulos azul e preto

P (N)

0 010203040506

A (m?)
=—a quadndo azul —e-s circulo azul
m—a quadrado preto —e—e circulo preto

Essas conclusbes também
podem ser obtidas, comparan-
do-se os valores para as cons-
tantes k, (quadrados azuis) e k',
(circulos azuis) apresentados nas
Egs. 16 e 18 (1,74 para quadra-
dos azuis e 1,76 para circulos
azuis), as quais concordam en-
tre si dentro do desvio padrao
calculado na analise por regres-
sao linear (0,02 para quadrados
azuis e 0,01 para circulos azuis).
Como pode ser observado pelos
resultados apresentados nas Eqs.
17 e 19, os valores para as cons-
tantes k, (quadrados pretos) e k',
(cm:ulos pretos) (2,75 para qua—
drados pretos e 2,80 para qua-
drados azuis) concordam entre
si dentro de um desvio percen-
tual de 5%.

Se for utilizada balanga para
afericdo das massas, as relagoes
matematicas apresentadas de
peso em fungdo da area devem
ser modificadas para relagoes
matematicas de massa em fun-
¢ao da area. Nesse caso, sao es-
perados outros valores para as
constantes de proporcionalidade,
mas conclusoes semelhantes.

Relagbes proporcionais ao qua-
drado também podem ser identi-
ficadas pela simples observagao do
padrao apresentado pelas curvas
experimentais relacionando as

artiﬁ

grandezas peso em fungao do lado
do quadrado e peso em fungao do
raio do circulo. Essas curvas estao
apresentadas nas Figuras 4 e 5.
Pode-se observar que o comporta-
mento entre as grandezas, em
ambas as figuras, nao € linear. Fara
as figuras na forma de quadrados,
é possivel supor uma relagao de
poténcia entre o peso em fungao
do lado ao quadrado,

B=elll (28)
assim como para figuras na forma
de circulos € possivel supor uma
relagdo de poténcia entre o peso
em fungao do raio do circulo,

P'=¢R", (29)

em que ¢ e ¢’ sao constantes de
proporcionalidade. Os expoentes
n e n’fornecem o grau de propor-
cionalidade entre Pe L, e entre P
e R, respectivamente. O valor es-
perado para ambos os expoentes
¢ 2. Isso pode ser observado,
substituindo-se a Eq. 10 na Eq. 8,
para obter uma relagao entre
peso e lado do quadrado,

P = pgel’?,
ea Eq.11 na Eq. 8, para obter uma

relacdao entre peso e raio do cir-
culo,

P = pgnR’,

Figura 4. Correlagao entre o peso e
o lado para quadrados azul e preto

—e-e quadrado azul
—e—e quadrado preto
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A partir dos dados experi- | Figura 5. Correlagdo entre 0 pesoe | aos dados experimentais corres-
mentais das Tabelas 1 e 2, fo- ‘ o raio para circulos azul e preto pondentes, apresentados nasTa- |
ram obtidos os seguintes resul- i E— - belas 1 e 2.

tados: (a) para o caso dos qua- 2:
drados pretos, o resultado ob-
tido para o expoente concor-
dou com o valor esperado 2; (b)
para o caso dos quadrados

Em conclusao, a partir do
reconhecimento de padrdes
apresentados pelos dados ex-

\
Conclusao |

azuis, o resultado obtido para = perimentais, procurou-se iden-
0 expoente apresentou um erro 01 02 03 04 05 tificar o tipo de relagio mate-
percentual de 6% relativo ao R (m) matica a ser utilizada, ou seja, 0
valor esperado 2; (c) para o | —e—e circulo azul tipo de proporgao. Acreditamos

—e-e circulo preto | que essa forma de abordar
grandezas proporcionais para a
construgao de modelos mate-

caso dos circulos azuis, o re-
sultado obtido para o expo-
| ente apresentou 4% de erro

percentual relativo ao valor es- | 2. Esses resultados foram ob- | Satlcos € Interessante para o
perado 2; e (d) para o caso dos | tidos usando o procedimento de uno € ‘meortante para o seu
circulos pretos, o resultado ob- | linearizagao das relagoes de po- aprend:zado, uarlna Ve dile
tido para o expoente apresen- | téncia, apresentadas nas Eqs. 28 ag;z:;n g‘se i uno:poss:—
tou um erro percentual de 3% | € 29, e posterior ajuste de mini- e eefel:uar-neneapro-

. , it priar-se do conhecimento.
relativo ao valor esperado mos quadrados destas fungdes
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