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A HISTORIA DA TRIGONOMETRIA

Neste artigo nosso interesse
é analisar a génese e o desen-
volvimento da trigonometria, o
aparecimento do conceito de
fungdo trigonométrica e, em
particular, o das fungdes seno e
cosseno!!. Nossa motivagao
para escrevé-lo estd na crenga da
importancia que tem para quem
ensina Matematica do conheci
mento sobre como e o porqué do
surgimento de um novo conceito
e quais as transformagoes e
evolugdes por ele sofridas. Além
disso, acreditamos que o estudo
histérico do surgimento de um
conceito € importante, pois evi-
dencia os obstaculos epistemo-
16gicos'? do processo de cons-
trucdo do saber matematico. A
andlise desses obstaculos vividos
pelos matematicos no passado
nos ajuda a compreender as di-
ficuldades dos alunos de hoje e,
por outro lado, o nosso enten
dimento da prépria Historia e
evolugdo da Matemadtica pode
ser ampliado a partir da analise
dos erros e embaragos dos
estudantes. (Arsac, 1987; Sier-
pinska, 1985; Vergnaud, 1994).

Para considerar a génese, de-
vemos discutir qual o significado
que daremos ao termo Trigonome-
tria. Se o tomarmos como a cién-
cia analitica estudada atualmen-
te, teremos a origem no século
XVII, ap6s o desenvolvimento do

1. As cbservacoes aqui apresentadas sao parte de um estudo fe
2.0 termo obstaculo esta sendo usado aqui como um conheci
falsas. Para maiores detalhes indicamos Brousseau (1983) e 0 cap
3. 0 Papiro Ahmes & o mais extenso documenta egipcio em mate
a.C. que esteve em poder do escriba Ahmes. Foi adquiridono Egito por H. R
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simbolismo algébrico. Mas, se o | metria na Europa a partir do sécu-

considerarmos para significar a
geometria acoplada a Astronomia,
as origens remontardo aos traba-
lhos de Hiparco, no séculoIla.C.,
embora existam tragos anteriores
de seu uso. Se o considerarmos,
ainda, para significar literalmente
“medidas do triangulo”, a origem
sera no segundo ou terceiro mile-
nio antes de Cristo.

Limitaremos este nosso traba-
lho ao desenvolvimento da idéia
de fungdes trigonométricas em R
dando, porém, um esbogo das rai-
zes desta ciéncia, desde as tabelas
de sombras (século XV a.C.) até a
expansdo das fungdes trigonomé-
tricas em séries (século XVIII).

Estudar a historia da trigono-
metria também permite observar
o surgimento e o progresso da
Andlise e da Algebra, campos da
Matematica nela contidos de for-
ma embrionaria. A trigonometria,
mais que qualquer ramo da ma-
tematica, desenvolveu-se no
mundo antigo a partir de neces-
sidades praticas, principalmente
ligadas a Astronomia, Agrimen-
sura e Navegagao.

Dividiremos esse artigo em sete
partes: As raizes da Trigonometria;
ATrigonometria na Grécia; A con-
tribuicdo dos Hindus; A Trigono-
metria dos Arabes e dos Persas; A
Influéncia do Conhecimento Ara-
be sobre os Europeus; A Trigono-

lo XIV e A Trigonometria Incorpo-
rada pela Analise Matematica.
1. As raizes da Trigonometria

Os primeiros indicios de ru- |
dimentos de trigonometria |
surgiram, tanto no Egito quanto
na Babilonia, a partir do calculo
de razdes entre numeros e entre
lados de triangulos semelhantes.
No Egito, isto pode ser observa-
do no Papiro Ahmes, conhecido
como Papiro Rhind®!, que data
de aproximadamente 1650 a.C., |
e contém 84 problemas, dos |
quais quatro fazem mengdo ao |
seqt de um angulo.

Ahmes ndo foi claro ao ex-
pressar o significado desta pala-
vra mas, pelo contexto, pensa-se
que o seqt de uma pirdmide re-
gular seja equivalente, hoje, a co-
tangente do angulo OMV .
Exemplo:

Seja OV =40 e OM = 80,

_ 380

entao o seqt
=20

isto é: seqt = 2

3

B A
| Figura 1 - O Seqt Egipcio

ito para nossa dissertacao de mestrado (1997), na PUC/SP.
mento que funciona bem em um certo contexto mas, em outrd, produz respostas
itulo Il de nossa dissertacio mencionada na bibliografia.
matica que chegou aos nossos dias. Ele € uma copia de um antigo papiro do sec XIX
hind e por isso & usualmente conhecido como Papiro Rhind (Chace, 1986).
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Na construgio das piraimides
era essencial manter uma incli-
nagao constante das faces, o que
levou os egipcios a introduzirem
O conceito de seqt, que represen-
tava a razao entre afastamento
horizontal e elevacio vertical,

Além da utilizagdo da trigono-
metria nas medi¢Ses das pirdmides,
apareceu no Egito (1500 a.C. apro-
ximadamente) a idéia de associar
sombras projetadas por uma vara
vertical a seqiiéncias numéricas,
relacionando seus comprimentos
com horas do dia (relégios de sol).
Poderiamos dizer entdo que essas
idéias estavam anunciando a che-
gada, séculos depois, das funcdes
tangente e cotangente. Os prede-
cessores da tangente e da cotan-
gente, no entanto, surgiram de mo-
destas necessidades de medicio de
alturas e distancias.

Como jd mencionamos, os
primeiros vestigios de trigonome-
tria surgiram ndo s6 no Egito, mas
também na Babilénia. Os babild-
nios tinham grande interesse pela
Astronomia, tanto por razdes re-
ligiosas, quanto pelas conexdes
com o calendario e as épocas de
plantio. E impossivel estudar as
fases da Lua, 0s pontos cardeais e
as estagoes do ano sem usar tri-
angulos, um sistema de unidades
de medidas e uma escala.

Os babilénios foram excelen-
tes astronomos e influenciaram
0s povos posteriores. Eles cons-
truiram no século 28 a.C., durante
o reinado de Sargon, um calen-
dario astroldgico e elaboraram, a
partir do ano 747 a.C, uma tibua
de eclipses lunares. Este calend4-
rio e estas tdbuas chegaram até
0s nossos dias (Smith, 1958).

Parece ter existido uma rela-
¢do entre o conhecimento mate-
matico dos egipcios e dos babi-
[6nios. Ambos, por exemplo, usa-
vam as fragdes de numerador 1.

Também € plausivel supor que os
Povos posteriores tivessem co-
nhecimento da trigonometria
primitiva egipcia.

Um importante conceito no
desenvolvimento da Trigonome-
tria € o conceito de angulo e de
como efetuar sua medida, uma
vez que ele é fundamental em
diversas situagdes, como na com-
preensao das razdes trigonomé-
tricas em um tridngulo retdngulo
(nimeros que dependem dos
angulos agudos do tridngulo e
nao da particular medida dos la-
dos). Existem evidéncias de ten-
tativas de medi-los, em datas
muito remotas, pois chegaram
até nossos dias fragmentos de cfr-
culos que parecem ter feito parte
de astrolabios primitivos, prova-
velmente usados com propésito
de medig¢bes (Smith, 1958).

Uma trigonometria primitiva
também foi encontrada no Orien-
te. Na China, noreinado de Chéu-
pei Suan-king, aproximadamente
1110 a.C,, os tridngulos retangu-
los eram freqiientemente usados
para medir distancias, compri-
mentos e profundidades. Existem
evidéncias tanto do conhecimen-
to das relagdes trigonométricas
quanto do conceito de angulo e a
forma de medi-lo mas, infelizmen-
te nao temos registro de como
eram feitas as medicGes e quais as
unidades de medida usadas.

Na literatura chinesa encon-
tramos uma certa passagem que
podemos traduzir por: “O conhe-
cimento vem da sombra, e a sombra
vem do gnémon”, o que mostra
que a trigonometria plana primi-
tiva jé era conhecida na China no
segundo milénio a.C..

No mundo Ocidental, o saber
dos egipcios foi seguido pelo dos
gregos. E reconhecido que, se os
egipcios foram seus mestres, ndo
tardou para que estes fossem su-
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perados pelos discipulos. Na Gré-
cia a Matemdtica teve um grande
desenvolvimento, e a civilizagao
grega passou a servir de precep-
tora a todas as outras nagdes.

2. A trigonometria na Grécia
Segundo o historiador Heré6-
doto (490 - 420a.C.), foram os gre-
gos que deram o nome gnémon
ao relogio de sol que chegou até
eles através dos babilonios, embo-
ra jd tivesse sido utilizado pelos
egipcios antes de 1500 a.C..

O mais antigo gnémon de que
temos conhecimento e que che-
gou até nossos dias, estd no mu-
seude Berlim (Eves, 1995). Ele evi-
dencia e reforga a hipétese de que
a trigonometria foi uma ferramen-
ta essencial para observagio dos
fendmenos astrondmicos pelos
povos antigos, uma vez que a do-
cumentagdo relativa a esse perio-
do € praticamente inexistente.

G
A A A N
Solsticio Equindcio de Solsticio de verdo
deinverno Primavera e
Outong sombra minima
L
- i S
Y Fad

Figura 2 : O Gnémon

O gnémon era uma vareta
(GN na figura 2) que se espeta-
va no chdo, formando com ele
um angulo de 90° e o compri-
mento de sua sombra (AN) era
observado, num horério deter-
minado: meio dia. Uma observa-
¢ao dos limites da sombra per-
mitia medir a duracdo do ano e
0 movimento lateral didrio do
ponto A permitia medir a dura-
¢ao do dia.
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Como o tamanho do gnémon
era constante, ou seja, usava-se
sempre a mesma vareta, na mes-
ma posi¢ao, o comprimento de
AN ao meio dia variava com 0 an-

gulo A. Para nés isto significa uma

colocagao de AN, ou %% como

uma “fun¢ao” do angulo A, nos

‘ dias de hoje denominada cotan-
gente. Porém, nao temos nenhum
vestigio do nome no periodo.

‘ Sabemos que os diversos ra-
mos da Matematica ndo se for-
maram nem evoluiram da mes-

‘ ma maneira e a0 mesmo tempo,
mas sim gradualmente. O desen-

" volvimento da trigonometria estd
intimamente ligado ao da geo-

‘ metria. Neste campo, a Grécia
produziu grandes sabios; entre
eles Thales (625 - 546 a.C.),

‘ com seus estudos de seme-
lhanga que embasam a trigo-

' nometria, e seu discipulo
Pitagoras (570 - 495 a.C.).

‘ Conjectura-se que este ulti-
mo tenha feito a primeira de-
monstragdo do teorema que

‘ leva seu nome: “Ent todo tridngulo
retangulo a drea do quadrado cons-

‘ truido sobre a hipotenusa ¢ igual a
soma das dreas dos quadrados cons-

‘ truidos sobre os catetos”. Deste te-
orema deriva a relacdo funda-
mental da trigonometria.

‘ A Escola Pitagorica, fundada

no séculoV a.C,, foi responsével

‘ por descobertas na acustica, ela-

borando uma lei de intervalos
‘ musicais. Essa lei relacionava os
diapasdes de notas emitidas por
cordas distendidas, sob tensoes
iguais, aos comprimentos das
cordas. Podemos tomar a lei dos
intervalos musicais como um
prentincio do aparecimento das
fungdes seno e cosseno No 0sci-
loscopio do futuro, para se estu-
dar o som (Bell, 1945).
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A primeira amostra docu-
mentada de contribuigao grega
para o estudo da trigonometria
apareceu por volta de 180 a.C.
quando Hipsicles, influenciado
pela cultura babilonita, dividiu o
zodiaco em 360 partes. Essa idéia
foi posteriormente generalizada
por Hiparco para qualquer circu-
lo (Eves, 1995).

Por volta do ano 200 a.C. os
astrdbnomos gregos estavam mui-
to interessados em calcular a dis-
tancia entre dois pontos da su-
perficie terrestre e também o
raio da Terra. Foi Eratostenes de
Cirene (276 -196 a.C.), contem-
poraneo de Arquimedes (287-
212 a. C.) e Aristarco (310-230

A primeira amosty o
buicio i
contribuicao g
parazof%mdosgza/
trigonometrio aparecei
por volta de 180 a.C.
quando- Hipsicles

a. C.) que produziu a mais nota-
vel medida da Antiguidade para
a circunferéncia da Terra, usando
semelhanca de triangulos e ra-
zbes trigonométricas, o que o le-
vou a perceber a necessidade de
relagdes mais sistemadticas entre
angulos e cordas. Salientamos
que, para tornar possivel o traba-
lho de Eratostenes, foi determi-
nante na época o conhecimento
do conceito de angulo e de como
medi-lo. O tratado “Sobre a medi-
da da Terra”resume as conclusoes
a que ele chegou mas, infeliz-
mente, esses escritos se perderam
e tudo o que conhecemos sobre
o assunto chegou até nés pelos
relatos de Ptolomeu e Heron.

Concluir;qos que na Grécia,
durante os dois séculos e meio
compreendidos entre Hipocrates
e Eratostenes, a trigonometria
esteve”engatinhando”, o que nos
leva a concordar com a afirmati-
va de Boyer (1974), “de Hipocrates
a Eratostenes os gregos estudaran
as relacoes entre retas e circulos e
as aplicaram na Astronomia mas -
disso ndo resultou uma trigonome-
tria sistemdtica” (pag. 118).

Surgiu entao, na segunda
metade do século dois a.C., um
marco na histéria da trigonome-
tria: Hiparco de Nicéia (180-125
a.C.). Fortemente influenciado pela
matematica da Babilonia, ele
acreditava que a melhor base de
contagem era a 60. Néo se sabe
exatamente quando se tornou

comum dividir a circunferéncia
em 360 partes, mas isto parece
dever-se a Hiparco, assim
como a atribui¢do do nome
arco de 1 grau a cada parte em
que a circunferéncia ficou
dividida. Ele dividiu cada arco
de 1° em 60 partes obtendo o arco
de 1 minuto. Sua trigonometria
baseava-se em uma unica
“fungio”, na qual a cada arco de
drcunferéncia de raio arbitrario, era
associada a respectiva corda.
Hiparco construiu o que foi
presumivelmente a primeira ta-
bela trigonométrica com 0s valo-
res das cordas de uma série de
angulos de 0° a 180°, em cuja
montagem utilizou interpolagao
linear. Ele observou que num
dado circulo a razao do arco para
a corda diminui quando o arco
diminui de 180° para 0°. Resol-
veu entdo associar a cada corda
de um arco o angulo central cor-
respondente, 0 que representow
um grande avango na Astrono-
mia e por isso ele recebeu o titu-
lo de “Pai da Trigonometria”.
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Em linguagem moderna, esse
resultado seria:
lim 20X q
X
x—=0

Hiparco foi uma figura de
transigdo entre a astronomia ba-
bilénica e o grande Claudio
Ptolomeu, (Klaudius Ptolemai-
0s) autor da mais importante obra
da trigonometria da Antiguidade,
surgida no século dois de nossa
era, em Alexandria, a “Syntaxis
Mathemditica”, composta de treze
volumes. Ela ficou conhecida
como Almagesto, que significa
em drabe“A maior” = Al magest,
pois os tradutores drabes a con-
sideravam a maior obra existen-
te na época, em Astronomia. “As
obras de Autolico, Euclides, Ipsicle
e Aristoteles em Astronomia, juntas
formavam a Cole¢do Menor de As-
tronomia”. A obra de Ptolomeu
era a Colegdo Maior:“peyiot
Nn”, e as duas eram indispensa-
veis para se entender o legado as-
tronémico da Antiguidade grega
(Loria, 1982, pag. 85).

O Almagesto é um marco, um
modelo de Astronomia que per-
durou até Copérnico, no século
XVI. Ptolomeu, na verdade, sis-
tematizou e compilou no Alma-
gesto uma série de conhecimen-
tos bastante difundidos em sua
€poca e a maior parte da obra é
baseada no trabalho do astrénomo
e matematico grego Hiparco, cujos
livros se perderam. Isto aparece
num comentario sobre trabalhos
mais antigos, de Teon de
Alexandria, que viveu dois séculos
apos e foi um dos matematicos que
pesquisaram as descobertas
anteriores dos gregos. Ele
menciona que Hiparco escreveu
doze livros sobre célculo de cordas,
incluindo uma tabua de cordas.

O Almagesto sobreviveu e,
por isso temos suas tabelas tri-
gonométricas e também uma ex-
posi¢ao dos métodos usados nas
construgdes, o que é de grande
importancia para nés, visto que
tanto daquela época se perdeu.
Como disse Kennedy (1992): “Para
os matematicos o Almagesto tem in-
teresse devido as identidades trigo-
nométricas que Ptolomeu divisou
para auxilid-lo a reunir dados para
sua tabela de cordas” (pég.28).

Dos treze livros que com-
poem o Almagesto, o primeiro
contém as informagoes matema-
ticas preliminares, indispensaveis
na época, para uma investigacio
dos fendmenos celestes, tais
como proposigoes sobre geome-
tria esférica, métodos de calculo,
uma tdbua de cordas e explica-
¢Oes gerais sobre os diferentes
corpos celestes. Os demais livros
sdo dedicados a Astronomia.

Ptolomeu desenvolveu o es-
tudo da trigonometria nos capi-
tulos dez e onze do primeiro li-
vro do Almagesto. O capitulo 11
consiste numa tabela de cordas e
o capitulo 10 explica como tal ta-
bela pdde ser calculada. Na ver-
dade, ndo existe no Almagesto
nenhuma tabela contendo as
“fun¢bes” seno e cosseno, mas
sim a fungdo corda do arco x, ou
crd x, embora naturalmente es-
tes termos ndo aparecam.

A”fun¢do”corda do arco x era
definida como sendo o compri-
mento da corda que correspon-
de a um arco de x graus em um
circulo cujo raio é 60. Assim, na
tabela de cordas de Ptolomeu
existiam trés colunas: a primeira
listando os arcos, a segunda, o
comprimento da corda corres-
pondente a cada arco e a terceira
que dava o aumento médio de crd

| X correspondente a um acrésci-

| mo de um minuto em x. Esta coj
luna era usada para interpola-
¢Oes, isto €, para achar o valor de
crd x se x estivesse entre duas
entradas na coluna de arcos.

No Almagesto temos: (a)
uma tabela mais completa que a
de Hiparco, com dngulos de meio
em meio grau, de 0° a 180% (b) o
uso da base 60, com a circunfe-
réncia dividida em 360 graus e o
raio em 60 partes e fracdes sexa-
gesimais, ndo sé para expressar
angulos mas para qualquer tipo
de calculo, com exce¢do dos de
medida de tempo.

(c) o resultado que passou a
ser conhecido como Teorema de
Ptolomeu: Se ABCD é um qua-
drilatero convexo inscrito num
circulo, entdo a soma dos produ-
tos dos lados opostos é igual ao
produto das diagonais.

AB-CD +BC-DA = AC- BD

Figura 3: Teorema de Ptolomeu

A partir desse resultado, ope-
rando com as cordas dos arcos,
Ptolomeu chegou a um equiva-
lente das férmulas de seno da
soma e da diferenca de dois ar-
cos, isto € sen(a+b) e sen(a-b).
Especialmente a férmula para a
corda da diferenga foi usada por
ele para a construgdo da tabela
trigonométrica.

(d) o uso, também baseado
nas cordas, do seno do arco
metade:

sen? [%] = %(l—cos )

b
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Em nosso entender, a mais
importante contribui¢do do Al-
magesto foi tornar evidente a
possibilidade de uma descrigao
quantitativa dos fendmenos
naturais pela Matematica, ja que
ele desenvolveu, como muito
bem escreveu Aaboe (1984).

“...ndo somente seus modelos
astrondmicos, mas também as ferra-
mentas matemdticas, além da geo-
metria elementar, necessdrias para a
Astronomia, entre elas a
trigonometria.(pdg. 128). Mais do
que qualquer outro livro, 0 Almagesto

\ contribuiu para a idéia tdo bdsica nas

atividades cientificas, de que uma
descrigdo quantitativa matemdtica
dos fendmenos naturais, capaz de for-
necer predigoes confidveis, € possivel

. edesejdvel” (pag. 129).

Como o centro de nossas
atengoes € a trigonometria, pro-
pomo-nos a investigar aqui ape-
nas a génese das funges trigo-
nomeétricas. Isso significa que o
desenvolvimento do conceito de
funcio serd mencionado rapida-
mente. Um estudo historico mais
detalhado de fungdes pode ser
encontrado nos trabalhos de
Mendes (1994), Schwarz (1995)
e Oliveira (1997).

Na Grécia Antiga o conceito
de fungdo propriamente dito nao
foi desenvolvido, mas nos estu-
dos de Aristételes aparecem
idéias sobre quantidades varia-
veis e nos trabalhos de conicas de
Arquimedes e Apolonio ¢ intro-
duzido o”Symptom”de uma cur-

' va, definido por eles como a

condig¢do para que um ponto
pertencesse a conica, isto €, uma
espécie de dependéncia funcional
(Kennedy,1994).

A Matematica da Antiguida-
de Classica ndo estabeleceu a
nogdo geral de quantidade varid
vel ou de funcdo e concluimos

com Youschkevtch (1981) que os

métodos quantitativos de pesqui- |

sa, usados em Astronomia, ti-
nham como objetivo representar,
em tabelas, relacoes entre con-
juntos discretos de quantidades
dadas, mas sem a preocupagao de
generalizagao.

3. A contribuic¢ao dos hindus

No século IV da nossa era, a
Europa Ocidental entrou em cri-
se com as invasdes dos barbaros
germénicos e com a queda do
Império Romano. O centro da
cultura comegou a se deslocar
para a India, que revolucionou a
trigonometria com um conjunto
de textos denominados Si-
ddhanta, que significa sistemas
de Astronomia.

O que chegou até nés foi o
Surya Siddhanta, que quer di-
zer Sistemas do Sol e é um texto
épico, de aproximadamente 400
d.C, escrito em versos e em sans-

. crito. Os hindus diziam que o

autor do texto foi Surya, o deus
do Sol. Esta obra contém poucas
explicagbes e nenhuma prova
pois, afinal, tendo sido escrita por
um Deus, seria muita pretensao
exigir provas. (Boyer, 1974).

A importancia do Surya
para nés é que ele abriu novas
perspectivas para a Trigonome-
tria por ndo seguir 0 mesmo ca-
minho de Ptolomeu, que rela-
cionava as cordas de um circulo
com os dngulos centrais corres-
pondentes. Nas aplicagdes da
“fungdo” corda, na Astronomia,
era necessario dobrar o arco an-
tes de usa-lo na tabua de cor-
das. Naturalmente, era mais
conveniente ter uma tabua na
qual o préprio arco fosse a va-
ridvel independente. No Surya,
a relac@o usada era entre a me-
tade da corda e a metade do

angulo central correspondente, |
chamada por eles de jiva. Isto
possibilitou a visdo de um tri-
angulo retangulo na circunfe-
réncia, como na Figura 4.

Figura 4: O “Jiva” Hindu

sa 8 _ cateto oposto
e hipotenusa
c/2 c 1
SeRl = S5 =2 = = el
= T 2r 2 e

Definiam o jiva como sendo
a razdo entre o cateto oposto e a
hipotenusa.

A metade da corda dividida
pelo raio do circulo é o seno da
metade do arco (ou da metade do
angulo central correspondente a
todo o arco).

Com os hindus, as principais
“funcdes” trigonométricas foram
introduzidas e os métodos de ta-
bulagao se aperfeigoaram, parti-
cularmente os de interpolagdo
quadrdtica e linear.

Por volta de 500 d.C., o ma-
tematico hindu Aryabhata ja
calculava semi cordas e usava
também o sistema decimal, de-
senvolvido aproximadamente
em 600 d.C. Ao surgirem, 0s nu-
merais hindus continham nove
simbolos e ndo havia simbolo
para o zero.

Quando os hindus introduzi-
ram os conceitos de semi corda e
de seno, demostraram algumas
identidades, de modo que encon-
tramos em Varahamihira, no ano
505 d.C., o equivalente verbal de

sen’0 +cos’0=1
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Ap6s os hindus, foram os ara-
bes e os persas a dar sua contri-
buigdo a trigonometria.

4. A Trigonometria dos
Arabes e Persas

O Império Mucgulmano ou
Arabe, além da expansdo econd-
mica, viveu extraordinario avan-
o nos diversos campos das artes e
da ciéncia do fim do séculoVIII até
o século XI, com destaque ao sé-
culo IX. A expansdo do saber mu-
culmano deveu-se, sobretudo, a
difuséo da lingua drabe, que subs-
tituiu o grego na condigéo de lin-
gua internacional. O emprego do
arabe permitiu a fixagdo e a pre-
servagao de obras antigas, que fo-
ram traduzidas e assim difundidas
entre os intelectuais mugulmanos.

Podemos dizer que a influén-
cia arabe comecou com a funda-
¢ao da Escola de Bagdad, no sécu-
lo IX, e um dos seus maiores expo-
entes foi o principe da Siria Mo-
' hamed-ben-Geber, conhecido
como AL Battani (aproximada-
mente 850 a 929 d.C.), ou Alba-
tegnius, nas traducdes latinas, cha-
mado o Ptolomeu de Bagdad.

Os estudos de AL Battani fi-
caram entre o Almagesto e Si-
ddhanta e foi por sua influéncia
que a trigonometria hindu foi
adotada pelos drabes, principal-
mente a partir de sua genial idéia
de introduzir o circulo de raio
unitdrio e com isso demonstrar
que a razao jiva é valida para
qualquer tridngulo retdngulo, in-
dependentemente do valor da
medida da hipotenusa.

Figura 5: A Idéia do Raio 1de AL
Battani

jiva = catetoioposto _ %C_
0 _ BC
Senj =3

Se um tridngulo retdngulo
tem um angulo agudo —g entao,
quaisquer que sejam as medidas

do cateto oposto e da hipotenu-
sa, podemos afirmar que:

A ABC = A AB'C!
No AABC temos sen%: %E
PeloTeorema de Tales, temos:
jiva _ BC _BC!
1 =~ AB AB!
0 _ BIC! jiva
logo sen AR T

Figura 6: Férmula Usada para
Construir a Tabela de Al Battani

Com esta férmula pode-se
construir uma tdbua, de _ a 90
graus, variando de _em _ de graus,
ou seja, uma tabela de senos, ape-
sar deste nome ndo ter sido usado
para designa-la. Al-Battani estava
interessado em calcular a altitude
do sol, para o que foi necessario
usar as razoes trigonométricas e
construir tabuas mais precisas que
as existentes na época.

Depois de Al-Battani, digno
de nota entre os matematicos
arabes foi Ab{i’l Wéfa que, em
980, iniciou uma organizacio,
uma sistematizacdo de provas e
teoremas de trigonometria.

Destacamos também o astr6-

 trabalho no qual a trigonometria

nomo persa Nasir ed-dén al-
Ttsi autor, em 1250, do primeiro |

plana apareceu como uma cién-
cia por ela propria, desvinculada
da Astronomia. Isto seria retoma-
do na Europa, no século XV,
quando Regiomontanus estabe-
leceu a trigonometria como um
ramo da Matematica.

Quando a Escola de Bagdad
entrou em declinio, o centro das
atividades intelectuais deslocou-se
para o sul da Europa, para a Pe-
ninsula Ibérica, e com ele 0 estudo
da trigonometria, particularmente
nos triangulos esféricos necessarios
aos estudos astrondmicos. A
cidade de Toledo tornou-se o mais
importante centro da cultura a
partir de 1085, quando foi libertada
pelos cristios do dominio mouro.
Isto ocorreu porque para ela aflui-
ram os estudiosos ocidentais, vi-
sando a adquirir o saber mugulma-
no. O século XII na Histéria da
Matematica foi, entao, um século
de tradutores dos quais citamos
Platdo de Tivoli, Gerardo de
Cremona, Adelardo de Bath e
Robert de Chester . Com isso, a
Europa teve acesso a matematica
drabe e a heranga grega que havia
sido conservada, na medida do
possivel, por eles. (Struik, 1992).

5. A Influéncia do
Conhecimento Arabe sobre
os Europeus

Diversos dos astrdnomos ara-
bes se deslocaram para a Espanha
para trabalhar e passaram a
difundir o saber. Os mais impor-
tantes escritores foram os astro-
nomos Ibrahim ibn Yahya al
Naqqésh (conhecido como Abii
Ishaq ou Ibn al-Zarqgala ou, nas
tradugdes latinas como Arzachel,
e que viveu em Cérdoba), autor
de um conjunto de tabuas trigo-
nométricas em 1050, e Jabir ibn
Aflah (conhecido como Jeber ibn
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Aphla, tendo vivido em Sevilha), |
cujos estudos astronomicos de
1145 se mostraram tao interessan-
tes que, séculos mais tarde (1543),
foram publicados em Nuremberg.

O matematico europeu mais
habilidoso do século XIII foi Fi-
bonacci (1170-1250). Ele estu-

dou no norte da Africa e depois
viajou pelo Oriente como merca-
dor, com isso sofrendo grande in-
fluéncia dos arabes. Sua obra
“Practica Geometriae”, de 1220, é
uma aplicagdo da trigonometria

arabe na Agrimensura.

O rei Alfonso X de Castela ‘
ordenou, no ano 1250, a estudi-
0sos (cristdos, mouros e judeus) ‘
de Toledo que traduzissem os li-
vros de Astronomia e moderni- ‘
zassem as tabuas trigonométri-
cas arabes. Em 1254 foram con- |
cluidas as Tdbuas Afonsinas, que
junto com Os Libros del Saber de
Astronomia, foram considerados
de grande valia, uma vez que“a
cultura astrondmica preservada
na Peninsula Ibérica foi o esteio
da arte portuguesa de navegar, no
século XV” (Serrdo, pag. 49,1971).

6. A Trigonometria na Euro-
pa a partir do século X1V

Na Europa do século XIV al-
guns importantes passos foram
dados para o desenvolvimento da
Matemaética. Pela primeira vez as
nogdes de quantidades variaveis e
de fungdo sdo expressas e, tantona

Escola de Filosofia Natural do ‘

Merton College de Oxford quanto
na Escola de Paris, chega-se a
conclusdo de que a Matemtica € 0
principal instrumento para o estudo
dos fenomenos naturais. Com o inicio
do estudo da velocidade instan
tanea ou pontual e a atengao
especial dada ao movimento,

tornou-se necessario desenvolver
um suporte matematico para ele.
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Paralelamente ao desenvolvi-
mento da trigonometria, que ja
vinha ocorrendo na Europa des-
de o século XI com a retomada
do conhecimento arabe, ocorreu
o desenvolvimento das fungdes.
Neste campo surgiu Nicole Ores-
me (1323 -1382) com seu “Treati-
se on the configuration of Qualities
and Motions”, no qual introduziu
a representagdo gréfica que expli-
cita a nocdo de funcionalidade
entre varidveis (no caso velocida-
de por tempo). Seu trabalho in-
fluenciou Galileu (1564-1642) e
Descartes (1596-1650) nos sécu-

los XVI e XVIL. Com os estudos -

de Oresme comegou a se conso-
lidar o conceito de fungao.

No século XIV, Purbach, na
Inglaterra, retomou a obra de
Ptolomeu e computou uma nova
tabua de senos, muito difundida
entre os estudiosos europeus.
Purbach foi o mestre de Regio-
montanus (1436-1475), um dos

maiores matematicos do século |

XV, cujo trabalho teve grande
importancia, estabelecendo aTri-
gonometria como uma ciéncia
independente da Astronomia.

Regiomontanus escreveu um
“Tratado sobre tridngulos”, em cin-
co livros, contendo uma trigono-
metria completa. A invengao pos-
terior dos logaritmos e alguns dos
teoremas demonstrados por Na-
pier (1550-1617) mostram que a
Trigonometria de Regiomontanus
nio diferia basicamente da que se
faz hoje em dia. No “Tratado” ele
calculou novas tabuas trigonomeé-
tricas, aperfeigoando a de senos de
Purbach, e introduziu na trigono-
metria européia o uso das tangen-
tes, incluindo-as em suas tabuas.
Podemos dizer que foi ele quem
langou as fundagdes para 0s futu-
ros trabalhos na trigonometria
plana e esférica.

Copérnico (1473-1543) tam-
bém contribuiu ao completar, em
1520, alguns trabalhos de Regio-
montanus, que incluiu em um
capitulo de seu “De Lateribus et
Angulis Triangulorum”, publicado
separadamente por seu discipu-
lo Rhaeticus em 1542.

Com o advento da imprensa a
cultura se difunde e, a partir dai,
nenhum grupo nacional conserva
a lideranca. Na Antiguidade foi a
Grécia a sobrepujar 0s outros po-
vos do Ocidente, na Idade Média
oMundo Arabe, mas, do século XV
em diante, com o desenvolvimen-
to do Racionalismo, a atividade
matematica desloca-se repetida-
mente para diversos paises.

O primeiro trabalho impres-
so em trigonometria provavel-
mente foi a“Tabula Directionum”
de Regiomontanus, publicado em
Nuremberg certamente antes de
1485, pois a segunda edigdo data
desse ano, em Veneza. :

As seis fungdes trigonométri-
cas foram definidas como fun- -
¢des do angulo em vez de fun-
cdes do arco e subentendidas
como razdes, pela primeira vez, -
no “Canon DoctrinaeTtriangulo- -
rum” de Joachim Rhaeticus em -
Leipzig, em 1551, embora ele nao
tenha dado nomes para seno,
cosseno ou cossecante, exceto
perpendiculum, basis e hypotenusa.

Rhaeticus (1514-1576) reto-
mou, um século depois, as tébuas
de Regiomontanus de 1464, com
maior rigor nos cdlculos. Aumen
tou a precisao para onze casas
decimais e 0s senos, cossenos,
tangentes e secantes foram calcu
lados de minuto em minuto para
os arcos do primeiro quadrante, e
de dez em dez segundos para 0
arco de 1°. Ele foi o primeiro 2
adotar a organizagdo das tabuas
em semiquadrantes, dando os
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valores dos senos, cossenos e ‘
tangentes de angulos até 45° e
completando a tabela com o uso
da igualdade sen x = cos (/2-x).
Deve-se também a Rhaeticus a
introdugdo das secantes na
trigonometria européia e os calcu-
los do sen n 6 em termos de sen 6,
retomados e aprimorados por
Jacques Bernoulli, em 1702.
Neste relato histérico nao
poderiamos deixar de mencionar
Viete (1540-1603), pois foi ele
quem adicionou um tratamento
analitico a trigonometria, em
1580. Foi o primeiro matematico
a usar letras para representar co-
eficientes gerais, o que represen-
tou grande progresso no campo
da Algebra. Também construiu
tdbuas trigonométricas e calcu-
lou 0 sen 1’ com treze casas de-
cimais.
Viete iniciou o desenvolvimen-

to sistematico do calculo de medidas |

de lados e angulos nos tridngulos
planos e esféricos, aproximados até
minutos, e com a ajuda de todas
as seis fungdes trigonométricas.
Além disso, foi ele quem introduziu

métodos gerais de resolu¢do em |

matematica. E dele a idéia de
decompor em tridngulos retangu
los os tridngulos obliquos para
determinar todas as medidas dos
seus lados e angulos. Isto estd em
sua obra “Canon Mathematicus”.
No livro “Variorum de rebus ma-
thematicis”aparece um equivalente
da nossa lei das tangentes:

tg(A+B) a+b
iglA-B) a+p oM A € B
angulos e a e b os arcos respecti-

vos. Na verdade, esta relagao sé
foi publicada pelo matematico

dinamarqués Thomas Fincke, no
seu”Geometria Rotundi”, em Ba-
sel 1583, apesar de ser devida a
Viete.

A préxima figura notavel na
trigonometria foi Pitiscus que
publicou um tratado, em 1595, no
qual corrigiu as tdbuas de Rhae-
ticus e modernizou o tratamento
do assunto. A palavra trigono-
metria aparece pela primeira vez,
como titulo de um livro seu.

Depois de Pitiscus desta
camos o britanico Napier, que es-
tabeleceu regras para tridngulos
esféricos, amplamente aceitas,
enquanto sua maior contribuigao,
os logaritmos, ainda estavam
sendo analisados e ndo eram
reconhecidos como validos por
todos. Suas consideracdes sobre
os tridngulos esféricos foram
publicadas postumamente no
“Napier Analogies”, do” Constructio”
no ano de 1619, em Edinburgh.

Outro grande expoente em
trigonometria foi Oughtred. Em
seu trabalho de 1657 preocupou-
se em desenvolvé-la do ponto de
vista simbolico. No entanto, como
o simbolismo algébrico estava
pouco avangado para tornar isto
possivel, a idéia nao foi aceita até
que Euler exercesse sua influéncia
neste sentido no século XVIII.

John Newton (1622-1678)
publicou, em 1658, o tratado “Tri-

| gonometria Britannica” que, embo-

ra baseado nos trabalhos de Ge-
llibrand e outros escritores, era o
mais completo livro do tipo que
havia surgido em seu tempo.
Newton e Gellibrand anteciparam
a tendéncia atual de introduzir
divisGes centesimais do angulo
nas tabuas trigonométricas.

O proximo importante passo
em trigonometria foi dado por
John Wallis (1616-1703) ao ex-
pressar formulas usando equa-
¢Oes em vez de proporgdes e por

| trabalhar com séries infinitas.

Sir Isaac Newton (1642-1727)

trigonometria pois, paralelamen-
te aos seus estudos de calculo in-
finitesimal apoiados fortemente
na geometria do movimento, tra-
balhou com séries infinitas, ten-
do expandido arcsen x em séries
e, por reversao, deduzido a série
para sen x. Além disso, comuni-
cou a Leibniz a férmula geral para
sen (nx) e cos(nx) tendo, com

isso, aberto a perspectiva para o |

Sen X e 0 COos X surgirem como
nimeros e ndo como grandezas,
sendo Kastner, em 1759, o pri-
meiro matematico a definir as
fungbes trigonométricas de nu-
Meros puros.

Finalizando, vale mencionar
que Thomas-Fanten de Lagny
foi o primeiro matematico a evi-
denciar a periodicidade das

fungdes trigonométricas, em

1710, e a usar a palavra “gonio-
metry”, em 1724, embora mais
num sentido etimoldgico do que
como medida de angulo, como
agora € o caso.

7. A Trigonometria
Incorporada pela Anidlise
Matematica

A trigonometria toma a sua
forma atual quando Euler (1707-
1783) adota a medida do raio de
um circulo como unidade e defi-
ne fungbes aplicadas a um niime-
ro e ndo mais a um angulo como
era feito até entdo, em 1748. A
transigao das razoes trigonomé-
tricas para as fungdes periddicas
comegou com Viete no século
XVI, teve novo impulso com o
aparecimento do Calculo Infini-
tesimal no século XVII e culmi-
nou com a figura de Euler.

Uma idéia genial de Euler foi
criar a fungao E, que denomina-
remos fungdo de Euler. Ela as-
socia a cada nimero um ponto

. também deu sua contribui¢do a . de um circulo C, unitério e cen-
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trado na origem do plano carte-
siano. Seu dominio € o conjunto

R!* e o0 contra dominio é € A

fungdo E: R — C, associa a cada

x € E de modo que, um ponto
Pe C, P=(a b) pertencea C,
se e somente se a*+b’=1 .
Como essa fungao faz a cor-
respondéncia entre cada niume-
ro x e os pontos do circulo C,
ao numero zero corresponde o

ponto A = (1,0) e, dado x € K,

x > 0, mede-se, a partir desse
ponto A, um arco de compri-
mento x, no sentido anti - ho-
rario. A extremidade do arco é
um ponto P = E(x). Se x<0,
mede-se, a partir de A, um arco
de comprimento x, no sentido
horario, e se obtem o ponto P
= E(x) correspondente. A fun-
¢do E: R — C, consiste em en-
volver a reta como se fosse um
fio inextensivel sobre o circulo
C1 que, por sua vez, é imagina-
do como um carretel.
Definindo-se as fungdes:

hl:C1 - R por h1( P(a,b))=a
e

h:C— R por h, (P(a,b))=b,
e tomando-se as compostas: f =
h,oE e g=h,oE, podem-se
definir as fungdes seno e cosse-
no de um numero real x e nao
mais de um angulo, como era
anteriormente necessario.

Dado x € SR, a ele se associa
um ponto P, do circulo, sendo:
P=E(x)=(a,b). Considerando a =
cosx e b=senx definimos:

ERERe g RER,

sendo cosx a abscissa e senx a
ordenada de P = E(x).

Vide figura abaixo.

{B(©O1)

o

P{a}?h E(x) e '

R T YT — 1

X
A(1,0)

Como muito bem assinale
Lima (1991): “A fungdo de Euler E:
R— C, que possibilita encontrar senx
e cosx, como fungdo de uma varidvel
real x, abriu para a trigonometria as
portas da Andlise Matemdtica e de

intimeras aplicagdes as Ciéncias Fi- |

sicas” (pag. 35).

O tratamento analitico das
fungbes trigonométricas esta no
livro “Introductio in Analysin Infi-
nitorum”, de 1748, considerado a
obra chave da Analise Matemati-
ca. Nele, o seno deixou de ser uma
grandeza e adquiriu o status de
nimero obtido pela ordenada de
um ponto de um circulo unitério,
ou o numero definido pela série:

X3 5 x?
Senx—g!- + ﬁ - 7!‘+
E mostrou-se que:
i _ a-in eix + e—ix
sen X = T COS X = ——2"—

onde i é a unidade imagindria,
possibilitando definir as fungoes
seno e cosseno a partir dessas
relacdes, inserindo-as no campo
dos ntimeros complexos.

Enfim a trigonometria, no ini-
cio uma auxiliar da Agrimensura

e da Astronomia, tornou-se pri-

f=hl1 o0 E

a

meiramente auténoma e por fim
transformou-se em uma parte da
Andlise Matematica, expressan-
do relagdes entre numeros
complexos sem necessidade de
recorrer a arcos ou angulos.

Foi um longo caminho da
Humanidade para chegar até a
trigonometria que hoje ensina-
mos aos nossos alunos. Nesse
texto nao tratamos da evolugao
do conceito de angulo que é sub-
jacente e essencial ao desenvol-
vimento da trigonometria, nem
da construgdo das tabuas trigo-
nométricas ou da trigonometria
esférica, indispensavel na Astro-
nomia. Nos propusemos apenas
a descortinar parte dessa traje-
téria. Fica a nossa mensagem ao
professor para que, ao ensinar
trigonometria, de alguma forma
se discutam com os alunos ques-
toes que os levem a perceber que
o conhecimento matematico nao
“caiu do céu”ou surgiu pronto e
acabado e que talvez a evolugao
possa ser acompanhada e
alguma parte do caminho feita
com eles.

4,Na época o conjunto dos numeros reais nao estava ainda bem definido (isto 56 ocorreu no século XIX) porém, neste texto, estamos dando uma
interpretacio moderna do trabalho de Euler; para tanto tomamos por base o artigo de Lima, 1991.
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