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Este trabalho relata o resultado das discussoes

de uma atividade de planificacdo apresentada
no curso de Geometria do Projeto Pré-Ciéncias,
oferecido pelo PROEM-PUC/SP a professores
da rede estadual de educacdo, em convénio
com a FAPESPe a SEE.

No estudo de planificagio de figuras espaciais,
um dos tépicos enfocava as pirdmides de base
triangular, ou tetraedros. Em particular, uma das
atividades era obter uma planificagdo de tais
pirdmides a partir de dois tridngulos: um
representando a base e o outro uma das faces.
Procurando a solugcio, um grupo deparou-se com
uma figura que ndo permitia a representagao

de uma pirAmide no espaco, procurando as
respostas para tal impossibilidade o grupo
resolveu aprofundar as discussoes e, com o auxilio
do Cabri II, verificar as condi¢oes necessdrias
para a existéncia de tal pirdmide.

Palavras chave:
Planificagio de figuras do espago.
Piramides. Cabri IL. Formagio de pro-
fessores.

O PROBLEMA

Em situagGes antetiotes, no cutso,
concluimos que a planificagao de uma
pirimide triangular (figura 1) seria
obtida se, nos tridngulos que repre-
sentam as faces laterais da pirdmide,
os lados que formam uma mesma
aresta tiverem mesma medida e, tam-
bém, se as retas suportes das alturas
desses triangulos se interceptarem
num ponto V', projecio do vértice
da pirdmide sobre o plano da base.

Figura 1

Respeitando essas condig¢des, foi

possivel representar a planificagdo de
piramides a partir de um tridngulo
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base e de um ponto representando a
projecio do vértice (figura 2). Mas, as
condig¢bes estabelecidas nio eram su-
ficientes para garantir a planificacio de
uma pirimide triangular (construtivel)
partindo de dois tridngulos: um para
a base e outro para uma das faces la-
terais (figura 3)

Figura 2 e Figura 3

Considerando o tridngulo 1 como
base e o tridngulo 2 como uma das
faces da pirimide, a hipétese inicial era,
que qualquer ponto sobre a reta su-
porte da altura de um tridngulo — face
relativa a respectiva aresta da base,
poderia representar a projecio do
vértice e possibilitar uma infinidade de
planificagGes de piramides construti-
veis. No entanto, uma das figuras
construidas depois de recortada, nio
permitia a representacio de uma pi-
rimide, os tridngulos construidos
como faces permaneciam num mes-
mo plano.

Algo mais precisava ser conside-
rado e algumas questdes precisavam
ser respondidas:

Por qué obtivemos uma figura pla-
na, em vez de uma pirimide?

Na planificagio, onde deveria es-
tar a projecio do vértice para obtet-
mos a pirimide pretendida?

Em Busca de Respostas
Na tentativa de encontrar as res-
postas foi necessatio observar melhor
1 piramide:

x

Figura 4

Independente da localizacio da
projegio do vértice da piramide (fi-
gura 4), percebemos que o tridngulo
VMV7€ retingulo em 1€, portanto,
h=H'+m'ou Hz=b,2‘m,2,com
7=1,2,3 pois, para cada face teremos
um 4 e um  associados i ela. Assim,
para garantir a existéncia da pirdmide
no espago precisamos observar tam-
bém a existéncia de He considerar

paratalque:h,* m, e h,> m,

Para melhor visualizar a situacio
(figura 3), a construcio da planifica-
¢a0 da piramide foi feita no Cabri I1.

- Inicialmente foi construida a reta
r perpendicular a BC (figura 5),
poisl”'e r ; 17¢é projecio do vértice
da pirimide sobre o plano da base.

- Depois, as circunferéncias de cen-
tros: em B e raio BD, em C e raio
CA, que garantirio a igualdade das
medidas dos lados dos tridngulos das
faces, que formardo mesmas arestas.

'
s L
h1 =347 cm
m1=077 cm
H*2 =11.43 cm2
h2 =343 em
m2 = 0.66 em
HA2 =11.43 cm2
h3 = 3.58 cm
m3=118cm

Figura 5

" Epucacio MATEMATICA BM REVISTA, NOMERO 9, ANO 8

Pudemos notar com o Cabri IT
que com a manipulagio do ponto I
sobre a reta 7, desaparecia o tridngulo
ABQ e com a manipulagio do vértice
da segunda face desaparecia o tridn-
gulo ACE. Com o cilculo do valor
de H a partir das medidas dos seg-

mentos /, e », pudemos constatar
que nesses momentos H nos leva a

uma impossibilidade (/Ji<”’,»)-

Aprofundando o Estudo

Resolvemos, entio, aprofundar um
pouco mais nossas observagées so-
bre a existéncia da altura da piramide
(H) para obtermos construcées con-
sistentes.

1° Caso: h;=m,

a) A projegio do vértice da pi-
ramide coincide com o vértice de
um dos tridngulos procurados.

Tomando F como ponto de inter-
se¢do das duas circunferéncias, detet-
minamos o tridngulo ABF como uma
das faces procuradas. Manipulando V",
sobre a retar, para que coincida com
F (figura 6) notamos que F é simétrico
de D em relagdo a BC, fazendo b =
mi,paraas faces BCD e ABE

Substituindo este resultado na nos-
sa relagdo inicial, teremos H=0 e por-
tanto o tridngulo ABF no mesmo pla-

no da base da pirimide.
Podemos comprovar tal fato ob-




servando que o quadrilitero AFBC ¢ | pectivamente aos tridngulos ABI e
composto pelos tridngulos BCF e | ACE. Também neste caso, teremos a

ACE, que por sua vez sio congruentes,
tespectivamente, aos tridngulos BCD
e ACE, pois comparando os tridngu-

los BCD e FBC, temos: CB comum

aos dois tridngulos, DB = BF (raios da
mesma circunferéncia de centro B) e

DC =CF (raios da mesma circunfe-
réncia de centro C).
Podemos mostrat, igualmente, que
-os triangulos ACE e ACF sio
congruentes.

Assim, construindo a planificagio
com h=mteremos a planificagio de
uma pirdmide nio-construtivel, pois
sua altura Hserd igual a zero.

b) A projegio do vértice da pi-
rimide coincide com o vértice da
face dada.

Figura 7'
Se movimentarmos V~ até o pon-
to D, vértice da face dada, (figura 7)
obteremos o tridngulo BDI is6sceles,

pois BDe BI sio raios da mesma
circunferéncia de centro B, o que nos
dard h=m. Também podemos obser-
var que o ponto I encontra-se na in-
terse¢do da a circunferéncia de centro
B com a reta que passa pelo ponto D
(perpendicular a reta AB).

Como fizemos anteriormente,
podemos mostrar que o quadrilitero
ABDC é uma composigio dos tridn-
gulos ABD e ACD, congruentes res-

planificagio de uma pirdmide nio
construtivel, pois a altura da pirimide
serd nula, portanto o tridngulo BCD
estard no mesmo plano da base da
piramide. ’

2° Caso: b.<m.

Nos casos anteriores detectamos
dois pontos particulares F e I na cir-
cunferéncia de centro B (raio BD) que
nio permitiam a construgio da pira-
mide desejada, daqui em diante, 2 par-
tir da construgdo do tridngulo ABQ,
usaremos os pontos F e I como refe-
téncias para outras conclusdes.

a) Considerando Q 2 esquerda
do ponto F na circunferéncia de
centro B

Figilra 8

Tomando um ponto Q# Fna

circunferéncia de centro B, 2 esquerda
de F (figura 8), determinamos o pon-
to E, na circunferéncia de centro C tal
que AQ =AE. Determinando tam-
bém o ponto T na intersecgdo da cit-
cunferéncia de centro C com a reta
AC, notamos que 2 manipulagio do
ponto Q (a esquerda de F) faz o pon-
to E se aproximar de T e quando os
dois coincidem o tridngulo ACE dei-
xa de existir, pois CE = AC + AE.
Para delimitar tal situacdo na cit-
cunferéncia de centro B determinamos
o ponto T" tal que AT = AT" e assim

concluir que o ponto Q nio pode as-
sumir nenhuma posi¢do no arco
FQT".

A construgio da reta s, suporte da
altura do tridngulo ABQ em relagio
ao vértice Q, determina o ponto V*
na interse¢do com a reta 7. A manipu-
lagio de Q no arco FT” faz com que
o ponto V' pertenga a regido externa
da circunferéncia de centro C, o que
significa que V"~ estd a uma distancia
m , maior que a altura 4, em relagio ao
vértice Q, de qualquer tridngulo ABQ
construido. Teremos 4 <m e como
consequéncia a nao existéncia da re-
presentagio da pirimide pretendida.

b) Considerando Q a direita do
ponto I na circunferéncia de cen-
tro B

Figura 9
Vamos considerar agora o ponto
Q a direita do ponto I, interse¢do da
reta que passa por D e é perpendicu-
lar a reta AB. Podemos notar que a
direita do ponto I existe um arco na
circunferéncia de centro B em que

também < .

Determinando o ponto U na in-
tersecdo da reta AC com a circunfe-
réncia de centro C, teremos AU=
ACHCD. A circunferéncia de centro
A e raio AU nos dari o ponto S na
circunferéncia de centro B de tal for-
ma que AS=AC=+CD. Colocando
o ponto Q no arco IS, o tridngulo
ABQ serd obtusingulo e a reta suporte

Epucacio MATEMATICA EM REVISTA, NUMERO 9, ANo 8 19




i
|
i
i

de sua altura em relacio ao vértice Q
encontrara a reta 7 no ponto V’ na
regido externa a circunferéncia de cen-
tro B, o que nos dari < 4.

3° Caso: ),=0

Agora vamos observar o que
acontece quando movimentamos o
ponto Q a esquerda de T e 4 direita
de S na circunferéncia de centro B.

a) Q a esquerda de T’ na cir-
cunferéncia de centro B

Figura 10

Se determinarmos Y na intersegio
da circunferéncia de centro B com 2
reta AB (figura 10) perceberemos que
qualquer ponto Q tomado sobre o
arco T"Y, ndo poders ser o vértice do

tridngulo construido sobre 4B . Tal
escolha resultatia na impossibilidade
de construgio do tridngulo ACE com
AE=AQ, pois a circunferéncia de cen-
tro A e raio AQ nio interceptaria a
circunferéncia de centro C. Por outro
lado, o ponto E deveria estar na reta
t, perpendicular ao lado AC, passan-
do por V', e esta reta nio interceptaa
citcunferéncia de centro C nos levan-
do a concluir que o tridngulo ACE
nio existe (CE > AE + AC i
Neste caso, a nio existéncia do tri-
angulo ACE nos leva a considerar
h=0eobtet )<y, para o Cabri IT
o tridngulo ACE deixa de existir, bem

como o cilculo de H' (ver figura 5) J

aparece como nio existente.
b) Q a direita de S na circunfe-
réncia de centro B

Figura 11

|
|
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Para que 7 seja zero, teremos que
considerar a projegio do vértice da
pirdmide coincidindo com o péda
altura do tridngulo da face dada &V
pertence a0 segmento CB). Neste
caso, a altura da face dada coincide
com a altura da pirimide e uma das
faces da pirdimide ser4 perpendicular
a0 plano de sua base.

Podemos observar que, mesmo
nao existindo um dos triangulos re-

tangulos (de lados 4, , m, e H), pois

! . | um dos # ¢é zero, teremosh,> m,
Tomando o ponto J na intersegio ’

. N > bs> 5 o
da circunferéncia de centro B com a D>, b mieo p(?nFo Q néo per
reta AB (figura 11) e o ponto Q so- | tENCEr4 20s arcos proibidos.

bte o arco SJ, mais uma vez nio po-
deremos determinar o triangulo ACE
pois, se A0=AE e CD=CE, obtere-
mos AE>AC=(CE, facilmente verifi-
cado quando tragamos a reta t pet-
pendicular a reta AC, passando por

V’.Nocasoem que Q= ], teremos

A,BeQ colineares e, portanto, a nio
existéncia do tridngulo ABQ.

Assim, pudemos ver que o ponto
Q ndo pode pertencer 20 arco SJ, pois
aqui também obtemos } < w .

E evidente, pela propria natureza
do problema proposto, que nio é
necessario pesquisar o ponto Q sobre
o arco JDY, pois se o objetivo é ob-
ter a planificagio de uma pirdmide
construtivel, o ponto Q s6 podera
estar no arco ja estudado YF.

OBSERVACAO: 77, =0

Figﬁru 12
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4. Concluindo o Estudo

Finalmente, pudemos observar
que a planificagdo de uma pirdmide
de base triangular, dados a base ABC
e uma das faces CBD, seri obtida se
tomarmos, para vértice do tridngulo
ABQ, um ponto 0 qualquer, na cir-
cunferéncia de centro B e raio BD,
mais precisamente, no arco entre os
pontos F e I (a partir de Q constréi-
se a face A). Estando os tridngu-
los ABQ e ACE assim construidos

| obtemos a projegdo do vértice da pi-

rimide (I”) sobre a reta r entre os
pontos Fe D.

Figura 13

Assim, teremos a planificacio de

uma pirdmide triangular construtivel
(figura 13) se:

2) nos tridngulos das faces da pi-




ramide, os lados que formam a mes-

ma aresta tiverem a mesma medida |

(CD = CE, BD = BQ e AQ = AE);
b) a projegio do vértice sobre o
plano da base coincidir com o encon-
tro das retas suportes das alturas dos
tridngulos das faces e, ainda, perten-
cer ao segmento FD;,
c) se for satisfeita a relacio

h=H'*m', em que b é a altura de
cada um das faces em relagio ao res-
pectivo lado da base da pirimide, H
¢ a altura da pirimide e m a distAncia
da projegio do vértice 2 cada um dos
lados do tridngulo da base; ou seja,
h>me p20.

Vamos mostrar que, observando
essas conclusbes, poderemos obter a
planificagio de uma pirdmide trian-
gular construtivel.

‘Sendo Q um ponto qualquer so-
breoarcoFl, Q# Fe QO #1,temos:

a) BQ = BD (raios da mesma cit-
cunferéncia de centro B).

AQ=AE (por construgio).

EC=CD (raios da mesma circun-
feréncia de centro C).

b) Sendo 7, 5 e # as retas suportes
das alturas dos tridngulos das faces:
BCD, ACE e ABQ, respectivamente,
e I7a proje¢io ortogonal do vértice
da pirimide sobre o plano da base,
vamos mostrar que a interse¢ao des-
sas retas € o ponto I,

Como a projegio do vértice ests
sobre as retas suportes das alturas das
faces, entio:

se D e 7estdo alinhados, D est4
emrel”estiemr,

se Ee 7estdo alinhados, Eest4
emse [”estiemy,

se 0 e estdo alinhados, Q est4
em 7 e 17 esti em # Logo,

rosne={'}
¢) Qualquer que seja a pirimide de
base triangular (figura 14), sempre

existird pelo menos dois tridngulos
| VM retingulos em 1. Se 17 ¢ a
A proje¢io ortogonal de V sobre opla- |
{ no o da base, sabemos que se I'17’¢ '
perpendicular a0 planoa, entio
1‘ 117" faz 4ngulo de 90° com qual-
| quer reta que passe por I (contida
| messe plano). l

| Figura 14

Assim, comol”’ex e Me ,
entdo[”M c &, 0 que garante ]

perpendicular a 7" M , sendo o tri-

angulo "I"Mretingulo em 1, vale
arelagdo b > m pois b é hipotenusa.

Considerando a retar que passa por

' D e é perpendicular 4 reta CB (figura

,r 15) e considerando, no arco HI, os

pontos ,QI, ,QZ,...,,Q”, com@Q, #F,
Q,#1 (parai=1,2,..,n)etomando
004 Q simétricos respectivamen-
telde,Q em relagio 4 reta 4B, sabe-
mos que os segmentos O Q ’,

| 0 Q 30 Q sao cordas da cncunfe-
réncia de cefitro B e raio BD. Essas
cordas interceptam a reta 4B nos pon-
tosM, M +M (pontos médios das
cordas) e deterrhinam na reta 7, sobre

' o segmento FD os pontos 17, .., 1 .

|

- 17 .on
Como as cordas sdo perpendicu-

lares a reta suporte do lado 4B, te-
mosqueQM h, QM h te-
presentarao as alturas dos tridngulos
de VertlcesQ Q ,Q e que VM =

. VM =m, representaraoadls—

tancia d4 projegdo do vértice ao lado
ABdo tridngulo da base.

Assim, os segmentos 4, e m; €s-

tao contidos nas cordas da circunfe-
réncia de centro B e para as faces

AB,Q', sempre teremos b; > m, , pois
7
h; tera sempre a metade da medida

da respectiva corda e m, serd sem-

pre menor que tal medida.

En v

Figura 15

De modo anilogo, podemos

mostrar que 0 mesmo ocotre quan-
do tomamos como vértices para o
tridngulo construido sobre o lado AC
qualquer ponto pertencente ao arco
FT, obtido a partir das igualdades:
AF=AF e Al = Al

Com certeza, outras questSes po-
derdo ser colocadas:

- E se a face dada CBD nio fosse
um tridngulo acutingulo?

- E se abase ABC fosse um triin-
gulo retingulo ou obtusingulo?

- Seréd que estas condi¢es também
$20 necessarias para pirimides que
tenham outros poligonos como base?

Mas a partir de agora, a histéria é
outra. Desde j4, vocé esti convidado
(a) a contar.
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