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EQUACAO DO 2° GRAU:
UMA ABORDAGEM HISTORICA

Resumo

Esse artigo descreve um breve
historico do desenvolvimento da
equagdo polinomial do 2° grau, em
termos de representagao e de reso-
lucdo. Inicialmente, sdo apresentadas
as civilizagOes antigas que contribui-
ram de forma direta para o aperfei-
¢oamento da escrita e solugao de
equagoes desse tipo. Paralelamente,
apresentamos as solugoes e represen-
tagoes de alguns eminentes matema-
ticos, de forma a valorizarmos todo o
desenvolvimento. Evidenciamos al-
gumas construgbes geométricas fei-
tas por Descartes, Leslie e Staudt de
modo a salientar a precisao de méto-
dos geométricos de resolugao. Este
artigo visa a fornecer uma valiosa aju-
da didética a todos os interessados no
ensino e aprendizagem da Matema-
tica, sobretudo, da equagao polino-
mial do 2° grau.

Palavras-chave: equagao, poli-
nomial, Bhaskara.

Introdugao

Leia o texto, e conclua se € ficgdo
ou realidade.

Um aluno na 8" série, de uma de-
terminada escola, fez as seguintes
perguntas a seu professor de Mate-
matica:

Como surgiu a Equagdo
do 2° grau?

Como descobriram
a formula de Bhdskara?

Wagner da Cunha Fragoso

Obteve como resposta:

Sinceramente! eu ndo sei, mas no 2°
grau vocé obterd a resposta que deseja.

No ano posterior, ja na 1° série
do 2° grau, todo entusiasmado, no-
vamente as perguntas foram feitas ao
seu novo professor de Matematica, e
a resposta obtida foi :

Nio sei! mas se vocé continuar
seus estudos em Matematica
com certeza encontrard as respostas
que deseja, caso contrdrio, isto ndo terd
a minima importancia, além do que,
nio é matéria de prova.

Depois de ter concluido o 2° grau,
resolveu prestar exames para O Curso
de Matematica e, por obra do destino,
e de seus esforgos, ingressou no curso
de Licenciatura; assim que teve conta-
to com alguns professores fez as per-
guntas que o acompanhavam a tantos
anos obtendo a devastadora resposta:

Vocé deveria ter aprendido isso
ld no primeiro grau!

Talvez este texto acima contenha
uma certa dose de exagero.

Talvez néo, contudo, serd que to-
dos os professores de Matematica do
1°, 2° ou 3° grau, conseguem respon-
der as perguntas deste ansioso aluno?

Seja qual for a resposta, acreditamos
que a abordagem histérica sobre a equa-
¢ao polinomial do 2° grau, da forma ax’
+ bx + ¢ =0, com a # 0, que sera apre-

1 Licenclado em Matematica pela UFMG e Especialista
Colégio Militar de Santa Maria - RS. (0xx55) 221-1253.*

sentada sucintamente, venha a esclare-
cer algumas duvidas a respeito desse
tépico de alta importancia no estudo da
Matematica, em qualquer nivel.

Abordagem Historica

A principio, quando pensamos
em Histéria da Matematica, o pen-
samento volta-se para as civilizagoes
antigas. Logo, a abordagem historica
que apresentaremos buscou eviden-
ciar o desenvolvimento desse conteti-
do matematico desde o Egito antigo
até os dias atuais.

Egito

Apesar dos egipcios terem desen-
volvido técnicas para o tratamento de
alguns problemas envolvendo fragoes
de numerador unitério®, éreas de al-
gumas figuras planas, volumes de al-
guns solidos e uma curiosa técnica de
resolugdo de equagdes polinomiais do
1° grau, denominada pelos europeus
de “método da falsa posigdo”, como
esta registrado nos papiros de Rhind’,
de Moscou, entre outros papiros de or-
dem matematica nao encontramos re-
gistros do tratamento da equagao po-
linomial do 2° grau.

Os pesquisadores e historiadores
matematicos mantém viva a suspeita
de que essa civilizagao tenha desen-
volvido alguma técnica de resolugao,
mesmo nao havendo registros deste
assunto. Essa crenga baseia-se na re-
solugdo, pelo método da falsa posicao,
encontrada no papiro de Kahun, da
equagio do 2° grau da forma X* +y* =
k, sendo k um namero positivo.

em Matematica pela UFSM. Atualmente é professor no
e-mail: wagner.aquarius@zipmail.com.br

2 Excecdo a regra é a fracao dois tercos, unica fracao de denominador nao unitario envolvida no tratamento

fracionario eglpcio. Fonte: Boyer 1996, p.10,

3 Maior fonte de informacdes da matematica egipcia, possuindo 5 m de comprimento por 0,30 m de largura.

Ebucacio MareMaTioa BM REVISTA, NOMERO 8, ANO T

)



56

Problema 21

Qual € a pressao atmosférica que
suporta um ponto que estd a 0,5 km
do nivel do mar?

Eum ponto a 2,5 km de altitude,
a que pressao atmosférica ele esta
submetido?

Qual ¢é a altitude de um ponto
onde a pressao atmosférica é a me-
tade da pressao ao nivel do mar?

Em qual altitude a pressao at-
mosférica serd 0,59049 atm?

Se as pressoes nos pontos A e B
sao respectivamente 0,7 atm e 0,5
atm, determine a pressao em C, cuja al-
titude ¢ a soma das altitudes de A e B.

Entre esses problemas, o que pro-
porcionou maior grau de liberdade
para estender o conceito de poténcia
¢ o problema 21, devido a lei geral que
ele encerra: p=0,9". Durante as dis-
cussoes sobre “todos” os valores que
h pode assumir, percebemos que para
certos alunos ,“todos os valores”sig-
nificava um conjunto de niimeros ra-
cionais de certo tipo ou, na melhor
das hipoteses, todos os niimeros ra-
cionais; mas os irracionais foram
completamente desconsiderados por
eles, 0 que nos leva a concluir que”a
pressdo atmosférica num ponto

cuja altitude é /2 km “ nao tem
qualquer sentido para eles. Tanto o
estudo da continuidade de fungoes
reais, em Calculo, como a construcio

geométrica de um segmento com V‘l2
unidades de comprimento, auxilia-
ram esses alunos a conferir algum
significado a afirmagéao anterior.
A partir da resolugdo desses proble-
mas, esse trabalho levou os alunos a:
® caracterizar uma fungao exponen-
cial, analisar e interpretar graficos
de fungdo exponencial em contex-
tos de outros campos do conheci-
mento, identificar equagoes e ine-
quagoes exponenciais e resolvé-las,
lidar com problemas em que a de-
terminagdo de expoentes nao po-
deria ser feita a partir da resolucao
de equagoes exponenciais, isto é, li-
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dar com logaritmos, por aproxima-
¢oes, muito antes de qualquer defi-
nigao.

Os processos de generalizagio, o
estudo de fungdes a partir da variagio
de grandezas, a elaboragdo e andlise
de graficos de fungdes que descrevem
fendmenos reais em outras dreas do
conhecimento, foram algumas das ca-
racteristicas desse trabalho, desenvol -
vido por meio da resolugdo de proble-
mas, levando os alunos a pensarem
sobre as situagdes a partir de seus pré-
prios conhecimentos, muito antes de
qualquer formalizagao, que invariavel-
mente vinha no final de cada etapa,
quando necessario.

Os estudantes desse curso foram
avaliados continuamente no trabalho
didrio, desenvolvido em classe;

* nos trabalhos individuais extra clas-
se, quando tinham oportunidade e
tempo de refletir individualmente
sobre as questdes propostas;

® nas provas individuais, momento
em que foram incentivados a se co-
locarem frente ao saber que tinham
construido;

® nos trabalhos em grupo, feitos em
classe, quando a argumentagao de
cada um em defesa de seu ponto de
vista foi a agao mais significativa.

Como a intengao foi sempre a de
verificar
® a compreensao que os estudantes
tinham sobre idéias, conceitos e
procedimentos matematicos;
* se eles desenvolveram e adquiriram
competéncias e habilidades como
a capacidade de fazer representa-
¢oes e de se comunicar, de investi-
gar, compreender, questionar, argu-
mentar,
em nenhum momento foi exigi-
do deles algum tipo de memorizacio
e mecanizagao sem prévia compreen-
sdo. Desse modo todos os trabalhos
desenvolvidos por eles foram feitos
com consulta a livros, a textos, a ca-
dernos, ao professor. Assim, foi um
pouco menos dificil perceber a evolu-

¢do de cada aluno, ndo s6 em relacio
a seu saber matematico, mas também
em relagao a suas atitudes frente a
agao de aprender, como mostrar inte-
resse no intercambio de idéias, argu-
mentar em favor de suas idéias, en-
frentar com confianga situagdes novas,
ter curiosidade e gosto em aprender,
ter iniciativa na busca de informagdes,
trabalhar em grupo, partilhando sabe-
res e responsabilidades etc.
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O trabalho com os conceitos de fungio e fungdes polinomiais do 17 e 2° graus foi complementado com o estudo da
variagdo exponencial de grandezas, desembocando no estudo da fungdo exponencial.

Ainda com o objetivo de levar os alunos a ultrapassarem a visdo intuitiva da linearidade, em que f(a + b) = f(a) +
f(b) e f(kx) = k.f(x), vdrias situagdes foram propostas para andlise e resolugio. Algumas delas foram do tipo:

17. Considere uma cultura de bac-
térias cuja populagao, num certo ins-
tante, é de 1000 individuos. Consi-
dere, também, que cada individuo
dessa cultura, por um tipo especial
de divisao celular, dé origem a dois
novos individuos idénticos por hora.,
Determine o tamanho aproximado
da populagio dessa cultura, cinco
horas ap6s aquele instante, supon-
do que nenhum individuo morra
nesse intervalo de tempo.

18. No esquema seguinte pode-se
ler a palavra AMO de vérias ma-
neiras. Vamos estabelecer que:
1%) A leitura comega da letra A.
2°) Apos termos lido uma letra
qualquer da palavra, a proxima
letra a ser lida devera estar ime-
diatamente a direita, ou imedi-
atamente abaixo daquela letra.
AMO
MO
O
a) De quantas maneiras distintas po-
demos ler “AMO”no esquema?
b) De quantas maneiras diferen-
tes podemos ler as palavras
AMOR, AMORA, AMORAS e
AMOREIRAS nos esquemas
abaixo, seguindo as mesmas re-
gras de leitura?

AMOR AMORA
MOR MORA
OR ORA
O RA

A
AMORAS AMOREIRAS
MORAS MOREIRAS
ORAS OREIRAS
RAS REIRAS
AS EIRAS
A IRAS

RAS

AS

A

19. Dez pessoas fundam um clube.
Um dos regulamentos do regimen-
to interno do clube prevé que cada
s6cio pode convidar dois novos so-
cios ao final de cada ano. Calcule o
nimero maximo de socios que esse
clube podera ter ao fim de:

a) 1 ano.

b) 2 anos.

¢) 3 anos.

d) 10 anos.

e) n anos (n inteiro, n > 0)

20. No primeiro dia ttil de 1988
(data que sera chamada de “data-
base”), um pequeno investidor tem
o saldo de R$ 10000,00 em cader-
neta de poupanga (estamos supon-
do que os rendimentos do ultimo
periodo que antecedeu a data- base
ja tenham sido creditados).

Durante os proximos meses,
sdo pagos a esse investidor rendi-
mentos a uma taxa de 15% ao més.

Supondo que a partir da data-
base nao foram feitos nem depositos
nem retiradas, calcule o saldo dessa
conta com relagao a data-base, apos:

a) 1 més;

b) 2 meses;

¢) 3 meses;

d) 12 meses;

) n meses (n inteiro, n > 0).

21. A pressdo atmosférica ao
nivel do mar ¢ igual a 1 atm.

Suponha que, ao se elevar um
objeto de um ponto A aum ponto
B, de modo que a altitude de B te-
nha 1 km a mais que a altitude em
A, apressdo atmosféricaem Bseja
90% da pressao em A.

Nessas condicoes, determine a
pressao atmosfeérica com relagéo ao ni-
vel do mar, num ponto cuja altitude ¢:

a) 0 km;

b) 1 km;

b) 2 km;

¢) 3 km;

d) 4 km;

e) 9 km;

g) h quilometros.

problemas retirados da Proposta Curricular para o Ensino de Matematica - 2° grau, SE do Estado

de Sao Paulo.

A partir da resolugao desses pro-
blemas, entre outros, foi estendido o
conceito de poténcia para expoente
racional e real, mediante questiona-
mentos que foram feitos durante a
resolucdo, como por exemplo:

Problema 17
Apds quantas horas essa popu-
lagao tinha 1024000 individuos?
Apds um certo niimero de horas
é possivel que essa populagao tives-
se 300000 bactérias?

Problema 18

De quantas maneiras diferentes
é possivel ler uma palavra com n le-
tras, escrita no esquema dado, com
as mesmas regras para sua leitura?

Quantas letras tem uma palavra
escrita nesse esquema, se ela pode ser
lida de 512 maneiras diferentes?

E possivel que uma palavra colo-
cada no esquema dado seja lida de 2
064 maneiras diferentes, obedecen-
do as regras de leitura descritas?

Problema 19

Apds quantos anos, 0 nimero ma-
ximo de sGcios desse clube sera 218707

O niimero maximo de socios des-
se clube poderd ser de 65000, caso
cada socio traga dois novos s0¢ios ao
final de cada ano? Por qué?

A partir de que ano o nimero
maximo de sdcios desse clube sera
maior que 200000?

Até que ano o nimero maximo de
s6cios desse clube foi menor que 8.000?

Problema 20
Quantos meses apos a data-base
o saldo sera de R$ 46523,917
E possivel que o saldo, apos um cer-
to nimero de meses seja de R$ 5000,00?
A partir de que més apés a data-
base, o saldo sera de R$ 100000,00?
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No decorrer desse processo de
aprendizagem, além de analisar e
apreender idéias e conceitos mate-
maticos, os alunos comegaram a se
apoderar de ferramentas conceituais
e procedimentais que lhes dao supor-
te em outras dreas do conhecimento.

11. Observe esta sucessdo de figuras:

s

Expresse algebricamente a lei que
fornece

a) o total dos menores quadradi-
nhos da n-ésima figura, -

b) o total dos menores quadradi-
nhos brancos da n-ésima figura.
¢) Que lugar ocupa, nessa sucessio,
uma figura que tem 110 menores
quadradinhos brancos? E a que tem
328 menores quadradinhos brancos?

12. Uma pedra é langada ao ar.
Suponha que altura h, em metros,
em relagao ao ponto de lancamen-
to, t segundos apos o lancamento,
seja h = -5¢* + 10t.

a) Qual é a altura atingida pela pe-
dra meio segundo ap6s o langa-
mento?

b) No contexto do problema, para
que valores de ta fungdo h tem in-
terpretagdo pratica?

¢) Esboce o gréfico da fungao h, res-
salte nele a parte que corresponde
aos valores de t do item anterior.
Identifique a altura maxima atingi-
da por essa pedra e 0o momento que
ela a atinge.

13. Gerador é um aparelho que
transforma qualquer tipo de energia
em energia elétrica. Se a poténcia P,
em Watts, que um gerador langa
num circuito elétrico é dada por P =
20i-5i* onde i é a intensidade da
corrente elétrica que atravessa o ge-
rador, em Amperes, entio:

a) para que intensidade da corren-
te este gerador langa no circuito
sua poténcia maxima?

b) para que intensidade da corren-
te este gerador langa no circuito
uma poténcia de 15 W?

Epveagao MATEMATICA EM REVISTA, NOMERO 8, ANO 7

Inicialmente, os alunos foram in-
centivados a buscar entre todos os
problemas jd resolvidos aqueles que
envolviam fungdes, cuja lei, expressa
algebricamente, eram do 2° grau.
Além de analisar coeficientes, grafi-

para que valores de x, no contexto do
problema, f(x) tinha interpretacio
pratica.

A seguir, encontram-se alguns
dos problemas que, na seqiiéncia, vi-
abilizaram o trabalho com a fun¢io

cos cartesianos, analisaram também quadratica.

14. Um fabricante gasta R$ 20,00 na producao de uma unidade dos objetos
que fabrica. Calcula-se que, se cada objeto for vendido por x reais, 0s con-
sumidores comprardo, por més, 120 - x unidades.

a) Expresse o gasto (G) do fabricante como fungéo da quantidade fabrica-
da e vendida por més.

b)Expresse a receita mensal (R) obtida com a venda desse produto, em
fungao do preco de venda.

¢) Expresse o lucro mensal (L) como fungdo do prego de venda e construa o
grafico dessa fungio.

d) Qual é o melhor prego de venda desse produto para o fabricante?

15. Um caminhao, andando numa estrada que liga as cidades A e B, teve
sua velocidade variando com o tempo, segundo o grifico a seguir.

As velocidades positivas indicam que ele caminhava de A para B e as nega-
tivas, de B para A.

a) Quando o experimento comegou a ser observado, qual era a velocidade
do caminhao e em que sentido caminhava?

b) Nessa experiéncia o caminhao parou alguma vez?

¢) Nessa experiéncia, durante quanto v (km/h)

tempo o caminhao foi no sentido da ci-

dade A para B? E durante quanto tempo

ele voltou de B para A? Nesse periodo a
velocidade do caminhio variou ou per-
maneceu constante? 60 ,
d) Em que instante o caminhio atingiu f
maior velocidade, quando estava indo da : tth
cidade B para A? 01N 34547
e) Descreva o significado pratico que os

pontos do grafico (0, 60), (1, 0) e (6, 0) tém nessa experiéncia.

f) Se a curva do gréfico acima é uma parabola, expresse algebricamente a
velocidade v do caminhao em fungéo do tempo decorrido t, durante o qual
a experiéncia foi realizada.

16. A variagdo que a despesa com o custo de produgio de um bem de con-
sumo (C) e que a receita (R) da empresa que produz e vende esse bem,
sofrem com a variagio do prego uni-

tario de venda (p ) estdo represen- y
tadas neste grafico:

a) Por quanto esse bem de consumo
deve ser vendido para que a empresa
tenha lucro?

b) Quando os objetos produzidos sdao
vendidos por 6 reais cada um, a empre-
sa terd lucro ou prejuizo? De quanto? Py

¢) Determine as leis algébricas que des- (reais) >
crevem as fungdes custo (C) e receita (R). 2 5 6

(milhares de reais)

Custo

1O\ \J oo

Receita




Algumas observagdes sobre os procedimentos dos alunos e suas dificuldades estao computadas a seguir.

Problema 7

As unidades de medida das
grandezas envolvidas nao tinham
muito sentido para eles, apesar de
serem professores de Ciéncias.

Identificaram no grafico, com
facilidade, que a cada aumento de
100 gf a mola se alongava 10 cmy;
entretanto, nao perceberam ime-
diatamente que a constante k = 0,1
cm/gf descrevia exatamente essa
razao entre o aumento do peso e
o respectivo aumento do alonga-
mento, isto é, que k era a taxa de
variacdo constante dessa fungao.

Problema 8

O preenchimento da tabela foi
imediato, ndo porque conheces-
sem a lei, mas porque sabiam que
a espagamentos iguais entre valo-
res de q, deveriam corresponder
espagamentos iguais de valores
correspondentes de p, jd que o gra-
fico era uma reta.

4 q, (litros) 60-x _ 60
2. 8
60 - x(
60 (
x{ ;
( p (reais)
0 T 8

Em nenhum momento pensa-
ram em preencher a tabela levan-
do em conta semelhanga de trian-
gulos, no grafico.

Um trabalho semelhante foi
desenvolvido com a fungao qua-
drética, quando, a partir de proble-
mas em contextos diversos, 0s alu-
nos passaram a

e caracterizar uma fungao poli-
nomial do 2” grau,

e identificar em que dominio
uma fungdo quadratica esta definida,
tendo em vista o contexto do proble-

A pergunta b) nao foi respon-
dida com facilidade. Mesmo de-
pois de todo esse tipo de trabalho,
alguns alunos ainda tentavam adi-
vinhar uma lei que fosse satisfeita
pelos nimeros da tabela. As ferra-
mentas geométricas, como seme-
lhanga de triangulos, que poderi-
am auxilia-los nessa tarefa nao fo-
ram se quer consideradas.

Problema 9

A discussdo sobre o que en-
tendiam por custo total de produ-
¢do, sobretaxa, custo unitdrio de
produgéo, serviu para familiarizar
0s alunos com o universo de dis-
curso do problema, alids, nao co-
mum nas aulas de matematica no
ensino fundamental ou médio.

Houve dificuldade em transfe-
rir o raciocinio aritmético que uti-
lizaram para determinar o custo
total, sabendo o custo fixo e o cus-
to por unidade produzida, para o
problema. Em outras palavras, os
alunos nao apresentavam dificul-
dade em achar o custo total quan-
do a sobretaxa, o nimero de gela-
deiras e o custo unitdrio de pro-
dugéo eram dados, ja que identifi-
cavam as operagoes que deveriam
eleger para tal custo (“multiplico
0 prego unitario de custo pelo to-
tal de geladeiras produzidas e
somo com a despesa fixa - a so-
bretaxa). Entretanto, quando o
numero de geladeiras era variével
e, portanto o custo total de produ-
¢ao também, encontravam dificul-

ma, no qual ela descreve a variagao
de duas grandezas,

e examinar taxas de variagao em
diversos intervalos,

e compara-las com as da fungao
do 1¢ grau,

e identificar valores maximos e
minimos da fungdo, num intervalo
que tenha significado frente a situa-
¢do-problema analisada,

dade em estabelecer a lei que re-
laciona essas duas grandezas. Ain-
da apresentavam problemas com
a generalizagao.

Quanto a representagao geo-
métrica da variagao dessas gran-
dezas por meio de grafico cartesi-
ano, o problema da continuidade,
frente a situagdo apresentada, ain-
da persistia, ja que ligavam os pon-
tos por uma reta, embora argu-
mentassem que nao teria sentido
um ponto daquela reta represen-
tar 7,5 geladeiras a um custo total
de R$ 7250,00, ja que nenhum fa-
bricante produz meia geladeira.

Problema 10

A retomada do significado de
“decréscimo constante”e a respec-
tiva representagao grafica da vari-
agdo de grandezas quando isso
ocorre (pontos alinhados sobre
uma reta) foi feita comparando-se
o problema 8 com este.

O valor desse decréscimo
constante foi determinado como
10 pontos por ano, ji que em 3
anos (1997-1994) a média decres-
ceu 30 pontos (552 - 582)

Tal valor foi identificado como
a taxa de variagdo da fungao (-10)
e a inclinagao da reta ( maior que
90" ) com o sinal (-) dessa taxa.

Ainda neste momento tiveram
dificuldades para elaborar a lei da
fungdo do ponto de vista algébri-
co. A saida foi trabalhar com a se-
melhanga de tridngulos retingu-
los envolvidos no grafico.

e compor sua lei algébrica a par-
tir de seu grafico,

e analisar uma situagao dada por
meio da interpretagdo de graficos de
fungdes polinomiais do 1° e 2° graus,
bem como da interpretagao algébri-
ca, como por exemplo determinar
pontos comuns aos graficos e qual o
sentido que eles possuem no contex-
to do problema.
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3 Familiarizagdo com as idéias que ddo suporte ao conceito de fungdo polinomial do 1° grau e com suas caracte-
risticas algébricas e geométricas.

Nesta etapa enfatizamos cada vez
mais o carater interdisciplinar dos pro-
blemas, sempre que possivel, sem dei-
xar de lado a preocupagio de ressal-
tar a conexao entre vérios campos da
propria matemdtica que mantém in-
terface com fungdes. Por isso mesmo,
mantivemos nosso propésito de con-
tinuar analisando tanto as fung¢oes de
dominio denso, como as de dominio
discreto (nesse caso, nossa intengao
era a de trabalhar seqiiéncias aritmé-
ticas dentro do tema Fungao).

Todas as equagdes obtidas nos
problemas anteriores, nos quais 0s
alunos lidaram com variagio de gran-
dezas, foram retomadas para que
identificassem as fungdes do 1° grau.
A partir da comparacao dessas com
as demais foi caracterizada a funcao
polinomial do 1° grau como aquela
“descrita”pelalei f(x) =ax +b, com a
e b reais e a ndo nulo. Neste momen-
to, o simbolo f(x) ja tinha algum sen-
tido para eles. O mesmo procedimen-
to foi utilizado para caracterizar as
fungdes polinomiais do 2° grau.

Os contextos dos problemas
abrangiam cada vez mais (sempre
que possivel) outros campos do co-
nhecimento que se valem do concei-
to de fun¢dao como um instrumento
extremamente eficiente para tratar de
suas questoes proprias (Fisica, Eco-
nomia, Biologia, etc).

Muitas questoes sobre fun¢des
do 1" grau foram tratadas a partir da
familiarizagao dos alunos com os ob-
jetos de estudo da Economia. Os
problemas oferecidos abarcavam va-
rias idéias como a de oferta, deman -
da, receita, custo, lucro, etc, cujo sig-
nificado foi sendo apreendido e
aperfei¢oado, a partir da analise e
discussao sobre tais idéias advindas
da experiéncia ndo escolar dos pro-
prios alunos. Nesse inicio de apren-
dizagem, o raciocinio aritmético en-
fatizado na resolugao desses proble-
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mas foi garantia de sucesso na elaboragio da lei algébrica que descreve o
que cada fungao“faz” com as grandezas envolvidas no problema analisado,

como por exemplo:

7. Suspendendo um corpo numa
mola, ela sofrera um alongamen-
to A em fungdo do peso P do cor-
po suspenso. Em 1660, o inglés
Hooke descobriu experimental-
mente que dentro de certos limi-
tes tal funcdo é polinomial do 1°
grau, dada por A =k . P, onde k é
uma constante. O gréfico seguin-
te se refere ao caso de uma mola
para o qual k = 0,1 cm/gf, até atin-
girmos 500gf.

4 alongamento (cm)

50
40 e :
30 - '
200 - .’
100 :

160 200 300 400 500

a) Para cada aumento de 100gf de
quanto se alonga a mola?

b) Essa fungao é polinomial do 1°
grau?

¢) As grandezas alongamento e peso

sdo diretamente proporcionais?

| peso

@,

Probl daptado do liveo Matemtica Aplicada de Trot -
ta, Imenes e Jakubovic, Editora Moderna, 1979

9. O custo total de produgio de um
certo tipo de geladeira consiste de
uma sobretaxa de $ 500.000,00 so-
mada ao custo de produgéo, que é
de $ 300,00 por unidade. Expresse
0 custo total de produgido como
fungdo do niimero de geladeiras
produzidas e construa o grafico
correspondente.

8. A quantidade demandada de um
bem de consumo (q d) depende do
prego unitario de venda (p) desse
bem, como mostra o gréfico.

+ qq (litros)

60

p (reais)

»

0 1 200

a) Como o gréfico dessa fungio é
uma reta, complete a tabela se-
guinte que também descreve
essa situacao.

P 0 1 2 3

9a

b) Sabendo que, nesse caso a vari-
agoes iguais de p correspondem
variagé‘es ig’ua'is de g escreva
uma lei algébrica que descreva
essa fungdo.

10. A média de pontos obtidos em
um teste psicotécnico efetuado
numa empresa nos Gltimos anos
tem sofrido um decréscimo cons-
tante. Em 1994, a média foi de 582
pontos, enquanto que em 1997 foi
de apenas 552 pontos.

a) Expresse a média do teste como
fungdo do tempo.

b) Qual serd a média em 2004, se
for mantido esse decréscimo?

Enquanto o problema 7 oferece a lei de associacio entre o peso e o
alongamento e o grifico cartesiano dessa variacio, nos demais, os alunos
deveriam, entre outras coisas, elaborar tal lei, expressando-a algebricamente.
Devido a essas diferengas entre as questdes, os alunos apresentaram diferen-

tes dificuldades ao resolvé-las.



As discussdes dos problemas 4, 5 e 6 levou os alunos a caracterizarem a proporcionalidade direta e inversa de duas
grandezas, bem como a identificar graficamente as linhas que representam a variagdo de tais grandezas.

o altura o altura

NS

base base
b+h=10
b e h sdo grandezas inversamente b e h sdo grandezas nem direta b e h sdao grandezas
proporcionais nem inversamente proporcionais proporcionais
O produto dos valores O quociente dos valores
correspondentes ¢ constante correspondentes é constante

Observando as tabelas, a discussdo sobre as variagdes das grandezas em cada caso, levou-os a perceber que, quan-
do a variacdes constantes de uma grandeza correspondem variacdes constantes da outra, o grafico ¢ uma reta, como no |
~ caso dos problemas 5 e 6, 0 que significa que a taxa de variagio das grandezas, nesses casos, ¢ constante.

o Base Altura e Base Altura O Base Altura |
| (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) \
| 1 36 1 9 1 2

+1 -18 +1 -1 +1 +2 ‘
2 18 2 8 2 4 |
+1 -6 +1 -1 +1 +2
\ ) 12 ) 7 3 6
| +1 -~ +1 = +1 42
4 9 4 6 4 8 |
‘ +1 -1,8 +1 -1 +1 +2
| 5 7,2 5 5 5 10 |
| |
A taxa de variagao A taxa de variagao é constante A taxa de variacdo é constante
\ nao é constante: e igual a: eigual a:
| S48 s o3 {F =1 +2
g R R e . PR “

\ As tabelas e graficos desempenharam papel decisivo nesse estudo, quando os alunos identificavam regularidades

tanto para elaborar a lei algébrica que descreve a variacdo das grandezas, quanto para analisar as variagoes dessas |
- grandezas. Este trabalho foi feito por meio da resolugao de problemas em que as grandezas envolvidas eram continuas |
- (como no caso do exemplo dado) ou discretas (como no caso do ntmero de paes e despesa, por exemplo)
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Da analise do problema 3 decor-
reram sugestoes como por exemplo:

Em (A) o ponto P se move sobre
AB. Determine a drea e o perimetro
do tridngulo sombreado parax=1, 2,
3,4,5 6,9 10 (em c¢m); arrume os
dados obtidos numa tabela, sabendo
que o lado do quadrado mede 10 cm.

% Area Perimetro
(cm) (em?) (cm)

! |
2 ‘
3

4

g ‘
: |
9

: |

O mesmo pode ser feito em rela-
gao as figuras (B), (C) e (D), onde a fi-
gura sombreada nao é mais um trian-
gulo, o que propiciara ao aluno uma
aprendizagem em que vdrios contet-
dos matematicos sdo tratados integra-
damente; nesse caso, a varia¢do de
grandezas, a composigao e decompo-

A enab ’B
(A)
s s
(Q)

sicao de figuras, a relacao de Pitago-
ras, o calculo de drea de regides poli-
gonais, operagdes com numeros reais
sao alguns dos contetdos envolvidos
nesses problemas. A familiarizacao
com os conceitos de fungao e fungoes
do 1 e 2° graus estava iniciada. A cons-
trugdo da linguagem formal foi feita a

ponto médio do lado do quadrado

T

xf| Ix
M
ponto medio do lado do quadrado

medida que cada conceito apresenta-
va um significado para os alunos, des-
sa maneira, a simbologia como f(x),
D), Im(f), CD(f) s6 apareceu quando
0s alunos apreenderam as idéias fun-
damentais que dao suporte aos con-
ceitos assim simbolizados, interpretan-
do-as algébrica e geometricamente.

Andlise e comparagao de variagbes em que as grandezas sio diretamente proporcionais, inversamente pro-
2 porcionais ou nem direta nem inversamente proporcionais.

Gradualmente passamos para uma segunda etapa, iniciada com a proposta de trés situagoes-problema, que

sugeriam, além de alguma atividade manipuldvel concreta, uma reflexdo sobre as variagdes das grandezas envolvidas.

4. Construa em cartolina seis
retangulos diferentes, todos de
drea 36 cm’. Cole-0s num sistema
cartesiano, com dois lados apoia-
dos nos eixos, de modo que um
vértice de cada retangulo coincida
com a origem do sistema e que
nenhum retangulo fique totalmen-
te recoberto por outro.

5. Construa em cartolina seis re-
tangulos diferentes, todos de mes-
mo perimetro 20 cm. Cole-o0s apoi-
ados sobre os eixos de um sistema
cartesiano, no 1°. quadrante, com um
vértice coincidindo com a origem do
sistema, de modo que nenhum de-
les recubra totalmente os demais e
preencha a tabela seguinte.

Para cada situagao, exiba a construgao pedida acima e uma tabela do tipo:
a) Em cada situagao, o que os retangulos tém em comum?
b) Escreva uma sentenga que relacione a medida da base com a da altura

- de todos os retangulos que tém area 36 cm’. Idem para os que tém perimetro

20 em. Idem para os que tém altura com a medida do dobro da base.
¢) Observando a tabela descreva como a medida dos lados desses retan-

gulos variam entre si, em cada caso.

d) Em quais das trés situages acima as grandezas comprimento da base e
da altura sdo diretamente proporcionais? Inversamente proporcionais? Nem
direta nem inversamente proporcionais?
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6. Construa em cartolina seis
retangulos, de modo que em cada
um deles, a medida de sua altura
seja o dobro da medida de sua base.
Cole-o0s num sistema cartesiano, no
1". quadrante, com dois lados apoi-
ados nos dois eixos, respectivamen -
te. Nenhum retangulo deve ficar to-
talmente recoberto por outro.

retangulo A B

base
(cm)

altura
(cm)

area
(em?)

perimetro
(cm)




As dificuldades apresentadas por ocasido da resolugao desses problemas foram resumidas nesta tabela:

Dificuldades apresentadas na resolugao do problema 2

Dificuldades apresentadas na resolugéo do Problema 3

* perceber o significado de n no contexto do problema
e que valores pode assumir;

* perceber que o numero de quadradinhos escuros €
igual ao nimero de ordem da figura;

e encontrar uma maneira organizada para fazer a con-
tagem dos quadradinhos brancos (ou o total deles);

* a partir da organizagao dessa contagem, descrever
uma lei genérica para expressar a dependéncia do
ntimero de quadradinhos pretos, (brancos ou total) e
o numero de ordem da figura;

e dificuldade em decidir se o conjunto dos pontos que
representam a dependéncia entre o nimero de qua-
dradinhos brancos e o nimero de ordem da figura
(num grafico cartesiano) forma uma linha continua ou
¢ constituido por”pontos isolados” (um conjunto enu-
meravel de pontos).

¢ compreensao do enunciado, e do que ocorria com a
figura, com o movimento do ponto P;

e calculo de area de retangulo;

* percepgao de que a drea da figura sombreada pode
ser determinada por diferenga entre a drea do qua-
dradao e a do retangulo branco,

* percepgio de que é mais conveniente registrar os cal-
culos efetuados para a determinagao da drea pedida
(para posterior generalizagao), do que simplesmente
o resultado final;

* que tipo de niimero a medida x pode ser e, conse-
quentemente, que restri¢oes ela deve sofrer diante
do contexto do problema;

» perceber que o grafico da fungao descrita no proble-
ma é um segmento de reta sem os extremos (0, 100)
e (10, 0) e ndo uma reta que passa por esses pontos.

Nao s6 as duvidas surgidas por
ocasiao da resolugdo, como também
as diferentes resolugoes apresenta-
das pelos alunos, foram socializadas
e discutidas com a classe. Dessa in-
teragao, em que cada aluno se pu-
nha em contato com as idéias, argu-
mentos e procedimentos dos cole-
gas, acabaram por surgir novos pro-
blemas.

Das diividas surgiram problemas
que puderam ser resolvidos imedia-
tamente e outros que ficaram em
suspenso aguardando o momento
em que os alunos dispusessem de al-
gum novo instrumento conceitual e
procedimental para resolvé-los, o
que foi sendo feito ao longo do cur-
s0. Desse modo, revisitar “velhos
problemas” que tinham permaneci-
do a espera num determinado ins-
tante da aprendizagem, tornou-se
um procedimento usual em nosso
curso. Aquela sensagao de impotén-
cia que o aluno sofria ao deixar um
problema de lado por ndo saber re-
solvé-lo, desapareceu diante da ati-
tude” ndo posso resolver agora, mas
voltarei a ele quando conhecer e ti-
ver em maos novos conceitos e pro-
cedimentos”.

Por outro lado, a analise das préprias questoes dadas gerou novos pro-
&
blemas. Por exemplo, ao analisarem as figuras dadas no problema 2, logo se
perguntaram” e se as figuras nao forem retingulos de mesma altura, mas sim
quadrados pintados do seguinte modo, como se poderia calcular a quantida-
de de quadradinhos brancos da n-ésima figura?” A mesma pergunta foi feita
F
para outras sucessoes de figuras, como em (IT) ou em (III)

()

1\)

=

(I10) ‘

10 2() 3() 4() ;
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e um dos alunos acrescentou que na
minha linha irfamos escrever sempre
numeros pares.

A pergunta que fizemos a seguir
teve a intengao de mostrar um contra-
exemplo a afirmagao do aluno: se eu
tivesse respondido 5, o que o aluno
deveria ter dito?

Com essa pergunta, os alunos
| questionaram sobre o conjunto dos
| numeros sugeridos por eles (o que re-
vela uma preocupagao informal com o
dominio da fungdo com que estavamos
trabalhando). A seguir sugeriram mui-
| tos niimeros fraciondrios e niimeros in-
- teiros relativos. Entretanto, os nime-
ros irracionais custaram muito a apa-
recer.

O jogo foi repetido, considerando
‘ outras transformagoes cuja “lei” eles

descobriam e, finalmente, invertemos

0s papéis e um dos alunos propunha a

transformagao dos nimeros que eu su-

geria e os demais descobriam qual era.
| Desse modo, trabalhamos com
leis de associa¢do, muito informal-
mente, sem a preocupagao de regis-

- tros de qualquer espécie, porém com

| énfase na verbalizacao sobre como o0s
numeros eram transformados:“o do-
bro de”,”multiplicou por trés e somou

- um”, “dividiu por cinco”, “elevou ao

quadrado”. Lidamos também com a

idéia de dominio de fungdo, propon-

do restri¢oes sobre os niimeros que
poderiam ser sugeridos. Nos exemplos
dados, lidamos com a idéia de ima-
gem inversa, possivel, quando, por
exem plo, examinamos”o caso do pro-
fessor ter respondido 5, que niimero

o aluno teria dito”.

Essa primeira atividade revelou
que os numeros que de fato tinham
algum sentido para eles eram os natu-
rais. Parece que os inteiros e racionais
sdo tratados como tal, somente em pro-
blemas escolares, embora lidem com
eles em seu dia-a-dia; os irracionais,
decididamente, nao significavam mui-
ta coisa para eles, a nao ser que suge-
rem um punhado de manipulagoes al-
gebricas de maneira mecanica. Dessa
forma, ampliei um pouco meus objeti-
VOS para esse curso;

48 Enucagio MarevATica gM REVISTA, NOMERO 8, ANO 7

* fazer com que os alunos conferissem
aos numeros reais o “status de nu-
mero”, pelo menos como um ente li-
gado a quantidade e a medida.

Esse trabalho com os ntimeros foi
feito integradamente com o de con-
ceito de fungdo, de modo que os alu-
nos iam percebendo a necessidade de
seu aprendizado para resolver as si-
tuagoes-problema a eles propostas.

A seguir, passamos a examinar si-
tuagoes um pouco diferentes desse

primeiro jogo. O contexto que apre-
sentavam era ligado ora a seqiiénci-
as, ora a modelos geométricos. Os
primeiros problemas sugeridos en-
volviam tanto grandezas discretas
como continuas (comegamos pelas
primeiras), e, com eles, tinhamos o
objetivo de trabalhar a observacio de
regularidades e a generalizacao, bem
como comegar a construgao de uma
linguagem adequada para descrever
uma funcao.

2.0bservando as figuras da sucessio seguinte:

a) desenhe a 4° figura;

b) decida quantos quadradinhos escuros tem a 10 figura, sem construi-la;

¢) complete a tabela referente a seqiiéncia dada.

d) esboce o grafico que representa a variacdo do nimero de quadradi-
nhos brancos com o niimero de ordem da figura.

N de ordem
da figura

1 a
2.!
3.\
4;1

( Nllde

i i

Bl .

Total de
quadradinhos

N° de

L]

3. O quadrado ABCD tem lado de 10cm. O ponto P se move de D para
A, de modo que PQ se conserva paralelo a AB.

a) Calcule a drea da figura sombreada para x= 1, 2, 3, 4, 5, 6 em cm e
arrume os dados obtidos numa tabela do tipo:

T

X Area do PQCD
1
2
3
A B A B A B
-
P lo
- - .
D i D D c

10

b) Quanto pode medir o lado de medida x da figura sombreada?
¢) Represente essa dependéncia descrita na tabela, num gréfico cartesi-

dano.



