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Sobre a epistemologia dos numeros inteiros'
Roberto Ribeiro Baldino

RESUMO

Os materiais instrucionais para nimeros inteiros sdo prédigos em apresentar somas e subtragdes mas sao
insuficientes quanto 2 multiplicagdo. Um grupo, o G-Rio, propds trés jogos e fichas de trabalho para
resolver esse problema. A estratégia diddtica desse material € instituir préticas de produgdo de significado
em que o aluno é que responderd as perguntas: Como tirar o maior do menor? Como subtrair um negati-
vo? Por que menos vezes menos dd mais? Que significa menos vezes? Este artigo descreve brevemente
os jogos, analisa e justifica a estratégia diddtica proposta em termos da teoria dos campos semanticos
[Lins, 1992, 1994]. As conclusdes sdo investidas no esclarecimento das dificuldades das regras de sinais
no ensino da fisica [Viennot, 19..]. Argumenta-se pela impossibilidade de investigar as sinteses operatdrias
evidenciadas na construcio dos inteiros a luz do modelo dos campos conceituais [Vergnaud, 1991].

INTRODUCAO

As dificuldades de compreensdo dos nimeros inteiros
sd0 antigas. Em sua resenha historica, Glaeser [1981] descreve
as hesitacdes e perplexidades de matemdticos famosos que,
embora usassem 0s numeros inteiros sem tropecos em suas
pesquisas, buscavam em vdo uma explicagdo convincente da
regra dos sinais. A explica¢do definitiva, tal como a conhece-
mos hoje, foi apresentada pela primeira vez por Haenkel, em
fins do século passado. Glaeser cita Stendhal, escritor francés
que, em autobiografia, se refere a um episédio de sua meninice,
datado de fins do Século XVIIL, pelo qual se vé que suas divi-
das diante dos niimeros inteiros eram essencialmente as mes-
mas ainda exibidas pelos alunos de hoje.

Os trabalhos encontrados na literatura sobre os
nimeros inteiros, sdo prédigos em suprir modelos para a
estrutura aditiva mas abordam de maneira insuficiente a estru-
tura multiplicativa. Glaeser aponta esta insuficiéncia em
Matemdtica como Tarefa Educacional [Freudenthal 1973]: A
leitura das pdginas 279/281 nem sequer sugere que ele tenha
se apercebido do fenémeno espantoso aqui estudado. Nessa
obra, Freudenthal sugere que:

Métodos intuitivos, por tteis que sejam, ndo sdo sufi-
cientes. Eu conclui que uma retirada oportuna dos métodos
intuitivos em favor de métodos racionais é recomendavel,
embora se deva enfatizar que esses métodos racionais devam
consistir em boa matemdtica e nao em substitutos dela
[Freudenthal, 1973, p. 280].

Assim, para a regra dos sinais Freudenthal propde in-
sistir sobre a necessidade de permanéncia das leis distributiva
e comutativa:

x+a=0ey+b=0implicam (X +y) + (a + b) = 0 donde

Xx=-a -(@a=b)=-a-b
b(x+a)=0 (y+b)x=0
xb+ab=0 Xy + xb =0

subtraindo as duas ultimas
Xy +xb - (xb +ab) =xy + xb =xb-ab=0

xy-ab=0 (-a) (-b) =xy =ab

Dez anos mais tarde, Freudenthal retoma o problema
da regra de sinais no capitulo 15 de Fenomenologia Diddtica
das Estruturas Matemdticas [Freudenthal, 1983], sem citar o
artigo de Glaeser, publicado dois anos antes. Nesta obra ele
transporta a questdo para o terreno da geometria:

Os nimeros negativos tinham se originado da necessi-
dade algébrica formal de validade geral das férmulas de
solu¢dio, mas foi somente a partir da algebrizagdo da geome-
tria (da assim chamada geometria analitica do tempo antigo)
que eles se tornaram efetivos - quero dizer, efetivos em con-
teido [Freudenthal, 1983, p. 433].

} Adaptado do paragrafo 6 de Metodologia de Jogos para os Nimeros Inteiros, Baldino et al. I EPEM, PUC-Campinas, outubro de 1990.
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Depois e apresentar a solugdo cldssica, essencialmente
igual a acima, ele oferece a seguinte [p. 444], fundada na
extensdo das transformagdes lineares, que ele justifica pelo
que denomina principio da permanéncia algébrico-geométri-
ca. O grifo e os parénteses sa0 N0Ssos.

E visualmente 6bvio que as dilatagdes se comportam
simetricamente de ambos os lados de 0, assim:

E visualmente dbvio que as dilatacdoes se comportam simetrica-
mente de ambos os lados de 0, assim

2.(-b) = -2b
Ou ainda, de outro modo
2.(-b) = -b+(-b) =-2.b
Em geral
a.(-b) =a.b

que pode ser considerada verdadeira e com significado para a positi-
vo. Assim esta )igualdade) é estendida, pelo reconhecimento de que

a—a.(-b)
€ uma dilatagdo com inversao do semi-eixo positivo e, como tal,

pode ser estendida ao semi eixo negativo. Assim, em geral (isto &,
também para a negativo)

a.(-b) =ab
Semelhantemente
(-a).b=-ab
(-a).(-b) = -a.b

Com essa solu¢@o Freudenthal muda radicalmente de
campo semantico’ o problema posto no dominio discreto
numeérico vai ser resolvido no continuo geométrico, implican-
do a dificil questdo diddtica de rransporte, para um, das
nogoes aprendidas no outro... Essa estratégia é a uma capitu-
lagdo diante do problema que ele tanto relutou abordar; s6 o
fez a partir da pagina 432! A capitulacdo fica ainda mais evi-
dente quando se vé Freudenthal terminar o capitulo propondo
que se ensinem as regras das operagcdes com inteiros sob o
argumento de que elas sdo quase nada, comparadas com as
regras que uma crianga tem que aprender para conquistar as
operagoes aritméticas por colunas. Ele indaga pelo método
mais eficaz de programar o aprendiz [programme the learn-
er, sic.] com essas seis regras [Freudenthal, 1983, p. 457].

Concordamos com Lins: Conhecimento é uma crenca-afirmagdo
Jjunto com uma justificacdo para essa crenca-afirmacao. Indicamos,
desta forma, que conbecimento é algo do dominio da enunciacdo - e
que, portanto, todo conhecimento tem um sujeito - ¢ nao do dominio do
enunciado. Um campo semdntico é um modo de produzir significado
[Lins, 1994, grifos do autor]. Para nos, o signficado nio é uma funcio
do sujeito e, sim, do Outro [Zizek, 1992]. O que fica do lado do sujeito
¢ o sentido: 0 gozo que ele experimenta com a justificacao que da.

Ora, essa € justamente a rotina do fracasso. Sabe-se bem que
o0 aluno que chega a perguntar por que menos vezes menos dd
mais?, nao so6 esta saturado de regras, como ndo se satisfaz
com tais programagées geométricas. E preciso propor outras
solucdes. Antes, porém, € preciso delimitar o problema.

O PROBLEMA E O QUADRO TEORICO

Comegamos delimitando o problema diddtico sob
forma de quatro perguntas:

Como tirar o maior do menor? 3-5 = ...

Como subtrair um negativo? -(-3) = ...

Porque menor vezes menos da mais? (-2)(-3) =
Que significa menos vezes? (-3)x ...?

G Poi=E

Evidenciado o problema, cabe perguntar em que senti-
do propomos resolvé-lo. O que vem a ser uma solucdo desse
problema? As solugdes cldssicas, cujo expoente maior é
Freudenthal, caracterizam-se por uma problemética de ensino.
Suas justifica¢des articulam-se em torno de significantes, como
instrugdo, visualizagdo, explicagdo, convencimento, automati-
zagdo, extensdo, regras, modelo [Freudenthal, p. 432-460].
Elas sdo suportadas por concepgdes epistemoldgicas substan-
cialistas: o conhecimento se transmite por comunicagdo, do
professor, que ensina mostrando, ao aluno, que aprende vendo.
A substancia do conhecimento é continua: para cada conheci-
mento existe outro, anterior e arbitrariamente proximo, deno-
minado “pré-requisito”. Segundo essas concepgdes, ensino e
aprendizagem sdo processos simultaneos, o aluno € um sujeito
autébnomo e o outro, a institui¢ao, é pleno, sem falhas. Elas bus-
cam satisfazer o aluno com as respostas oficiais as quatro per-
guntas acima. Por af confundem o algoritmo de estabelecimen-
to da férmula com o processo de producdo de significado que
denominam aquisicdo do conhecimento. Tais concepgdes fun-
dam estratégias didaticas manifestamente inadequadas. A
estratégia didatica proposta pelo G-Rio-GPA [1994] pretende
uma inversdo dos papéis. O professor é que perguntard: Por gue
menos por menos dd mais? Espera-se que o aluno responda: £
claro, porque ¢... Isto €, espera-se que ele fornega sua prépria
explicagdo para um fato que ele deve estar achando Gbvio.

Essa estratégia funda-se numa concep¢do de apren-
dizagem no sentido de Brousseau. A aprendizagem se faz pela
experimentagdo de concepedes sucessivas, provisoria e relati-
vamente boas, que € necessdrio rejeitar sucessivamente ou
retomar, numa verdadeira nova génese de cada vez.
[Brousseau, 1983, p. 171]. E preciso rejeitar certas con-
cepgoes porque elas ndo funcionam bem, porque levam a
erro, porque, ao justificar suas afirmacdes desse modo, o
sujeito sofre uma rejei¢do por parte do outro, para quem
exerce sua justifica¢@o. Os erros (...) sdo o efeito de um co-
nhecimento anterior que tinha seu interesse, seu sucesso, mas
que, agora, se revela falso ou simplesmente inadaptado [ib. id.
p. 171]. A inadaptagdo implica uma perda de gozo que o co-
nhecimento proporciona ao sujeito. Os erros deste tipo nio
sdo ocasionais e imprevisiveis, eles se constituem em
obstdaculos [ib. id. p. 171, sublinhado nosso]. Os obsticulos,
enquanto repeticdo fracassante, dao a medida da persisténcia
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da organizagao do gozo do sujeito: ele reluta em abandonar o
que antes dava certo, ele insiste em justificar suas afirmagoes
a partir das no¢des que nao quer abandonar. No modelo tedri-
co dos campos seménticos diremos que € a justificagdao que
constitui a no¢do ou ainda, que aquilo que se chama nogdo,
ou concepg¢ao, € o estatuto de uma justificagdo, um rétulo que
se poe neste modo de produzir significados, o nome, ou pelo
menos o indice, de um campo semantico. Para exibir uma
concepgdo € preciso que o sujeito julgue que pode externa-la
no ambiente em que fala. Portanto trata-se de producdo de
significados. Uma nog¢ao aprendida sé é utilizdavel a medida
em que ela se liga a outras, estas ligacdes constituindo sua
significacdo, sua etiqueta, seu método de ativagdo [ib. id. p.
170, sublinhado nosso].

Porém, a aprendizagem nao pode se fazer segundo o
esquema cldssico de aquisi¢@o progressiva e continua. [ib. id.
p.170]. Hd uma descontinuidade. Ao constatar a formagao de
um esquema a priori nas experiéncias sobre conservagao das
quantidades fisicas, Piaget assinala que tudo se passa como se
o sujeito jamais tivesse podido pensar de outro modo [Piaget
e Inhelder, 1978, p. 171]. Parece que algo aconteceu na
escuriddo da noite e 0 sujeito voltou pronto no dia seguinte.
Para dar conta dessa descontinuidade é muito comodo postu-
lar-se a existéncia de uma estrutura que teria se acomodado
[Posner et al, 1982]. Entretanto, na perspectiva dos campos
semanticos, tudo acontece diante dos olhos de todos. A meta-
fora seguinte € esclarecedora. Alguém diz: Jodo estd careca.
Os outros riem. Segundo uma certa concep¢ao, durante a
noite a cabeca do Jodo teria se acomodado a calvicie perden-
do um fio de cabelo decisivo que o fez careca. Segundo a con-
cepgdo da produca@o de significados, ¢ a partir do momento
em que alguém enuncia que Jodo estd careca, que essa enun-
ciacdo faz com que ele ja esteja careca hd algum tempo. E
irrelevante especular qual o fio de cabelo perdido que o fez
careca ou discutir se ele ja estava careca, embora ninguém
ainda tivesse notado. Joao passa a ter-estado-careca-hd-
algum-tempo a partir do momento em que alguém julga que
pode dizer isso diante dos outros e que, de fato, esse julga-
mento se confirma quando os outros riem. Na experiéncia
piagetiana, o sujeito passa a ter-estado-conservando—ha-
algum-tempo a partir do momento em que o observador julga
que pode dizer isso sobre as justificagdes do sujeito em situ-
acao de entrevista clinica. Tal efeito, inevitdvel, porque cons-
titutivo da linguagem, é o que Zizek [1991, p. 30-43] denomi-
na performatividade retroativa das determinagdes simbdlicas.
Walkerdine [1988] mostra como a determinacio simboélica
crian¢a normal, regula as praticas em que essa normalidade
¢ observada e constituida.

Quando nos perguntam quanto ¢ 3 menos 5, respon-
demos -2. Algumas criangas respondem ndo dd. Tanto nos,
como elas, temos justificagdes para nossas respostas. Essas
justificacoes sdo significados produzidos diante de uma certa
demanda e sao, simultaneamente, novas demandas que pomos
a quem nos fez a pergunta: Serd que minha resposta o satis-
fard? Serd que é isso que ele quer? Estao ai campos semanti-
cos diferentes. O nosso é o preferencial, € o significado que
queremos que a crianga venha produzir, € o objetivo do ensi-
no. A estratégia dos jogos G-Rio-GPA ¢ instituir um campo
semantico intermedidrio para proporcionar uma demanda que
s possa ser satisfeita pela producdo de significado no campo
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semantico preferencial. Pensando a aprendizagem como pro-
ducdo de significado, ela fica submetida ao efeito retroativo
das determinacdes simbdlicas. A performatividade retroativa
ndo € para ser evitada mas, sim, assumida. Espera-se que a
partir de um certo momento, o sujeito ja esteja dizendo que
menos vezes menos dd mais ha algum tempo.

OS TRES JOGOS

A estratégia se baseia em trés jogos aos quais faremos
referéncia sistemdtica em nossa exposi¢ao sobre a epistemo-
logia dos nimeros inteiros. Sdo os jogos: das borboletas, das
perdas e ganhos e do caracol, dos quais damos uma breve
descricao.’

Jogo das Borboletas. As quantidades de palitos colo-
cados sobre os nés de uma trelica estampada num tabuleiro
representam estados entre os quais atuam operadores adi-
tivos, representados por cartas numeradas, colocadas sobre os
bragos da trelica. Os nimeros das cartas sdo acompanhados
de um sinal predicativo (azul e vermelho na primeira versao,
+ e - na segunda) e de um sinal operatorio, uma flecha, que
vai se sobrepor aos bragos da trelica. O objetivo € colocar as
cartas de modo a formar circuitos de operadores aditivos. Na
versdo mais avancada dispensam-se os palitos que represen-
tam os estados e os jogadores devem desenvolver esquemas
de composicéo de operadores diante da duplicidade de sinais,
predicativo e operatorio.

Jogo de Perdas e Ganhos. E semelhante aos jogos
comercializados, tipo Banco Monopdlio, com a diferenca de
que se usa dinheiro de duas cores, para representar meio de
pagamento e divida. Cartdes de instrugdes conduzem os
jogadores a situagdo de terem de retirar uma divida de quem
nao a tem.

Jogo do Caracol. Os jogadores movem pedes nos dois
sentidos sobre uma trilha numerada. O nimero da casa para
onde um pedo deve ser movido é obtido por cdlculo feito a
partir do nimero da casa inicial, usando um acoplamento em
série ou em paralelo de mdquinas aditivas e multiplicativas
introduzidas por F. Papy e desenvolvidas por Z. Dienes. O
jogador coloca dados sorteados nas maquinas de um acopla-
mento escolhido. Convenciona-se associar um operador troca
(de cor ou de sinal) aos operadores multiplicativos de cor ver-
melha. Como condigdo para melhorar seu desempenho no
jogo os jogadores desenvolvem esquemas para composi¢do
(menos vezes menos) e adicdo (menos vezes) de operadores
multiplicativos.

O CAMPO SEMANTICO DAS QUANTIDADES BRUTAS
(N, U, V)

Com seixos, contas de vidro ou com os palitos do jogo
das borboletas, podem-se fazer operagdes de adi¢do mas nao
se podem fazer operacdes gerais de subtracdo, como 3-5.
Sempre se pode reunir 3 palitos com 5 palitos, mas de 3 pali-

A justificacao experimental da estratégia desses jogos tem sido
objeto de trabalho de D. S. Kindel, na Escola Senador Correa, no Rio
de Janeiro, e constitui projeto de Dissertacdo de Mestrado de P. R.
Linardi, na UNESP, Rio Claro.
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tos ndo se podem extrair 5; ndo dd! Ja, 5 menos 3 dd 2. Por
qué? Como se justifica a crenga-afirmagao de que o resultado
é 22 Somos tentados a dizer que se tratam das operagoes com
naturais. Para nés, que jd fizemos as sinteses operatorias, 0s
naturais sdo inteiros positivos e as operagdes entre eles sdo
restri¢des das operagdes com inteiros.

Advertem-nos de que ndo é assim que a crianga
pensa. Essa frase tem por efeito instituir um objeto, a crianga,
dotado de uma norma, o pensamento [Walkerdine, 1988].
Para evitar esse efeito idealista, preferimos dizer: ndo € assim
que as criangas para quem 3-5 ndo dd, justificam que 5 - 3 dd
2. Se nio é assim, como é que elas justificam esse resultado,
29 Se formos procurar o significado dessas justificacoes nos

patadigmac da matemdtica. estaremos incorrendo na mesma
“cegueira” de pensar que Euclides fazia uma dlgebra
geométrica’ ou que Dedekind definiu 0s reais como um con-
junto de racionais [Baldino, 1994]. A tentativa de entender a
histéria ou as justificacdes dos sujeitos em termos dos para-
digmas atuais, institui a crenca na inferioridade do passado e
na incompletude da crianga; em relagdo a tais deficiéncias o
presente e o adulto aparecem como plenos e cheios de si. Por
ai, a énfase da acdo diddtica recai sobre o ensino, como
difusdo de uma substancia, do cheio para o vazio. A apren-
dizagem que esse “‘ensino” proporciona nao ¢ tematizada.

As justificacdes emitidas pelas criangas para 5-3=2 sdo
as que nds Mesmos, um dia, emitimos. Nio sao justificacdes
com ndmeros naturais, sdo justificagoes com palitos. Para
podermos apreender 0 processo de desenvolvimento que ter-
mina incluindo essas justificacdes no campo semantico dos
inteiros, € preciso que possamos dar-lhes significado em ter-
mos de palitos. Piaget estudou essa questdo. Quando um
sujeito manipula palitos para justificar que 5 menos 3dd 2
Piaget diz que ele fez a sintese operatoria da classe e da
relacdo assimétrica [Piaget, 1976, p. 198] ou que fez a pas-
sagem das quantidades intensivas, onde apenas se tem rela¢ao
parte-todo e complementagao, a quantidades extensivas, que
constituem a primeira emergéncia dos nimeros naturais.

Referir-nos-emos a essa primeira emergéncia como o
campo semantico das quantidades brutas. Usaremos ainda a
letra N, de naturais, mas lembraremos sempre que as opera-
¢Oes ndo sao as dos naturais, enquanto encaixados nos inteiros
ou nos racionais positivos. Preferimos anotar as operagoes
com quantidade brutas como , reunid@o e \, extragdo. E esse
campo semantico, anotado (N, U, \) que funda a epistemolo-
gia dos inteiros.

O CAMPO SEMANTICO DAS QUANTIDADES COM
SINAL (Z, +, -)

O que o jogo das borboletas faz é, essencialmente, intro-
duzir a composigdo de operadores aditivos tendo por estados as
quantidades brutas. Assim, +3 significa trés a mais e -3, trés a
menos. Se. entre as borboletas A e B, coloca-se a carta +3 com
flecha de A para B e entre as borboletas B e C coloca-se a carta
_5 com flecha de B para C, entdo a carta que completa o cir-
cuito, a ser colocada com a flecha de A para C, é -2. Em geral,
0 jogo convenciona que a carta +a é o operador:

. Ver a critica de Lins a Van der Waerden [Lins, 1992, p. 82l

r f,a:NN definido por f,, (n) = n+a

N

e a carta -a € o operador

[ f,.a,a+1,..}—>N definido por f,4(n) = n-a.

5

Entdo, a operagdo (+3)+(-5)=(-2), necessdria para o
completamento do circuito acima, é a composi¢do de fungdes,
isto é, composi¢do de operadores aditivos:

Lsha=Ta J

Os sinais + em (+3) e - em (-5) s@o predicativos, esta-
belecem uma qualidade do operador. Porém, no jogo, apare-
cem também sinais operatorios, sob a forma de flechas nas
cartas. O jogo institui que 0 sinal operatério negativo (o per-
curso em sentido contrdrio a flecha) significa composi¢ao
com o operador inverso. Assim, por condi¢@o do jogo, os
jogadores sao levados a justificar (+3)-(-5) como
(+3)+(+5)=(+8).

Os nmeros naturais que designavam as quantidades
brutas, agora designam operadores € aparecem precedidos de
sinais predicativos. Entre as quantidades brutas era possivel
reunir e extrair. O que o jogo das perdas e ganhos faz €, essen-
cialmente, instituir essas operagoes entre 0s operadores, que
comegam, com isso, a funcionar como estados de novas ope-
ragoes. Extrair uma divida significa acrescentar um ganho.

Em consegqiiéncia desses dois jogos, espera-se que a cri-
anca que respondia a 3-5 com ndo da, passe a responder espon-
taneamente 3-5= -2. Isso mostrard que ela estd operando em
outro campo semantico que nao o das quantidades brutas. A
medida em que essa crian¢a ndo se lembre de por que antes
dizia ndo dd, teremos uma indicagdo do modo pelo qual se
processa o desenvolvimento horizontal de um campo semantico
e sua passagem ao novo: hd uma fusdo das operagdes reunido-
extragdo com as operagoes composi¢do-inversdo. A 18s0 Piaget
denomina sintese operatdria. Vejamos em que ela consiste.

Ha dois significados produzidos para 3-5 no contexto
dos jogos das borboletas e das perdas e ganhos:

(+3)+(-5)=(-2) (+3)-(+5)=(-2)

No primeiro, todos 0s sinais operatérios sao reduzidos
a positivos, deixando-se 0s sinais negativos para figurarem
como predicativos. O sinal + significa composi¢do de ope-
radores, que podem ter qualidades diferentes: a qualidade do
+3 é acrescentar palitos; a qualidade do -5 é retirar palitos. No
segundo significado, todos 0s sinais predicativos so reduzi-
dos a positivos e 0s negativos figuram como sinais ope-
ratérios. Todos os operadores tém a fungao de acrescentar pa-
litos, porém o sinal - diante do (+5) significa que essa fungdo
deve ser invertida.
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As quantidades brutas 3 e 5, entre as quais, antes, 3-5
ndo dava, sao projetadas nas quantidades com sinal +3 e +5,
resultando, agora:

3-5 = (+3)-(+5) = (+3)+(-5) = (-2)

Como a questdo inicial 3-5 era posta no campo seman-
tico das quantidades brutas, a resposta obtida (-2) € converti-
da de volta nesse campo semantico, que se alarga, para incluir
o objeto (-2). Os dois campos semanticos fundem-se num so,
que passa a integrar o conjunto das concepgdes espontianeas
do sujeito. O diagrama seguinte resume esse processo,
denominado abstracdo reflexiva.

Ed. Mat. em Rev.
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A MULTIPLICACAO E O CAMPO SEMANTICO DOS
INTEIROS (Z,+,-,)

O jogo do caracol institui operadores multiplicativos
sobre as quantidades com sinal, bem como novas operagdes
com estes operadores: composi¢cao e adi¢do. Inicialmente sdo
as quantidades brutas que desempenham o papel de opera-
dores multiplicativos sobre as quantidades com sinal: € o jogo
do caracol jogado s6 com dados pretos. A atuag@o dos opera-
dores multiplicativos reduz as quantidades com sinal, que
antes eram operadores aditivos, a meros estados dos novos
operadores multiplicativos. A multiplicacdo pode ser justifi-
cada como soma repetida 3(+5)=(+15), 3(-5)=-15. Em geral,
para todo a de N,

f:Z—Z é definido por f,(Z) = axz

l extracao T T el LX)
quantidades brutas (-2) (o RN PSS~ R Y. -
b conversao Jproiegao,
quantidades com sinal EEE@@@@ o (Z) ;=)
i T composicdo |

A medida em que a crianga ndo se lembre de que 3-
5, antes ndo dava, é, na verdade, a extra¢do que agora se
torna possivel. Do ponto de vista do observador, 3-5 pas-
sou a (+3)-(+5), dai a forma equivalente (+3)+(-5)=(-2) e
desta a 3-5=-2. Do ponto de vista do sujeito que vive a
sintese operatdria, as duas passagens intermedidrias sdo
suprimidas e ele passa diretamente de 3-5 a -2. Se lhe per-
guntarmos por que da -2, ele responderd: Porque dd,
ora..., e acha graca da sugestdo de que a operacdo seja
impossivel.

A sintese operatoria implica que, a partir de um certo
momento, O sujeito passa a operar no novo campo semanti-
co como se sempre tivesse feito isso. Esse efeito retroativo
¢é proprio das determinagoes simbolicas [Zizek, 1991, p. 30-
43] e, como tal, € inevitdvel. Tem como conseqiiéncia que o
sujeito ndo pode chegar a sintese por meio de uma expli-
cagdo que lhe chegue de fora, como um aviso de que agora
ele estd operando em outro campo semantico ou como
inculcacdo de regras operatérias. Foram-lhe ensinadas
novas crengas-afirmacdes diante das quais as antigas
sucumbiram: mudou seu modo de produzir significados
diante de certa demanda que o outro lhe faz. Antes dizia 3-
5 ndo dad; agora e Obvio que sempre deu. A exigéncia
pedagégica de que ele sempre produza justificagdes para
suas crencas-afirmacdes e a estratégia de distinguir entre
sinais predicativos e operatérios, colocando o predicativo
acima ou depois do nimero, ou mesmo distinguir entre o 3
natural e o +3 inteiro, s6 podem dificultar a sintese.

Resulta desse processo um sistema algébrico que
podemos considerar como o dos nimeros inteiros, porém
munidos apenas das operacdes de adicdo e subtracdo. Ao
modo de produzir significados neste sistema chamaremos
de campo semantico das quantidades com sinal e anotare-
mos (Z, +, -):

A composic¢ao desses operadores multiplicativos se faz
pela multiplica¢dao dos naturais que constituem seus indices:

fa’fo = Faxp

m3,-2,-1,0,+1, 42, 43, ... (Z, +, -)

A partir desse ponto poderiamos introduzir a inversao
dos operadores multiplicativos o que nos levaria aos ope-
radores multiplicativos fraciondrios. Com isso atingir-se-ia o
sistema estdvel que funcionou como obstdculo para a cons-
trucdo da estrutura multiplicativa dos inteiros através da
histéria [Glaeser, 1981]. Como queremos nos restringir aos
nimeros inteiros, ndo seguiremos esta via. Apenas assinala-
mos o problema aberto de saber se, seguir por ela, isto é, ensi-
nar primeiro os racionais positivos, facilita ou dificulta o pos-
terior desenvolvimento dos inteiros.

Em vez da inversdo de multiplicadores positivos, o
jogo do caracol institui multiplicadores negativos. Dé-se as
quantidades com sinal a fun¢do de operadores multiplicativos
atuando sobre as proprias quantidades com sinal. O jogo dis-
tingue bem entre as funcdes de operador e de estado.
Inicialmente, os sinais das quantidades que funcionam como
operadores multiplicativos s@o representados pelas cores azul
e vermelha. Os sinais das quantidades que funcionam como
estados podem ser cores, as mesmas ou outras, ou 0s sinais, +
e -. S6 num segundo momento, os sinais das quantidades que
funcionam como operadores sao, também, + e -.

O desenvolvimento do campo semantico das quanti-
dades brutas até a sintese, no campo semantico das quantidades
com sinal, € feito por nucleacdo de um modelo: situagdes de
dividas, temperaturas, deslocamentos, excessos e faltas, sdo
apresentadas e funcionam como estatuto final das justificacdes.
A partir da introducdo das quantidades com sinal como opera-
dores, para o desenvolvimento do campo semantico dos
inteiros, € preciso instituir um principio: convenciona-se que 0s
operadores multiplicativos de uma dada cor (vermelha), t€m a
propriedade de trocar o sinal do estado sobre o qual atuam, e os
da outra cor (azul), a de manté-lo. Tudo mais vai se arranjar
como desenvolvimento deste principio.

Na apresentacdao dos jogos no I EPEM ouvimos a
critica de que esse principio eqiiivale a impor a regra de sinais.
Entretanto, ndao é quando um operador negativo atua sobre um
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estado negativo que aparece 0 menos vezes menos. A possibi-
lidade de jogar com operadores representados por cores, e esta-
dos representados por sinais, mostra que ndo se trata da regra
de sinais. Quando se faz f3,(-5)=+15, 0 que se tem é a com-
posi¢do de um operador multiplicativo com um operador troca
de sinal: f,y = T ° f, onde aV ¢ a quantidade com sinal e a a
qugntidade bruta correspondente. A multiplicagdo de negativos
vai aparecer quando se faz a composicao de dois operadores
negativos. Esta composi¢do implica duas trocas do sinal do
estado, portanto, em manutencdo do sinal: f,y ° fy = fyA.
Quando as cores dos operadores sdo substituidas por sinais,
entdo f, ° £, =1, . E af que surge o menos por menos igual a
mais. Diferentemente do principio, onde um sinal era do opera-

1{0(, autro a’o é(fﬂ(/(), agora ambos 0s sinais sdo sinais de ope-
radores multiplicativos. Resulta, por exemplo, que +6 € equi-
valente, como operador a -3 composto com -2.

Dados dois operadores multiplicativos sorteados pelos
dados, o jogo do caracol institui um terceiro. Por exemplo,
com os operadores (+3) e (+5) atuando sobre o estado +2, o
jogo fornece as seguintes possibilidades:

r 3x2 +5x2=6+10=16 e 3x2 - 5x2 = 6-10 = -4 J

Por outro lado, sobre 0 3 e 0 5 que funcionam como
operadores multiplicativos, projetam-se as quantidades com
sinal 43 e +5. Com elas, intrometem-se entre os operadores
multiplicativos as antigas operagdes + e - que atuavam entre
quantidades com sinal. As operagdes, projetadas no novo
dominio, sugerem que se facam somas e subtra¢des de opera-
dores multiplicativos (+3)+(+5)=(+8) e (+3)-(+5)=(-2) como
meio mais fdcil de jogar: De fato, essas operacdes levam ao
mesmo resultado: 32+52 é o mesmo que 82 e 32 - 52 € o
mesmo que (-2)2. Entdo a antiga operacao (+3)+(+5)=(+8)
passa a significar trés vezes mais cinco vezes sao oito vezes €
a operagdo (+3)-(+5)=(-2) passa a significar trés vezes menos
cinco vezes sdo menos duas vezes. O sujeito terd respondido
assim 2 dltima pergunta: que significa menos vezes? f3-fs=f,

Chega-se assim ao campo semantico dos ndmeros
inteiros, que é maximal, no sentido de que as crengas-afir-
macoes dos demais encontram justificagdes aqui. E esse o
campo semantico visado pela operacdo de ensino.

QUANTIDADES BRUTAS E GRANDEZAS FISICAS

Abstraindo as justificagdes e levando em conta apenas
os enunciados, ou seja, as crengas-afirmacoes, (N, U, \) € um
sistema algébrico isomorfo aos naturais. A partir dele
[Freudenthal, 1973, p. 199] constréi axiomaticamente o
dominio continuo das grandezas fisicas. Sob as chamadas
grandezas fisicas algébricas, encontramos sempre alguma
grandeza, chamada real, desempenhando o papel que as
quantidades brutas desempenham no desenvolvimento dos
inteiros. A grandeza fisica algébrica é obtida como variagio
da grandeza real, do mesmo modo que os inteiros sdo obtidos
como variagdes sobre as quantidades brutas.

Essas grandezas reais podem ser evidenciadas: nenhu-
ma pressdo pode ser menor que a do vicuo, nenhuma energia
interna pode ser menor que a do zero absoluto, nenhum poten-
cial pode ser menor que o da Terra. Algumas dessas

grandezas permanecem sempre como grandezas reais; por
exemplo, a massa e a resisténcia elétrica sdo fatores de pro-
porcionalidade, nunca negativos. Outras grandezas, como tra-
balho mecénico e quantidade de calor, apareceram primeiro
como grandezas algébricas, como variagdes, sem que se
soubesse bem de qué. S6 mais tarde a energia interna, funda-
da na energia cinética das moléculas, veio fazer o papel de
grandeza real. Na eletricidade a grandeza real foi postulada
como a carga positiva. S6 mais tarde descobriu-se que teria
sido melhor tomd-la como a carga do elétron.

Mesmo depois da sintese operatéria que leva aos

inteiros, as dificuldades dos estudantes de fisica permanecem.
Ali também se verifica a ocorréncia dos dois tipos de sinais,
predicativos e operatorios, cada um com sua convengdo.
Viennot [19..] nos fala dos sinais das grandezas fisicas algébri-
cas (predicativos) e dos sinais nas relagdes simples entre
grandezas (operatérios). Ela pergunta: como essas duas cate-
gorias de sinais podem ser distinguidas? A convengdo dos
sinais operatérios aparece, em geral, na expressdo é contado
positivamente: as correntes que chegam a um né sio contadas
positivamente, a energia fornecida a um sistema ¢ contada posi-
tivamente, as forcas no sentido do eixo x sdo contadas positi-
vamente, etc. A convencdo dos sinais predicativos ¢ chamada
definicdo da grandeza fisica: o trabalho € positivo quando a
forca estd no sentido do deslocamento, a energia € positiva
quando aumenta e energia cinética das moléculas, a corrente ¢
positiva quando os elétrons se movem no sentido oposto, etc.

As relagdes entre grandezas sao obtidas numa situagao
paradigmdtica em que os sinais positivos sdo facilmente
reconhecidos. Por exemplo, para uma maquina térmica que
opere entre duas fontes, tem-se as seguintes convengoes.
Sinais predicativos: a quantidade de calor € positiva quando
hd aumento da energia interna (energia cinética das molécu-
las) e o trabalho € positivo se o deslocamento ocorre no sen-
tido da forga. Sinais operatorios: o que é recebido pela
méquina é contado positivamente. Situa¢do paradigmdtica:
fonte 1, quente, fonte 2, fria e a maquina ¢ um motor. Entao:

e e
——- % maquina ——» fonte 2

c

Uma vez estabelecida essa equagdo, o milagre dos
nimero inteiros faz com que ela seja vdlida para quaisquer
sinais predicativos que possam ocorrer. A dificuldade dos
alunos consiste em recair, de tempos em tempos, nas
grandezas reais cujas variagdes constituem as grandezas fisi-
cas algébricas. Isso ocorre, em geral, pela tentacdo de pensar
o caso paradigmdtico como instituindo relagdes entre as
grandezas reais: o trabalho como sempre positivo.

‘ fonte 1

QA-W-QB =0 !

e b N s Ay

UMA NOTA SOBRE O MODELO DOS CAMPOS CON-
CEITUAIS (VERGNAUD)

Os campos conceituais sdo uma teoria psicolégica dos
conceitos que visa identificar e estudar as continuidades e
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descontinuidades entre os diferentes passos da aquisi¢cdo de
conhecimento, a partir do ponto de vista de seus contetidos
[Vergnaud, 1990, p. 133, sublinhado nosso]. Sdo exemplos de
campos conceituais: estruturas aditivas, estruturas multiplica-
tivas, logica das classes, dlgebra. Os campos conceituais
partem de conteidos matemdticos. No caso dos inteiros, os
campos conceituais partiriam da estrutura aditiva para com-
preender a aprendizagem. Ora, vimos que essa estrutura aditi-
va é uma sintese. O sujeito que faz 3-5= -2 esta fazendo indis-
tintamente e simultaneamente (+3)+(-5)=(-2), isto &, estd com-
pondo operadores aditivos, e (+3)-(+5)=(-2), isto &, estd
extraindo uma quantidade com sinal. O conteddo matematico
resultante dessa sintese operatéria ndo tem meios de distinguir
as operacoes das quais ele, por definicdo, € a sintese. Esse con-
teddo jamais podera fornecer um referencial para as operagdes
que levam a ele. Pelo contrério, € s6 no exercicio da linguagem,
na producio de significados, que essa distin¢gdo pode aparecer
e sO por af se tem um referencial para orientar as estratégias de
producdo de significado que constituem a aprendizagem.

HISTORICO E AUTORIA DA PROPOSTA

A proposta didatica contida em As Quatro Operagoes
com Inteiros Através de Jogos resulta de pesquisa que teve
inicio em 1986, na sessdo de sabado do curso de Matematica
Através de Materiais Concretos do Centro de Ciéncias da
FAPERJ, que deu origem ao Curso de Treinamento
Profissional do G-Rio. A pergunta diretriz era a seguinte:
como proporcionar aos professores que implantam a peda-
gogia da Assimilagdo Soliddria em suas salas de aula, instru-
mentos didéticos adequados sobre nimeros inteiros para que
a proposta pedagdgica ndo seja inviabilizada por uma fraque-
za em seu flanco da didética?

Objetivou-se, entdo, numa primeira fase, encontrar um
conjunto de a¢des efetivas no qual criancas de qualquer idade,
no ensino formal (escola) ou na aprendizagem informal
(lazer, etc.) vivessem, em agdo, as solugdes dos quatro pro-
blemas acima, até chegarem a integra-las como parte consti-
tuinte de suas concepgdes espontaneas. Num segundo estagio,
procurou-se elaborar fichas de trabalho adequadas a peda-
gogia da Assimilacdo Soliddria para que essas concepgdes
espontineas pudessem ser retomadas no aparelho escolar,
chegando-se, entdo, as formalizagdes das 6 e 7* séries.

Os primeiros resultados foram apresentados em
fevereiro de 1987 em Minicurso do I ENEM, na PUC de Sao
Paulo, ministrado por Armando José Salgado Marinho, Dora
Soraia Kindel e Maria de Fatima Pacheco. Durante 1987, Dora
Soraia Kindel utilizou e aperfeicoou as fichas de trabalho,
entdo elaboradas, em suas salas de aula na Escola Senador
Corréa, no Rio de Janeiro, apresentando novo minicurso no II
ENEM, em Maringd. A partir dos resultados obtidos o trabalho
foi retomado em 1988, no Curso de Treinamento Profissional
do G-Rio, desenvolvendo-se entdo 0s jogos que apresentare-
mos a seguir. Parte deste material foi usado por Eliane Felipini
de Almeida numa escola publica da regidao de Rio Claro.

Em outubro de 1989 a proposta foi apresentada em
Minicurso, no I Encontro Paulista de Educagao Matematica,
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promovido pela SBEM na PUC de Campinas, ministrado
pelo autor da versdo atual, Roberto Ribeiro Baldino e seus
orientados no Mestrado em Educacao Matematica da
UNESP, Rio Claro: Eliane Felipini de Almeida, Tania
Cristina Baptista Cabral, e Denizalde Jesiel Rodrigues
Pereira. Tania Cabral organizou a proposta em caixas de
26x19x3 cm contendo os tabuleiros, dados e todo o materi-
al necessdrio para a execucdo imediata dos jogos. O autor da
versdo atual preparou uma apostila com as regras, instru¢oes
para confec¢@o e um longo pardgrafo sobre a fundamentacao
tedrica dos jogos. Em novembro do mesmo ano a proposta
foi aprqsentada em Semindrio do GEPEM, na Universidade
Santa Ursula, no Rio de Janeiro. Por muitas das conside-
racdes ai feitas, somos gratos a Professora Estela
Kauffmann Fainguelernt. Em julho de 1990 a proposta foi
usada em minicurso no I Encontro de Educacdo Matemaética
da UFMS em trés Lagoas, MS. O Professor Antonio Carlos
Carrera de Souza tem aproveitado esses jogos em minicur-
sos oferecidos a alunos da rede publica, ministrados por seus
alunos da disciplina de Pratica de Ensino, na Unesp, Rio
Ciaro. Em 1994 fo1 retomada pelo Grupo de Pesquisa-Ac¢ao
em Educagio Matemadtica do Departamento de Matematica
do IGCE da UNESP, Rio Claro.
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