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Os Paradoxos na Construcao da Matematica
Reinaldo Salvitti

Um paradoxo é uma afirmacdo que ndo nos parece
contraditéria em si mesma, mas que contraria fatos ou pres-
supostos tidos como verdadeiros. Em ciéncia, quando se
enuncia um paradoxo tem-se que algo ndo estd sendo com-
preendido ou suficientemente explicado pelos conhecimentos
jd existentes. A ciéncia, em especial a Matemadtica, se “ali-
menta” substancialmente todas as vezes que um paradoxo €é
enunciado. Isso se dd, porque logo em seguida a provisoria
“crise” que se instala, segue-se uma incessante busca de
explicacdo, gerando assim novos conceitos e propriedades
importantes que vao enriquecendo a ciéncia. Nesse processo,
pode-se também observar, a evolugdo do senso comum para o
que podemos chamar de “senso cientifico”. Para exemplificar
e compreender melhor o exposto acima vamos falar sobre trés
paradoxos, acontecidos em momentos diferentes, que ficaram
marcados fortemente na Histéria da Matemdtica. Esses para-
doxos s@o atribuidos respectivamente a:

1°)  ZENAO;
2°)  BOLZANO;
3°)  RUSSELL.

1°) UM PARADOXO DE ZENAO

Zenao, foi um filésofo grego que viveu por volta de
450 a.C.. Muito do que ¢é tratado como matematica hoje em
dia era conteido de filésofos na Grécia. A corrente dos
pitagdricos acreditava na existéncia de uma unidade de medi-
da absoluta (mdnada). Assim uma quantidade de tempo, por
exemplo, poderia ser subdividida em um certo nimero de
unidades de tempo, que a comporiam. Essa unidade, por sua
vez, ndo poderia mais ser subdividida. Havia muita ddvida
sobre isso ja que apesar da crenga pitagdrica nao ser aceita por
todos, n@o se tinha um argumento convincente para nega-la.
Zendo jogou por terra a afirmagdo dos pitagéricos mostrando
que se adimitirmos a existéncia de uma unidade absoluta
cairemos num absurdo. Assim ele afirmou por exemplo que:

“Para se percorrer uma distancia d, precisamos per-
correr primeiro metade de d (d/2), depois um quarto
de d (d/4) e assim sucessivamente. Por mais rdpido
que percorramos cada trecho (por exemplo a unidade
de tempo imaginada pelos pitagoricos), deveriamos
percorrer infinitos trechos e assim levariamos um
tempo infinito jd que seria a soma de infinitas quanti-
dades de tempo iguais.”
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Por outro lado a crise ndo estaria completamente
resolvida se fosse admitido que uma certa quantidade de
tempo pudesse ser subdividida indefinidamente até um mini-
mo que seria nula porque isso levaria a contradi¢do de que
somar essas partes nulas para reconstituir o todo daria como
resultado algo de medida zero que ndo era o valor da medida
de partida. Essas formas de pensar, que levavam sempre a
contradi¢des, plantaram as bases para o conceito de limite e o
conceito de nimeros reais.

Nesse exemplo, como nos demais a serem apresenta-
dos, estava em cheque a hipotese do terceiro excluido, admi-
tida pela Matematica. Por essa hipdtese um objeto ou €, ou
ndo é, alguma coisa. Nao se admite uma terceira alternativa.
Assim, nesse caso, um segmento € infinitamente divisivel até
se reduzir a algo de tamanho zero ou nao.

Para se resolver as contradi¢des que surgiam em ambas
as formas de encarar “parte e todo”, viu-se que ndo se deveria
encarar a relac@o entre um ponto e um segmento como um todo
constituido da soma das partes (apesar de que um ponto de um
segmento é um elemento do conjunto dos pontos do segmento).
Um ponto deveria ser olhado como um elemento que divide o
segmento (ou a reta) em dois subconjuntos disjuntos, ou ainda,
como a chegada (o limite) de uma sequéncia de pontos.

As resposta a essas questoes s6 foram consideradas
satisfatorias no final do século 19 (cerca de 2200 anos depois)
com os trabalhos sobre niimeros reais de Cauchy, Weierstrass
e Dedekind, dentre outros.

2°) UM CONJUNTO PODE TER O MESMO NUMERO
DE ELEMENTOS QUE UM SEU SUBCONJUNTO
PROPRIO?

Quantos elementos tem o conjunto dos nimeros natu-
rais? E dos inteiros? E dos racionais? E dos irracionais? O
conjunto dos naturais tem 0 mesmo nimero de elementos que
o conjunto dos inteiros?

Essas questdes ndo foram superadas sem “traumas” na
Matematica. Galileu (1564 - 1642) ja falava em corres-
pondéncia biunivoca entre naturais e os pares.
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Galileu argumentou entdo que se tivéssemos que pen-
sar em conjuntos infinitos o conjunto dos pares e dos naturais
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deveriam ter o0 mesmo nimero de elementos. A questao do
nimero de elementos de um conjunto infinito voltou forte-
mente a baila no século 19 com o grande avango da Andlise.
Assim Bolzano, por volta de 1850, disse que:

se pensdssemos em termos de niimeros de elementos
para conjuntos infinitos, teriamos um paradoxo jd que
um conjunto infinito poderia ser “semelhante” a um
subconjunto proprio (como o conjunto dos naturais e
dos naturais pares por exemplo).

Isso contrariava o senso até entdo utilizado pelos
matemadticos no caso dos conjuntos finitos. Bolzano
preferiu olhar esse fato como uma caracteristica especial
dos conjuntos infinitos. Na realidade o que se deveria fazer
era olhar quantidades infinitas de uma outra forma. Assim
Dedekind (1831 - 1916) em 1872, percebeu que poderia
formular, antes de tudo, uma defini¢do de conjunto infinito
exatamente do ponto que era visto como uma anomalia.
Definiu entdo:

um conjunto é infinito quando ¢ semelhante a uma
parte propria dele mesmo, caso contrario ele ¢ finito.

Isso propiciou a Cantor (1845 - 1918) alguns anos
mais tarde, 1883, a comparacdo entre quantidades de elemen-
tos de conjuntos infinitos através da seguinte defini¢ao:

dois conjuntos tém o mesmo niimero de elementos
quando existe uma correspondéncia biunivoca entre
seus elementos.

Nesse exemplo a hipdtese do terceiro excluido signifi-
ca que dois conjuntos t€ém ou ndo tém o mesmo nimero de
elementos. Dedekind viu que se deveria precisar a idéia de
conjunto infinito através de uma definicao, ou seja, encarar o
infinito de uma forma clara para todos do meio cientifico. Isso
abriu caminho para o segundo passo que foi definir conjuntos
semelhantes, isto €, conjuntos equipotentes ( conjuntos com o
mesmo nimero de elementos ).

3°) EXISTE O CONJUNTO DE TODOS OS CONJUN-
TOS? UM CONJUNTO E SEMPRE DETERMINADO POR
UMA PROPRIEDADE?

A teoria dos conjuntos trabalhava com a idéia de Frege
(1848 - 1925) de que um conjunto € um ente constituido de
elementos que sempre podem ser caracterizados por uma pro-
priedade. Assim um conjunto para Frege era a extensao de um
predicado P (ente sintatico);

X={xI| x satisfaz P(x)}.

No inicio do século foram formulados paradoxos que
colocaram em xeque a concepg¢ao de conjunto de Frege.

Considere uma cidade com um barbeiro que barbeia a
todos aqueles e somente aqueles que ndo se barbeiam.
O barbeiro estd incluido no conjunto daqueles que se
barbeiam?

Se o barbeiro estd nesse conjunto entdo ele se barbeia;
mas o barbeiro s6 barbeia aqueles que nao se barbeiam por-
tanto ele ndo se barbeia.

Se o barbeiro ndo esta nesse conjunto entao ele ndo se
barbeia. Mas o barbeiro barbeia a todos aqueles que ndo se
barbeiam portanto ele se barbeia.

Dessa forma definiu-se um conjunto por uma pro-
priedade mas nés nao conseguimos dizer se um ‘“elemento”
pertence ou ndo a esse conjunto. Assim a concepg¢ao de con-
junto de Frege era falha. Outros paradoxos vieram conturbar
ainda mais como “a antinomia de Russell™:

Considere a propriedade P(x) de xx e S={x| xx}. S per-
tence ou ndo pertence a S?

Se tivermos que S pertence a S entdo concluimos pela
definicdo de S que S ndo pertence a S.

Se tivermos que S ndo pertence a S entdo concluimos
pela defini¢do de S que S pertence a S.

Dessa forma definimos um conjunto por uma pro-
priedade P(x) mas ndo conseguimos decidir se S pertence ou
nao a esse conjunto. Conclui-se entdo que nem todas as pro-
priedades determinam conjuntos como pensava Frege. Qual
foi entdo a saida para a definicao de conjunto?

1. Uma primeira resposta foi dada pela teoria de
Zermelo-Fraenkel que essencialmente precisa melhor a
defini¢do de um conjunto. Assim dada uma propriedade P e X
um conjunto ja obtido anteriormente, podemos construir o
conjunto dos elementos de X que satisfazem P. Se pensarmos
agora na possibilidade de existir X=conjunto de todos os con-
juntos, vamos definir analogamente ao paradoxo de Russell o
conjunto S={zX | zz}. Como S deve pertencer a X temos duas
possibilidades:

a). SS e portanto da defini¢ao de S concluimos que SS;
b). SS e portanto da defini¢do de S concluimos que SS.

Obtemos portanto um absurdo e nessa teoria nao existe
o conjunto de todos os conjuntos.

2. Uma segunda resposta a essa pergunta vem das teo-
rias de Von Neumann-Bernays-Godel e Kelley-Morse. Essas
teorias permitem a existéncia de novos entes, como por exem-
plo ente S definido acima, chamados de classes e também os
conjuntos. Nessa teoria um conjunto pode ser elemento de
outro conjunto mas uma classe ndo pode ser elemento de
nada. Também tem-se que todo conjunto € uma classe mas a
reciproca € falsa.Assim para S ndo se pode perguntar se SS e
portanto ndo se terd nenhuma contradicao definindo S. Essas
teorias partiram entdo do ponto onde se tinha uma falha para
se construir uma ampliacdo do campo conceitual.

Nesse terceiro exemplo a hipétese do terceiro excluido
se traduz por: dados dois objetos, X e Y, ou XY ou XY. Vimos
que a pergunta de um conjunto pertencer, ou nao, a outro esbar-
rava com a prépria defini¢do do que era um conjunto.

Podemos afirmar que nos trés casos os conceitos e as
idéias matemadticas estavam mais proximas do senso comum.
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O senso cientifico muda, evolui. Assim, dizer que o conjunto
dos pares tem o mesmo niimero de elementos que o conjunto
dos naturais foge ao senso comum. O senso cientifico é
adquirido com a pesquisa e a reflexdo organizada.

Os trés exemplos considerados permitiram ampliagdes
dos campos conceituais trazendo um grande desenvolvimen-
to para a Matematica.
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