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Resumen

Las funciones semiéticas constituyen herramientas tedricas y metodolégicas utilizadas por el Enfoque
Ontosemidtico de la Cognicién y la Instruccién Matemética (EOS) para el estudio de la construccién de
significados de objetos matematicos. En este trabajo, a través de algunos ejemplos, se presenta la descripcion del
uso de tales funciones para el abordaje de distintas probleméticas de aprendizaje en estudiantes universitarios. A
partir de los antecedentes y ejemplos expuestos, puede observarse el potencial que estas herramientas tienen para
el diagndstico y tratamiento de distintos tipos de errores asociados a précticas matematicas. Las funciones
semidticas permiten: visibilizar el nivel de complejidad de una determinada practica matematica; evaluar
detalladamente practicas matematicas de estudiantes para detectar discrepancias de significados, y favorecer el
redisefio de secuencias didacticas, contemplando las complejidades y conflictos detectados. También se exponen
los pasos de refinamientos sucesivos para la definicion de las funciones semioticas apropiadas para el analisis de
algun problema particular. De esta manera, se muestra una sistematizacion de este proceso que posibilita su
aplicacién en otras investigaciones referidas al estudio de significados.
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Abstract

Semiotic functions are theoretical and methodological tools used by the Ontosemiotic Approach of Cognition
and Mathematics Instruction (OSA) to study the construction of meanings of mathematical objects. In this paper,
through some examples, the use of such functions is described for dealing different problems in university
students learning. From the background and the stated examples, it can be seen that these tools have potential for
the diagnosis and treatment of many kinds of errors associated with mathematical practices. Semiotic functions
allow: visualization of the level of complexity of a particular mathematical practice; accurately assessment of the
student mathematical practice for meaning discrepancies, and promotion of the redesign of teaching sequences,
bearing in mind the complexities and conflicts detected. It is also outlined the steps of successive refinements for
defining appropriate semiotic functions for the analysis of a particular problem. Thus, a systematization of this
process is shown, which enables its application in other researches related to the study of meanings.

Keywords: Semiotic functions. Meaning. Methodological tool. Ontosemiotic Approach.

1 Introduccién

Gran parte de las investigaciones de Educacion Matematica abordan el problema de
dificultades frecuentes que enfrentan los estudiantes ante determinadas practicas matematicas.
Desde diferentes marcos tedricos se proponen variadas herramientas que permiten el analisis
de dichas practicas con la intencion de explicar esas dificultades y proponer posibles
estrategias tendientes a su superacion.

El interés de realizar un andlisis de errores en el aprendizaje ha sido sefialado por
diversos autores, quienes piensan gque son una parte inseparable de este proceso (RADATZ,
1980; BORASSI, 1987; RICO, 1995; POCHULU, 2004). A su vez, el interés radica en la
posibilidad de caracterizar las regularidades con que se presentan los errores y de construir
modelos explicativos, pues es una estrategia valiosa para clarificar dificultades en el
aprendizaje matematico y permitiria plantear propuestas superadoras.

En este trabajo utilizamos el Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la
Instruccion Matematica (EOS) (GODINO; BATANERO, 1994; GODINO; CONTRERAS;
FONT, 2006; GODINO; BATANERO; FONT, 2009; POCHULU, 2012). En particular, nos
centraremos en una de las herramientas tedrico-metodoldgicas propuestas por este enfoque, la
funcion semidtica, entendida como una entidad que asigna una relacion especifica entre
objetos matematicos. Con dicha herramienta se procura “...modelizar la actividad
matematica, tanto en los procesos de resolucion de problemas, como en los procesos
comunicativos en la ensefianza y aprendizaje, como secuencias de funciones semioticas e
identificar conflictos semiéticos potenciales o efectivos en la interaccion didactica”
(GODINO, 2003, p.145).
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Se presenta parte de la experiencia del grupo GIEMI?, en las que se analizan procesos
de resolucion de problemas matematicos, estableciendo la secuencia de funciones semiéticas
implicadas en ese proceso. Dichas funciones son relevantes tanto en su contenido como en su
orden, ya que, en caso de no establecerse correctamente, no se logra resolver
satisfactoriamente el problema en cuestion.

En este articulo se presentan funciones semiéticas asociadas a la resolucion de
problemas de tipos especificos, utilizadas en cuatro trabajos del grupo, con su correspondiente
fundamentacién, a fin de compartir la experiencia y la metodologia con otros investigadores.
En dichos trabajos se describen algunas de las dificultades que se generan en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje de distintos objetos matematicos vinculados a: problemas de
optimizacion, representaciones de numeros complejos, representaciones simbdlicas en el
registro algebraico y problemas asociados a la probabilidad condicional. Mediante el analisis
de las funciones semidticas implicadas, se determinan los significados personales asignados a
los objetos matematicos involucrados, y se las contrasta con las funciones semiéticas que

representan los significados pretendidos. Dicho analisis ha permitido:

® Identificar los conflictos de significados que pueden obstaculizar el aprendizaje en

un proceso de instruccion.

® Obtener informacion relevante para el disefio de estrategias de ensefianza.
En los procesos de definicion de las funciones semidticas de los cuatro trabajos se
hallaron algunas regularidades. Las mismas se enuncian, esperando que sirvan como criterios

para ser considerados en estudios similares.

2 Antecedentes

Con miras al estudio de los factores que intervienen en la generacion de obstaculos o
dificultades en el aprendizaje de la matematica se han realizado distintas clasificaciones de los
errores.

Asi, Radatz (1980, citado en ABRATE; POCHULU; VARGAS, 2006) sefiala una
categorizacion segun la causa:

(@) Dificultades del lenguaje; (b) Dificultades para obtener informacion espacial; (c)

Aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos previos; (d) Asociaciones incorrectas

! Grupo de Investigacién: Ensefianza de la Matemética en Carreras de Ingenieria (GIEMI), Facultad de
Ingenieria Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina.
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0 rigidez del pensamiento (por perseveracion, de asociacion, de interferencia o de
asimilacion); (e) Aplicacién de reglas o estrategias irrelevantes.

Asimismo, Mavshovitz—Hadar, Zaslavksy e Invar (citados en Rico, 1995) plantean
categorias empiricas y descriptivas de los errores, sobre la base de un analisis constructivo de
las soluciones de los alumnos realizadas por expertos: (a) Datos mal utilizados; (b)
Interpretacion incorrecta del lenguaje; (c) Inferencias no validas I6gicamente; (d) Teoremas o
definiciones deformados; (e) Falta de verificacion en la solucion; (f) Errores técnicos.

El enfoque pragmatico que tiene el EOS asocia los significados de los objetos
matematicos a las practicas y dichas practicas se representan mediante funciones semidticas
de distinto tipo. En este contexto, los errores se identifican con la falta de establecimiento de
las funciones semidticas o con el establecimiento de funciones semioticas incorrectas.

Existen antecedentes de trabajos en los que se utilizan funciones semioticas como
herramientas metodoldgicas, focalizados sobre los procesos de ensefianza y de aprendizaje de
distintos contenidos matematicos. A continuacion, se describen sintéticamente dichos
trabajos.

Contreras et al. (2005) realizan un analisis semiético de un texto en el que se define la
funcién derivada. Realizan dicho analisis considerando como expresion o contenido de las
funciones semidticas que definen, las facetas duales extensiva — intensiva de los objetos
matematicos presentes en las unidades de analisis consideradas en el texto. A través del
analisis detectan conflictos semioticos potenciales y focalizan la atencion, a través de las
facetas duales mencionadas, sobre el uso de elementos genéricos, cruciales en la actividad
matematica. Una tarea similar realizan Contreras y Ordofiez (2006) al analizar la introduccion
a integral definida presentada en un fragmento de un texto de bachillerato. A través de la
definicion de funciones semidticas que contemplan las dualidades de los objetos matematicos
relacionados, describen la complejidad de la comprension del mismo y anticipan posibles
conflictos semioticos.

Chacdén (2006) utiliza funciones semioticas para hacer un anélisis de una trayectoria
epistémica de un proceso de ensefianza de la definicion algebraica de estructura de grupo a
desarrollarse en un contexto virtual. Identifica unidades de analisis en dicha trayectoria para
luego asociarlas a funciones semidticas. Estas Gltimas son clasificadas segun la tabla
propuesta por Font (2002). Analogamente, define unidades de andlisis y sus funciones
semioGticas asociadas en una tarea dada a un estudiante. Dichas funciones también son
clasificadas segun la tabla mencionada.

Tamayo et al. (2008) analizan un proceso de ensefianza Yy aprendizaje de la
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definicion de Limite funcional segin Weierstrass, implementado en una institucion escolar
en un ambiente de tecnologia digital, descomponen dicho proceso en unidades para
identificar entidades y las funciones semioticas que se establecen. Identifican nueve tipos
de funciones semiéticas cuyas expresiones 0 contenidos son notacionales o facetas de la
dualidad intensivo-extensivo.

Godino, Batanero y Roa (2005) estudian el proceso de resolucion de algunos
problemas combinatorios por alumnos con alta preparacion matematica, aportando una
explicacién semiética del razonamiento combinatorio y describiendo las implicaciones del
modelo tedrico. Afirman que los objetos matematicos no son entidades aisladas, sino que se
ponen en relacion en el lenguaje y la actividad matematica por medio de funciones semidticas.
Es decir, las conexiones entre un antecedente (expresién, significante) y un consecuente
(contenido o significado), establecidas por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un
cierto criterio de correspondencia. Consideran, en los ejemplos que desarrollan, que
cualquiera de los objetos matematicos puede desempefiar el rol de expresion y contenido. En
los ejemplos analizados se determinan los conflictos semidticos, pero no se definen
explicitamente las funciones semidticas intervinientes en esa disparidad de significados.
Sugieren, finalmente, sobre la utilidad en considerar un razonamiento matematico como
secuencia de funciones semiéticas (o cadena de conocimientos puestos en relacion) en el
proceso de resolucion de un problema por parte de un sujeto.

Resulta interesante el uso tedrico-metodoldgico de las funciones semidticas realizado
por Rojas Garzéon (2012). En su tesis estudia las dificultades que encuentran algunos
estudiantes para articular los sentidos asignados a representaciones semiéticas de un mismo
objeto matemaético, obtenidas mediante tratamiento. Utiliza las funciones semidticas para
definir el sentido de un objeto matematico primario como el contenido de la funcion semiotica
que tiene a dicho objeto primario como expresion de la funcion semidtica. A partir de esta
nocion de sentido, define la articulacion de sentidos como el establecimiento de una funcién
semiotica resultante de la concatenacion de dos funciones semioéticas: uno de los sentidos
(contenido) del objeto primario se convierte en expresion de una nueva funcion semiética que
tiene como contenido a otro sentido de dicho objeto. Asimismo, usa el constructo funcién
semidtica para definir la actividad cognitiva de tratamiento, afirmando que “el tratamiento se
puede caracterizar como una funcion semidtica que toma como equivalentes dos objetos
primarios, considerados ambos como representaciones de un mismo objeto matematico”
(ROJAS GARZON, 2012, p.53).

En su trabajo presenta la configuracion cognitiva de objetos matematicos primarios de
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producciones de estudiantes en el desarrollo de tareas de probabilidad, triple de un nimero y
sobre conicas, resaltando las funciones semidticas establecidas por éstos en su proceso de
significacion. Presenta evidencias que confirman los obstaculos que encuentran los

estudiantes para articular sentidos.

3 Marco teérico

El marco teorico en el que se fundamentan los analisis es el Enfoque Ontosemidtico de
la Cognicion y la Instruccion Matematica (EOS), como linea de investigacién en Didactica de
la Matematica, que viene desarrollandose en Espafia desde el afio 1994 por Juan Diaz Godino,
Carmen Batanero y Viceng¢ Font Moll (GODINO; BATANERO, 1994; GODINO;
CONTRERAS; FONT, 2006; GODINO; BATANERO; FONT, 2009; POCHULU, 2012).

Este enfoque define a una practica mateméatica como cualquier accion, expresion o
manifestacion (linglistica o de otro tipo) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar la solucion obtenida a otras personas, validar y generalizar esa
solucion a otros contextos, A partir de este constructo, surge la nocién de significado,
definido como el sistema de practicas operativas y discursivas para resolver un cierto tipo de
problemas (GODINO; BATANERO; FONT, 2009).

En el contexto de una clase, los conocimientos de cada alumno en un momento dado
son muy variados. Ante un determinado objeto matematico se considera el significado
personal que cada alumno le asigna a dicho objeto para diferenciarlo del significado fijado
por el profesor, por el libro de texto o en un curriculo (significado institucional).

A partir de esta distincion se puede describir, metaféricamente, el aprendizaje como
acoplamiento progresivo entre significados personales e institucionales en una clase. Esta
diferenciacion entre las facetas personal e institucional de los significados matematicos es
fundamental para poder describir y explicar las interacciones entre el profesor y los
estudiantes en los procesos de ensefianza y aprendizaje (GODINO; BATANERO; FONT,
2009).

En los sistemas de practicas matematicas intervienen y aparecen conjuntos de objetos
conformando redes llamadas configuraciones. Las mismas pueden ser cognitivas o
epistémicas de acuerdo la condicion de personal o institucional de los objetos involucrados.
Estas configuraciones, junto con los sistemas de précticas, son las herramientas tedricas que
propone este enfoque para describir los conocimientos matematicos expresados en términos
de significados (GODINO; BATANERO; FONT, 2009).
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Para describir la actividad matematica y los procesos cognitivos implicados, el EOS
considera la teoria del lenguaje de Hjemslev (1943, citado en GODINO, 2003), quien
denomina funcion a la dependencia entre el texto y sus componentes y entre estos
componentes entre si. Entre los tipos de dependencias que es posible identificar entre las
partes de un texto, resaltan aquellas en que una parte (plano de expresion) se pone en
representacion de otra (plano del contenido). Esta funcion es la que Hjemslev designa funcion
de signo y que Eco presenta como funcién semiotica (GODINO, 2003).

Las funciones semidticas ponen de manifiesto la naturaleza esencialmente relacional
de la actividad matematica. Godino (2003) considera que esa dependencia no es solo
representacional, sino que existen otras dependencias de naturaleza operatoria o actuativa.

En este contexto, el significado estd conformado por una trama de funciones
semidticas, cada una de las cuales asigna a una expresion un contenido, mediante un cierto
criterio o regla de correspondencia establecida por un sujeto. Este contenido puede ser un
término, expresion, grafico u otro elemento linglistico, una situaciéon problema, un concepto o
definicion, una accién u operacién, algoritmo o procedimiento, una argumentacion, etc.
(GODINO; BATANERO; FONT, 2009). Es decir que el contenido puede ser cualquiera de
los objetos primarios? que el EOS contempla en su ontologia. Esto permite clasificar las
funciones semioticas segun los tipos que se presentan en Cuadro 1. Esta es la clasificacion

utilizada en los ejemplos de aplicacién que se presentan en la proxima seccion.

Tipo de funcion semiética Contenido
S Término, expresion, grafico u otro elemento

Linguistica o

linglistico
Situacional Situacion-problema
Conceptual Concepto, definicion
Proposicional Propiedad o atributo del objeto
Actuativa Accion u operacion, algoritmo o procedimiento
Argumentativa Argumentacién

Cuadro 1- Tipos de funciones semioticas
Fuente: Pochulu (2012)

Las funciones semidticas poseen un gran potencial como herramientas metodoldgicas
al momento de estudiar significados, particularmente los significados personales construidos

por los estudiantes. Font (2002, p.156) expresa que:

El hecho de considerar que las funciones semiéticas tienen un papel muy importante

% Los objetos primarios considerados por el EOS son: Situaciones, Lenguaje, Definiciones, Proposiciones,
Procedimientos y Argumentos (GODINO; BATANERO; FONT, 2009)
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en el proceso relacional entre entidades (o0 grupos de ellas), activadas en practicas
que se realizan dentro de un determinado juego de lenguaje, permite también
entender la comprension en términos de funciones semiéticas. En efecto, podemos
interpretar la comprensidn de un objeto O por parte de un sujeto X (sea individuo o
institucién) en términos de funciones semidticas que X puede establecer, en unas
circunstancias fijadas, en las que se pone en juego O como funtivo (expresion o
contenido).

La falta de establecimiento de los distintos tipos de funciones semidticas, o el
establecimiento de funciones incorrectas, da lugar a errores que pueden ubicarse en alguna de
las clasificaciones mencionadas en el apartado anterior.

Asi por ejemplo, las dificultades provocadas por la falta de establecimiento de
funciones semioticas linguisticas pueden asociarse a la categoria errores causado por
Dificultades del lenguaje, de Radatz (1980, citado en ABRATE; POCHULU; VARGAS,
2006) o a la categoria Interpretacion incorrecta del lenguaje, de Mavshovitz—Hadar,
Zaslavksy e Invar (citados en RICO, 1995). Los errores asociados a las categorias de
Mavshovitz—Hadar, Zaslavksy e Invar denominadas Datos mal utilizados y Falta de
verificacion en la solucion se corresponden con la ausencia o establecimiento deficiente de
funciones semidticas situacionales y argumentativas respectivamente.

Mas alla de tipificar los errores, las funciones semidticas permiten un refinamiento del
analisis de los mismos que conduce a una vision mas detallada del significado personal
manifestado por los alumnos sobre un objeto matematico. A continuacion, se realiza una

descripcion del proceso de refinamiento mencionado.

4 Metodologia empleada para definir las funciones semioticas

En cada uno de los trabajos que se presentaran como ejemplos hubo un proceso de
definicion de funciones semidticas involucradas. Al hacer un andlisis retrospectivo sobre esos
procesos, se hallaron regularidades que se describiran a continuacion.

En todos los casos se comienza por identificar una situacion problema que,
recurrentemente, presenta dificultades para los estudiantes. Esto impone la necesidad de
determinar o explicar dichas dificultades. Para ello es necesario realizar una radiografia de la
situacién problema mediante una descripcion detallada de las practicas matematicas que
requiere su resolucion. Una configuracidn epistémica hace posible dicha descripcién. En ella
se detallan los objetos matematicos primarios presentes. Para cada uno de esos objetos
primarios se requiere, por parte del estudiante, una practica matematica (operativa, discursiva

etc.). Esta asociacion entre objetos primarios es la que se modeliza a través de funciones
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semioticas.

El conjunto de funciones semidéticas asi definidas conforma una trama inicial, o
provisoria, que permite hacer ostensibles las practicas matematicas necesarias para resolver el
problema. Dicha trama puede ir refinandose en su nivel de detalle si esto fuera necesario.

Este entramado es una herramienta que permite el analisis de las configuraciones
cognitivas de las producciones de los estudiantes. En dicho analisis se indaga si se evidencia
el establecimiento de las funciones semidticas en juego. Para aquellas funciones que no se
muestran establecidas se debe proceder a analizar si el estudiante no establecié ninguna
funcion semidtica o establecié una errénea, respecto del objeto primario que esta estudiando.
En este punto, es necesario preguntarse si la discrepancia entre la funcion semidtica definida
como correcta, y la efectivamente utilizada por el estudiante es suficiente para explicar su
error en la resolucion del problema. En los casos en los que no resulta suficiente, se desagrega
la funcién en cuestién en funciones semidticas que tributan en la construccién de la funcién
semidtica estudiada. Esto dara lugar a un analisis posterior de las configuraciones cognitivas,
comparando con estas nuevas funciones semidticas.

A continuacion, en la Figura 1, se presenta un esquema que sintetiza lo anteriormente

detallado respecto del proceso de refinamiento del entramado de las funciones semioticas.
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Practicas matematicas en
los que se observan
problemas recurrentes de

l Elaboracion de

Configuracion
Epistémica (C.E.)

Definicién de

Trama inicial de <
funciones semiéticas f,

Para cada f; ¢ se evidencia
su establecimiento en la mayoria
los estudiantes?

La dificultad NO esta La dificultad esta
asociada al significado asociada al significado
parcial dependiente de f; parcial dependiente de f;

!

ZAlcanza la f; asi
definida para explicar
las dificultades?

L @)
Trabajar sobre Desglosar f; en
propuestas funciones semioticas
didacticas fi1, fioy «es fim QuUE
favorables a su tributen sobre ella
establecimiento para considerarlas

Figura 1- Proceso de definicion y refinamiento de funciones semidticas.
Fuente: desarrollado por los autores

5 Ejemplos de aplicacion de funciones semidticas

A continuacion se presentan los cuatro ejemplos, mencionados en la introduccion, del
uso de Funciones Semioticas como herramienta metodoldgica para analizar problemas de
aprendizaje. En todos los casos, se trabajo con las producciones de alumnos que se
encontraban cursando materias basicas de las carreras de ingenieria de la Universidad

Nacional de Mar del Plata, Argentina.
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5.1 Funciones semi6ticas asociadas a la resolucién de un problema de optimizacion®

Este ejemplo muestra el uso de las funciones semioticas para describir las dificultades
para resolver problemas de optimizacién de un grupo estudiantes de un primer curso de
Andlisis Matematico, con el fin de extraer conclusiones que contribuyan a mejorar la

ensefianza de este tema. El enunciado del problema (P) con el que se trabajo es:

Determinar la mayor area que puede encerrar un rombo cuyo lado mide 1 metro. (Recordar que un rombo tiene
todos sus lados congruentes y su area es la mitad del producto de sus diagonales).

En la Figura 2 se muestran las Funciones Semioticas asociadas a las practicas con

errores mas frecuentes en la resolucion del problema anteriormente enunciado.

Antecedente Consecuente

Condicién del problema Fy Establecimiento de la relacion entre las variables de
» | la funcién a maximizar

Funcion area en dos F, Identificacién de la funcién area a maximizar en dos

variables » | variables

Funciébn a maximizar en Fs Re-expresion en funcién de una sola variable la

una variable » | funcion area

Derivada de la funcién F4 Obtencion de la funcién a partir de la aplicacién de
» | reglas de derivacion a la funcién a maximizar

Punto critico Fs Obtencion del valor que hace cero la derivada
» | primera o que no la define.

Posible extremo relativo Fe Punto critico que se verifica como extremo con
» | algln criterio

Criterios para determinar si F; Determinacién de la variacion del signo de la

un valor critico es un » | derivada primera en un entorno del punto critico o

extremo relativo signo de la derivada segunda en dicho punto o

variacion de la funcion en un entorno
Figura 2 - Funciones semidticas intervinientes en P.
Fuente: Baccelli et al. (2013)

La funcion semidtica F; es del tipo situacional-conceptual. Se considerd necesario
desagregarla en sub-funciones que son detalladas en la Figura 3. Dichas funciones permitieron

explicar, con detalle, las dificultades que se originan en el planteo del problema mencionado.

Rombo Fi1 Cuadrilatero que tiene todos sus lados congruentes
—>
= Diagonales de un Fio Diagonales perpendiculares que se cortan en su punto medio
1 Rombo —
Teorema de Fis La suma del cuadrado de los catetos de un triangulo
Pitagoras —”| rectangulo es igual al cuadrado de la hipotenusa

Figura 3 - Funciones semioticas desagregadas a F; en P.
Fuente: Baccelli et al. (2013)

Las funciones F,y F3 son del tipo proposicionales - actuativas. La funcion semiética F3

3 Baccelli, S.; Anchorena, S.; Figueroa, S.; Prieto G. (2013).
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muestra la dificultad de los alumnos de determinar la funcién a maximizar en una variable,
incluso en aquellos que tienen establecidas las funciones F; y F,. La funcion F, es del tipo
actuativa, mientras que la funcion Fs es del tipo conceptual. La funcidn Fg corresponde a una

funcion argumentativa y la funcion F; ademas de ser argumentativa es actuativa.

5.2 Funciones semiéticas ligadas a distintas representaciones de nimeros complejos®

Este ejemplo muestra el uso de las funciones semioticas para analizar las dificultades y
errores que se generan cuando los alumnos usan las representaciones aritmético-algebraica y
geométrica-vectorial de los niumeros complejos, en un grupo de estudiantes de un primer
curso de Algebra.

Se propusieron dos ejercicios a los estudiantes. En el primero de ellos se expone una
proposicién cuyos elementos estan representados en lenguaje aritmético-algebraico. Su valor
de verdad debe ser determinado por los alumnos a partir de la obtencion de la parte imaginaria

de la potencia de un nimero complejo expresado en forma binémica. Su enunciado es:

Determinar si es verdadera o falsa la siguiente expresion: Si z =2 - 2./3i i entonces Im(z?*) =1

Para analizar el significado algebraico que los estudiantes tenian construido, se
definieron dos funciones semioéticas presentes en ese proceso de significacion. Las mismas se

representan en la Figura 4.

Antecedente Consecuente
, F,

Médulo de z — > Valor numérico resultante del calculo: Va® + b?
a
Fa Coslp) = m
Argumento de z Una de las soluciones ¢ del sistema b
Sen((p) =—
2]

Figura 4 - Algunas funciones semidticas del Ejercicio 1.
Fuente: Distéfano et al. (2012)

Las funciones F; y F;, aluden, respectivamente, a significados actuativos (en el sentido
que su contenido es una accion u operacion, y en este caso, corresponde a un algoritmo o
procedimiento) del mddulo y del argumento de un nimero complejo z = a + bi. Dichos

significados actuativos estan asociados a la representacion aritmético-algebraica del mismo.

* Distéfano, M.L.,Aznar, M.A., Pochulu, M. (2012).
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Por consiguiente, puede considerarse que, para la correcta resolucion de este ejercicio, se
requiere haber construido un significado actuativo aritmético-algebraico ligado a esta forma
de representacion de los numeros complejos.

En el segundo ejercicio se proporciona la informacion en el registro gréfico. El

enunciado es:

A la derecha figura la representacion de los nimeros complejos del / ' \
conjunto Bz{z eC,z—4i\:J§}- """"" |’ """""" : """""""
a) Todos los nimeros complejos del conjunto B ¢tienen el mismo I\\ ’ /"
maddulo? ¢Por qué? \\#,_//

b) ¢Entre qué valores varian los argumentos de los nimeros

complejos del conjunto B?

La resolucién del inciso a) de este ejercicio puede hacerse utilizando Unicamente
herramientas del significado aritmético-algebraico, obteniendo elementos particulares del
conjunto B y comparando sus modulos. Sin embargo, las mismas resultan insuficientes para la
resolucion del segundo inciso, que requiere la determinacion de elementos de valores
extremos de argumento del conjunto B y esto s6lo puede realizarse a partir de la
interpretacion grafica y geométrico-vectorial del mismo. Considerando que las herramientas
del significado geométrico son las mas viables para que los alumnos resuelvan ambos incisos,

fueron definidas las funciones semiéticas que se presentan a continuacion (Figura 5).

Antecedente Consecuente
NUmero complejo z Fs > Vector con origen en (0,0) y extremo en su afijo (a,b)
Maddulo de z Fs > Distancia del afijo al origen o longitud del vector

Angulo con lado inicial en el semieje positivo de las
Argumento de z Fs - abscisas y lado final en la semirrecta que contiene al
" vector asociado al nimero complejo.

Figura 5 - Algunas funciones semidticas del Ejercicio 2
Fuente: Distéfano et al. (2012)

Las funciones F3, F4 y Fs hacen referencia al significado conceptual (en el sentido que
se ha tenido en cuenta s6lo un objeto primario del conjunto de préacticas: concepto,
estableciéndose una correspondencia semiotica de tipo conceptual) asociado a la
representacion geomeétrica-vectorial de un namero complejo z = a + bi, donde los significados
de modulo y argumento se derivan del significado de vector. Esto condiciona que la funcion

semidtica F; pueda establecerse si, y solamente si, las funciones F4 y Fs son construidas.
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Puede considerarse que, para la correcta resolucion de este ejercicio, es necesario haber
construido un significado conceptual geométrico de los nimeros complejos asociado a esta

forma de representacion, lo cual implica haber establecido estas tres funciones semidticas.

5.3 Funciones semidticas presentes en el proceso de significacion de algunos simbolos

algebraicos®

En este ejemplo se muestra el uso de algunas funciones semidticas para describir y
caracterizar el proceso de construccion de significados de algunos simbolos algebraicos. Se
consideraron las representaciones semidticas que involucran los simbolos de pertenencia,
inclusién, conjuncién, disyuncién y cuantificadores.

Para analizar el significado que le otorgan los estudiantes a los simbolos se disefiaron
actividades partiendo de la idea de que el significado de un simbolo esta ligado a tres
elementos: su identificacion, la estructura semidtica de las expresiones en las que esta
presente y el valor de verdad de las mismas. Esto dio lugar a la definicién de tres funciones
semidticas presentes en el proceso de significacion de todos los simbolos analizados.

La primera de ellas (F;) vincula la expresion del simbolo con su expresion coloquial o
denominacion. La segunda (F,) se establece entre la denominacion mencionada y la estructura
determinada por la sintaxis de la representacion. Esa sintaxis involucra tanto el orden de los
elementos como los roles jugados por ellos. La tercera funcion semidtica (F3), es la que
relaciona la proposicion en la que esta presente el simbolo, con su valor de verdad, el cual
depende también de los significados de los operandos involucrados.

Como ejemplo, se presentan en la Figura 6 estas funciones semioticas para el caso

particular del simbolo de pertenencia.

Antecedente Consecuente
[ Fi R Vocablo “pertenece”
Vocablo “pertenece” F, R Elemento € conjunto
Elemento € conjunto Fs g Valor de verdad: Verdadero o Falso

Figura 6 - Funciones semidticas para el simbolo de pertenencia
Fuente: Distéfano et al. (2014)

® Distéfano, M.L.; Aznar, M.A.; Pochulu, M. (2014).
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5.4 Funciones semi6ticas asociadas a la resolucién de problemas bayesianos®

Este ejemplo muestra el uso de funciones semidticas que contribuyen a describir las
dificultades en la resolucion de problemas bayesianos en un grupo estudiantes de Estadistica,
con la finalidad de extraer conclusiones que favorezcan el aprendizaje y la ensefianza de la
probabilidad condicional y del Teorema de Bayes.

El Problema’, cuyo enunciado se presenta a continuacion, es el instrumento utilizado

para evaluar las funciones semidticas involucradas.

Problema: Un taxi se vio implicado en un accidente nocturno con choque y huida posterior. Hay dos
compafiias de taxis en la ciudad, la Verde y la Azul. El 85% de los taxis de la ciudad son Verdes y el 15%
Azules. Hubo un testigo del accidente. El tribunal comprobd la fiabilidad del testigo bajo las mismas
circunstancias que habia la noche del accidente y llegd a la conclusion de que el testigo identificaba
correctamente cada uno de los colores en el 80% de las ocasiones y fallaba en el 20%. Sabiendo que el testigo
identificé el taxi como azul. ¢Cual es la probabilidad de que el taxi implicado en el accidente fuera en efecto
Azul?

En la Figura 7 se muestran Funciones Semidticas asociadas a la resolucion del

problema propuesto.

Antecedente Consecuente
“Sabiendo que el testigo Fl .,
identifico el taxi como azul.” — Suceso que ocurrio. (1A)

Sucesos que forman una particion del espacio muestral cuyas

“Hay dos compaiiias de taxis en F probabilidades suman 1.

la ciudad, la Verde y la Azul. El 2 El taxi pertenece a la compaiia Azul (A)

85% de los taxis de la ciudad P(A) = 0,15

son Verdes y el 15% Azules.” El taxi pertenece a la compafiia Verde (V)

P(V)=0,85

“Sabiendo que el testigo = Probabilidad condicional pedida
identifico el taxi como azul. 3 La probabilidad de que el taxi sea Azul si el taxi fue
¢Cual es la probabilidad de que > P(AN Al
el taxi implicado en el accidente Identificado Azul P(A| IA) = PAN AL
fuera en efecto Azul? P( |A)

Probabilidades condicionales dadas en forma coloquial.

“...lleg6 a la conclusion de que Probabilidades condicionales dadas en forma simbélica

el testigo identificaba |:4 La probabilidad de que el taxi sea Identificado Azul si el taxi es
correctamente cada uno de los Azl P(IA| A)
colores en el 80% de las La probabilidad de que el taxi sea Identificado Azul si el taxi es
ocasiones y fallaba en el 20%. “ verde P( IA | V)

® Figueroa, S.; Anchorena, S.; Distéfano, M. L. (2012). i
"TVERSKY, A.y KAHNEMAN, D. (1982, citado en DiAZ; DE LA FUENTE, 2007a).
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S
Grafico de los sucesos que Fs
forman una particion del espacio A V
|
muestral y del suceso que | ?
ocurrio.
Suceso que ocurrié expresado F6

como unién de sucesos — IA=(ANA)U(IANV)
mutuamente excluyentes

F7 Valor numérico resultante del calculo

Probabilidad Total — > P(IA) = P(A).P(IA] A)+ P(V).P(IA|V)

Valor numérico resultante del calculo
Teorema de Bayes F, P(A[1A) = P(ANAI) _ P(A).P(IAA)
P(IA) P(A).P(IA| A)+P(V).P(IA|V)
Figura 7 - Funciones Semidticas presentes en la resolucion del problema
Fuente: Figueroa et al. (2012)

Las funciones F;, F,, F3 y F4 aluden a significados situacionales-linguisticos en el
sentido que su contenido esta vinculado a la identificacion de los datos de un problema con
los sucesos involucrados. Se establece, para cada caso, una funcion semidtica con el suceso
que ocurrio, los otros sucesos que intervienen y sus probabilidades asociadas, simples y
condicionales, respectivamente. Para la visualizacion del espacio muestral con cada suceso
involucrado se establece la funcion semidtica Fs que se refiere al significado dado por la
representacion gréfica del espacio muestral con dichos sucesos.

Con la funcion semiotica Fg se efectla la correspondencia lingtistica entre el suceso
que ocurrio y la union de sucesos mutuamente excluyentes, dando el punto de partida a la
argumentacion de la formula de la probabilidad total y luego a la del Teorema de Bayes, una
vez que se establecen las funciones semidticas F; y Fs.

A partir de estas funciones semioticas se definieron los pasos para la resolucion de este
tipo de problemas. Esto permitié definir una metodologia destinada a favorecer en los
estudiantes su abordaje, que se sintetiza en los siguientes pasos:

1) La deteccion, en el problema, del suceso condicionante o principal A. Funcion

situacional linguistica (F1).

2) La identificacion de los sucesos simples cuyas probabilidades suman uno. Funcién

situacional lingistica (F2).

3) La identificacion de la probabilidad condicional pedida. Funcién situacional

linguistica (F3).

4) La identificacion de las otras probabilidades condicionales en el problema. Funcion

Bolema, Rio Claro (SP), v. 30, n. 55, p. 670 - 690, ago. 2016 685



Ot

ISSN 1980-4415

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v30n55a18

situacional linguistica (F4).

5) La representacién grafica del suceso condicionante A. Funcion linguistica (F5).

6) La representacion simbolica del suceso A como union de sucesos mutuamente

excluyentes. Funcién conceptual linguistica (F6).

7) El célculo de la probabilidad total del suceso principal. Funcién actuativa

argumentativa (F7).

8) La aplicacion de la formula del teorema de Bayes al reemplazar la probabilidad

pedida con el calculo previo de la probabilidad total. Funcién actuativa argumentativa

(F8).

El conjunto de funciones semidticas de este proceso de instruccion fue construido

sobre la base del andlisis de los errores mas frecuentes que cometen los alumnos al resolver

este tipo de problemas. EI Cuadro 2 muestra esta asociacion como una herramienta para el

tratamiento de estos errores descriptos por Diaz y De La Fuente (2007b).

Confusion
de
P(B/A)
con
P(A/B)

Confusién de
P(A/B;)
Con
P(B)

Confusion de
P(A/B)
con

P(ANB,)

Errores
en la
particion
de S

Error en la
aplicacion
de la
Férmula de
laP.Total

Error en la
aplicacion
de la
formula del
T.de
Bayes

F. Asigna la correspondencia
entre los datos del problema con
la identificacion del suceso
condicionante A

F, Establece la identificacion
de los sucesos que forman una
particion del espacio muestral S,
los sucesos Bi

F; Establece la identificacion
entre los datos del problema y la
probabilidad condicional
pedida.

F, Asigna la correspondencia
entre las probabilidades
condicionales dadas en el
problema con las
probabilidades  condicionales
en forma simbdlica.

Fs Asigna un gréfico con los
sucesos que forman una
particion del espacio muestral y
el suceso A

F¢ Asigna al suceso A la
unién de sucesos mutuamente
excluyentes.

F; Establece el valor numérico
resultante del célculo de Ia
probabilidad Total

X

Cuadro 2 - Funciones semiéticas asociadas a los errores mas frecuentes
en la resolucién de problemas bayesianos
Fuente: Figueroa et al. (2012)
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6 Consideraciones finales

En las secciones anteriores se ha ejemplificado y descripto la utilizacién de funciones
semidticas, como herramientas tedricas y metodolédgicas del EOS. Dentro de este marco
tedrico se entiende el aprendizaje como el proceso por el cual un estudiante hace suyo un
conjunto de significados, lo que hace relevante el estudio de los mismos. En este contexto, los
significados comprenden practicas operativas y discursivas en la resolucion de determinado
tipo de problemas. Para una mirada profunda sobre dichas practicas se las puede estructurar o
desglosar definiendo funciones semidticas que el estudiante tiene que establecer para poder
realizarlas. El establecimiento deficiente de funciones semiéticas se manifiesta en practicas
calificadas como errdéneas. Errores asociados al incorrecto establecimiento de algunos tipos de
funciones semioticas pueden ubicarse en categorias de algunos de los estudios de errores
como los realizados por Radatz o Mavshovitz—Hadar, Zaslavksy e Invar.

En los antecedentes y ejemplos presentados puede observarse que las funciones
semidticas permitieron:

e Hacer visible el nivel de complejidad de una determinada practica matematica,
considerando los objetos primarios y las facetas duales que el estudiante debe vincular.

« Anticipar conflictos semidticos potenciales en trayectorias y materiales didacticos, que se
podrian producir por no tener en cuenta dicha complejidad.

o Evaluar detalladamente practicas matematicas de estudiantes, detectando disparidad de
significados.

o Favorecer el redisefio de secuencias didacticas, contemplando las complejidades y
conflictos detectados.

En este trabajo se expuso una forma sistematica de uso de las funciones semioticas
para optimizar el aprovechamiento de su potencial como instrumento metodoldgico. Esta
sistematizacion da cuenta de los pasos a seguir en el andlisis de errores recurrentes en relacion
a un determinado objeto matemaético, refinando el entramado de funciones semioticas de
acuerdo a los requerimientos de la resolucion del problema.

El potencial de este tipo de analisis radica en su aplicacion para el diagnostico y
abordaje de distintos tipos de errores asociados a practicas matematicas que definen el
significado de un objeto matemético. Sin embargo, debe sefialarse que dicho analisis esta
localizado en objetos matematicos particulares. EIl empleo de esta herramienta en el estudio
de la ensefianza y aprendizaje de variados objetos matematicos podria dar lugar a

investigaciones mas generales en el futuro.
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