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RESUMO

O estudo da teoria das equagdes diferenciais ordinarias esta presente em varios cursos de graduagcdo em Matematica no
Brasil. A despeito do interesse desenvolvido pelos didatas franceses atentos ao seu ensino e aprendizagem, consta-se
que muitos dos entraves registrados ainda consubstanciam uma situagdo que torna indefectivel uma abordagem ortodoxa
no “lécus” académico. Diante dessa problematica, este trabalho apresenta, descreve e postula, do ponto de vista
conceitual e tedrico, elementos aplicaveis e reprodutiveis para o ensino da equagédo de Claireaut. Nele se discute as
analises preliminares e “a priori”, previstas pela Engenharia Didatica. O modelo de Claireaut € interessante por possibilitar
a utilizacao do software GeoGebra para explorar propriedades qualitativas das solugdes com énfase na visualizagao.

Palavras-chave: Equacdo de Claireaut, Engenharia Didatica, Ensino, Visualizago.

ABSTRACT

The study of the theory of ordinary differential equations is present in various undergraduate courses in Mathematics in
Brazil. Despite the interest developed by the French academics who are attentive to their teaching and learning, it’s find
that many barriers still registered and embody a situation that makes unfailing an orthodox approach to "locus" academic.
Faced with this problem, this paper presents, describes and postulates, the conceptual and theoretical point of view,
applicable and reproducible elements for teaching Claireaut equation. The study discusses the preliminary analyzes and
"a priori", provided by the Didactic Engineering. The Claireaut model is interesting because it allows the use of GeoGebra
software to explore qualitative properties of solutions with emphasis on visualization.
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1 INTRODUGAO

O estudo das Equagbes Diferenciais Ordinarias (EDQO) representa elemento
compulsério na formagao, no locus académico, em determinados cursos de graduacgao,
mormente os cursos de licenciatura em Matematica e bacharelado em Matematica. Por
outro lado, ndo nos parece oportuna uma visao parcial e acritica sobre seu ensino e sua
aprendizagem no ambiente académico. Com este tirocinio perquiridor, assinalamos as
adverténcias cabiveis produzidas por Figueiredo & Neves (2002, p. 6) quando mencionam
que “muito se fala sobre problemas, em cursos de Matematica. Muito pouco se diz sobre a
origem desses problemas e do que fazer com as respostas”.

Ora, as ponderacdes de Figueiredo & Neves (2002) demarcam a necessidade de
uma vigilancia constante para com o ensino das EDO’s, de modo particular, o combate ao
avanco de habitos indevidos e/ou equivocados sobre o saber matematico. Com efeito,
Figueiredo & Neves (2002, p. 48) comentam sobre “a impossibilidade de resolver a maior
parte das equagdes, em forma explicita, pde-se a questdo de saber se o problema sob
estudo tem solugao”. Assim, mensagem anterior dos importantes autores atua no sentido
de acompanhar uma perspectiva agodada dos aprendizes que, de modo ndo marginal,
reduz a Matematica ao “malabarismo algébrico” de equagdes intrincadas e estruturantes.

Por outro lado, a evolugao historico-epistemologica (KATZ, 2009) nos permite a
extracdo de ensinamentos alvissareiros que carecem de maior espago e ampla divulgacao
no ambiente académico. Com efeito, um elemento de ordem epistemoldgica,
impulsionadora do processo evolutivo da teoria das EDO’s pode, em muitas situacdes, ser
observado a partir do posicionamento dos matematicos profissionais diante de sérios
obstaculos cientificos, aparentemente incontornaveis ou de intrincado tratamento.

Nesse sentido, Figueiredo & Neves (2002, p. 49) recordam que “um dos problemas

basicos no estudo da equacao diferencial y'= f(x,y) € a determinagdo de suas solugdes
[...]. Entretanto, a obtencado de solugdes para y'= f(x,y) da forma fechada, isto é, numa

forma explicita em termos de funcdes elementares, € um problema impossivel de resolugao
para o caso geral de equacdes [...]". Ora, de modo inconteste, os autores acima apontam
as limitacdes dos instrumentos conceituais matematicos, em um quadro analitico, capazes
de solucionar e descrever solucbes para as EDO’'s, tendo em vista determinadas
“dificuldades técnicas apreciaveis” (Figueiredo & Neves, 2002, p. 49). Nao obstante, o

pensamento matematico evolui de modo inexoravel, e se apropria de novas perspectivas e
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pontos de vista' para o trato e a resolugdo, ao menos, indireta do mesmo problema
matematico. Assim, Figueiredo & Neves (2002) comentam ainda que:

Em muitos problemas de aplicacdo ndo se faz necessario saber a expressao
algébrica das solugdes da equacao diferencial. Basta saber propriedades dessas
solugdes, como por exemplo, seu comportamento quando x tende para algum valor
pré-estabelecido. Com isso em vista, é interessante e importante estudar as
propriedades geométricas da familia das solu¢cdes da equacgao diferencial. Este é
outro problema basico no estudo das equacdes diferenciais, que pertence a chamada
teoria qualitativa. (Figueiredo & Neves, 2002, p. 49).

Assim, no excerto anterior, observamos a exigéncia de uma mudanga substancial de
perspectiva, na medida em que consideramos a Teoria Qualitativa (Braun, 1991) como um
angulo de vanguarda para o estudo das EDO’s. Nao obstante, os indicios de tal perspectiva
pode ser detectada ha décadas ou séculos atras. Com efeito, na figura 1, Levy (1912)
discute de modo pioneiro, alguns elementos qualitativos concernentes ao comportamento
de solugdes de equacgdes e a correspondente determinacao de sua envoltéria. Na figura 1,
ao lado esquerdo, divisamos o processo infinitesimal de aproximagcdo dos pontos de
intersecao das curvas envolventes, tendo em vista a determinagéo final de sua envoltéria,

bem como uma interpretacao dindmica do referido processo (Alves, 2014; 2016b).

C+aC C c-Ac

Figura 1: Levy (1912) acentua o carater geométrico de um sistema de parabolas que determinam um
comportamento de aproximagao e determinagéo da envoltdria.
Fonte: Levy (1912, p. 46)

" Raffy (1895, p. 50) recorda que segundo o ponto de vista empregado, ha séculos, por Leonard Euler, para
a solugao de certas equacgobes, “suas solugdes, mais intuitivas, do que estruturalmente formuladas, se
mostraram distantes de serem completas”.
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Ademais, ao lado direito, Levy considerou aproximagdes infinitesimais (sucessivas)
tendo em vista a paulatina determinacado da curva ou envoltéria, como uma espécie de
“curva limite” (outra categoria de limite). Cabe acentuar o empenho do autor no sentido de
transmitir/registrar o significado heuristico e geométrico do processo. Logo em seguida, na
figura 2, divisamos um desenho atribuido ao préprio matematico frangés Alexis Claude
Claireaut (1713 — 1765) vinculado ao modelo de generalizagédo e possibilita a passagem
para o caso de mais variaveis, na resolugao de determinadas equagdes de cunho mais
geral. Mais uma vez registramos a intepretacdo geométrica e de ordem qualitativa, como

elemento apoiador de um pensamento matematico estruturante.

A . P p —

Figura 2: Claireaut (1762, p. 313) explora a terceira dimensdo afim de explicar seus argumentos para a
resolucao de equagdes diferenciais com mais de duas variaveis.
Fonte: Claireaut (1762)

Cabe registrar o comentario de Claireaut (1762, p. 315), ao observar sobre o método
que “relativamente ao que mencionamos sobre as equacgdes diferenciais em trés variaveis,
que facilmente as regras para a integragado das equagdes podem ser extraidas, tendo em
vista um maior numero de variaveis”. Ora, no excerto anterior registramos o elemento
impulsionador evolutivo do modelo discutido por Alexis Claude Claireaut, mormente o
quadro de representacao analitica, embora, o quadro analitico centrado na representagao
geométrica, como mencionamos ha pouco, se presta ao papel explicativo e garantidor de
um significado intuitivo e heuristico do modelo de interesse e de discussao ha séculos atras.

Ja no ambito da pesquisa e pioneirismo de alguns matematicos, Avila (2002, p. 87) enaltece
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a atitude dos matematicos profissionais tendo em vista a evolugéo (do rigor cientifico) de
determinada teoria estruturante em Matematica. Nesse sentido, comenta que:

Ao lado disso, ha que se considerar a atitude dos matematicos da época, que nao se
pautavam pelos mesmos padrdes de rigor dos matematicos gregos. Bonaventura
Cavalieri (1598 — 1647), que popularizou bastante as técnicas infinitesimais dos
indivisiveis, cuidava de suas aplicagdes ao calculo de areas e volumes, deixando de
lado qualquer preocupacdo com a demonstragao rigorosa dos resultados, coisa que,
segundo ele, deveria preocupar os filésofos, ndo os matematicos. Essa atitude
pratica, seguindo raciocinios intuitivos e a visualizagdo geométrica, predominou por
200 anos [...]. (Avila, 2002, p. 87)

Agora, diante dessas ponderagdes preliminares, tencionamos evidenciar duas licbes
ou perspectivas tedricas que buscaremos explorar nas segdes subsequentes. A primeira
licao, afetada pelo tirocinio distinguido de Figueiredo & Neves (2002) quando, em certos
momentos, acentuam o carater proficuo em torno da discussdao de determinados
argumentos prosaicos e simplistas que, de forma inicial, podem se mostrar desprovidos de
sentido matematico (e mesmo serem negados), todavia, indicam a necessidade de “tomar
uma atitude persistente e procurar extrair algo do raciocinio [...]". (Figueiredo & Neves,
2002, p. 180)

Enquanto que, a segunda ligdo envolve assumirmos um posicionamento relativo ao
conhecimento matematico, de modo que nossa atitude tendera a valorizar os raciocinios
locais intuitivos e tacitos, estimulados pela visualizacdo. Ademais, manifestaremos um
interesse particular por uma classe particular de equagdes diferenciais e uma classica
nogao correlacionada, chama de envoltéria?. Ndo obstante, ndo podemos desconsiderar o
contexto de ensino das EDO’s que manifestava problemas preocupantes ha décadas, como
podemos depreender a partir das consideragdes de Artigue (1989), quando comenta que
“é assim que constatamos um ensino bastante algoritimizado, tendo em vista uma redugao
operacional, que se mostra mais facil para os mestres e alunos, todavia, desprovido de um
real engajamento, diante da importancia do dominio de referéncia”.

Ademais, o proprio contexto de pesquisa em Matematica sobre a equacado de
Claireaut, estudada ha cerca de 260 anos (Claireaut, 1734), nos fornece indicios relevantes
sobre os entraves, solugdes parciais do problema, sua busca de generalizagao, possiveis
equagdes analogas (Levy, 1912; Klamkin, 1953; Sispanov, 1945; Witthy, 1952) e, inclusive,

os erros cometidos por parte de matematicos profissionais. Isso posto e, com a intengao de

2 Yates (1974, p. 75) recorda que Leibniz (1694) e Taylor (1715) foram os primeiros a encontrar solugées
singulares (envoltéria) de uma equacao diferencial. Sua significagdo geométrica foi primeiramente indicada
por Lagrange (1774). Além disso, estudos particulares foram desenvolvidos por Cayley (1872) e Hill (1988).
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identificarmos um problema atinente ao ensino de determinado conteudo ou tema,
deflagraremos a sec¢ao subsequente que aborda alguns tragos essenciais para a discussao
do design de investigagdo adotado no presente escrito, impregnado por determinados

pressupostos da vertente francesa da Didatica da Matematica.
2 SOBRE A ENGENHARIA DIDATICA (ED)

Recordamos que o termo da Engenharia Didatica designa “um conjunto de
sequéncias de classes concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de maneira
coerente por um professor-engenheiro, com o fim de realizar um projeto de aprendizagem
para uma populacédo determinada de alunos” (Douady, 1995, p. 62). Nao obstante, cabe
explicarmos o emprego de determinados termos ou “metaforas” presentes excerto anterior.

Reconhecemos uma profusdo de trabalhos que permitiu a consolidagcdo e a
demarcagao de um campo de estudos, bem como a evolugédo de um design de investigagao
cientifica, que se apoiou numa metafora que remete a um planejamento sistematico e
estruturado de um engenheiro (professor), tendo em vista a concepgao, proposi¢cao € o
ajuste de um projeto preciso (Alves, 2016a). Desse modo, a terminologia Engenharia
Didatica (ED) foi usada para designar/envolver um modus operandi de investigacao ou
ainda como “uma metodologia para a analise de situagdes didaticas” (Robinet, 1983, p. 2).
Nao obstante, apesar de nao se constitui tema central em nossa discussdo do presente
artigo, cabe demarcar algum entendimento histérico sobre a nogdo de Engenharia.

Com efeito, Hebrard (2011) desenvolve um exame minucioso sobre a histéria do
nome ou do termo de engenharia que, em francés, se escreve “ingénierie” e, por sua vez,
deriva do termo em inglés “engineering”. Nesse sentido, o autor comenta que “o que as
vezes esquecemos é que, como engenheiro (/'ingénieur), deriva de “engine”, o que significa
motor ou maquina do motor” (Herbrad, 2011, p. 110). O inglés havia emprestado o termo
para engenheiro do francés antigo, onde uma maquina é antes de tudo uma maquina de
guerra, antes de designar todos os tipos de maquinas e ferramentas, e onde um engenheiro
€ um construtor de maquinas de guerra. Herbrad (2011) explica, ainda, que tal etimologia
do engenheiro (/'ingénieur) requer maior discussao, pois, alguns emputam origem do
italiano e é claro que a origem de tais palavras deriva do latim “ingenium” (carater inato,
disposi¢cdes naturais, talento). “Mas, a partir da complexa histéria dessas palavras,

podemos observar em particular que a passagem pelo inglés deu a engenharia uma
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conotacédo técnica, sendo o engenheiro também o mecanico, aquele que mantém e opera
uma maquina, por exemplo, uma locomotiva”. (Herbrad, 2011, p. 110). Cabe ainda o
entendimento de que “o termo engenharia, no que denota e em suas conotagdes, vinculado
a sua histéria e a dos engenheiros, como grupo social e profissional”. (Herbrad, 2011, p.
109).

ApoOs uma pequena digressao, podemos vislumbrar a relevancia dessa perspectiva
sui generis de analise estruturada e investigagdo dos problemas envolvendo o binémio
ensino-aprendizagem, no contexto da Didatica da Matematica, quando observamos
Brousseau (1989, p. 14) ao mencionar que “o matematico ndo comunica seus resultados
sob a forma que eles o encontra; ele os organiza, ele os fornece uma forma mais geral
possivel, ele desenvolve uma ‘didatica pratica’ que consiste em colocar o saber sobre forma
comunicavel, descontextualizada, despersonalizada e destemporalizada”. Entretanto, no
ambito do ensino, deparamos um carater antagonista (Margolinas, 1995, p. 343) ao fato
indicado no excerto anterior. Com efeito, na frente do ensino, registramos um trabalho no
sentido inverso, posto que o professor devera recontextualizar e repersonalizar o saber
cientifico, isto é, realizar uma transposigao didatica (Chevallard, 1991) eficiente, planejada
e situada.

Todavia, como todo processo de organizagao envolvendo grupos humanos em torno
de um determinado saber, pratica de pesquisa (ou conhecimento), sua visibilidade (e
evolugdo) maior ocorreu nos anos 80, mais precisamente a partir de 1977, como indicado
por Douady (1995, p. 4). Brousseau (1994) explica tal processo produtivo, em territério
francés, quando menciona:

A Didatica da Matematica nasceu do interesse mobilizado nos anos 60 relativamente
aos meios de melhorar o ensino de Matematica, e do orgulho de encontrar seus
meios em estudos cientificos apropriados. Como campo cientifico, ela deve acolher
toda sorte de declaracbes e prescricdes originadas de um enorme campo de
disciplinas com a qual possui uma fronteira quase fractal. (Brousseau, 1994, p. 52)

Por outro lado, posto que assumimos determinados elementos da Engenharia
Didatica (ED), de um ponto de vista sistematico de desenvolvimento e de acordo com
extensa literatura (Artigue, 1984; Douady, 1984; Haddad, 2012; Laborde, 1997; Malonga
Moungabio, 2008; Robinet, 1983), identificamos as seguintes etapas: (1) analises
preliminares; (2) analise a priori; (3) experimentagao; (4) analise a posteriori e validagao.
Por outro lado, desde que, no inicio do presente trabalho, manifestamos forte interesse pelo
ensino das EDO’s, todavia, restringir-nos-emos ao caso da equagao de Claireaut. E, no

que concerne aos momentos previstos por uma (ED), discutiremos aqui apenas as duas
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primeiras etapas, isto €, as etapas correspondentes aos itens (1) analises preliminares e
(2) analise a priori.

Para tanto, cabe observar que Laborde (1997, p. 104) indica trés categorias de
interesse nos relatos balizados pela (ED), sobretudo, no final dos anos 80 para o inicio dos
anos 90, a saber: a dimensao epistemoldgica, a dimenséo cognitiva e a dimenséo didatica.
Diante disso, apresentaremos, de modo prioritario e substancialmente enfatico, elementos
capazes de consubstanciar a dimensao epistemoldgica, bem como a dimensao didatica

relacionada com o nosso objeto matematico de interesse que, de modo standard, é

denotado por y = xj—y+f[;1—yj, onde f € uma funcéo diferenciavel.
X X

2.1 Analises preliminares

De modo geral, a equagéo de Alexis Claude Clairaut® (1713 — 1765) é descrita nos
compéndios ou manuscritos especializados (Costa, 2009; Goursat, 1895; Lazarov, 2011;
Levy, 1912; Mansion, 1877; Mitrinovic & Keckic, 1981; Raffy, 1985; 1897) por intermédio da

seguinte equagdo y=xy'+f(y') ou y:x%+f(%), aonde f é uma fungdo
X X

diferenciavel. Mansion (1877, p. 91) recorda que a equagao de Claireaut “é a unica equagao

de segunda ordem cuja integral € obtida pela substituicido de y' por uma constante

arbitraria”. Por outro lado, a despeito da tentativa de generalizar as propriedades da mesma
para mais de uma variavel, Goursat (1895) advertiu que determinadas ilagdes de Mansion

(1877) nao se mostravam completamente corretas ou generalizaveis.

X

Desse modo, Goursat (1895, p. 88) forneceu duas equagdes, do tipo: y:y'+i e

1

et e . ~ .
u=u_+u,+—+—. Goursat apontou, sem muitos pormenores, suas solugoes respectivas:

u, o u,

X X v
e e e o b
y= C+E e u=C +C,+—+—. Grosso modo, o matematico substituiu, nesses casos, y'
1 2

por uma constante arbitraria “C”. Ou seja, a referida propriedade pode ser

3 Katz (2009, p. 605) recorda que Alexis Claireaut foi aluno um aluno prodigio que, aos dez anos, dominou a
teoria e abordagem proposta na obra de L"Hospital et Les infiniment petites. Foi eleito para academia aos 18
anos e, no final de sua obra, se dedicou a Mecénica Celeste e a Pedagogia.
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verificada/constatada, ainda, em outras equacdes diferenciais ordinarias de classes
distintas da equacao de Claireaut.

Mas, em nosso caso especifico, para sua solugdo analitica, consideraremos a

seguinte substituicdo indicada p(x)=%, isto €, poderemos escrever a equacao
X

y :x—+f(jy) < y=x-p(x)+f(p(x)). No préximo passo, derivamos a equagéao anterior
X

y=x-p(x)+ f(p(x)) em relagdo a variavel real ‘X, obteremos ainda que:

ﬂ:p(x)-l—x-m-l-f'(p(x))-m, ou ainda, veremos que ocorre também
dx dx dx
dy dp(x dp(x
P =2 = p 4 x Ly 11(py) L (Zi)j-(wf'(p(ﬂ)):O
: ~ L L , I ) dp(x)
Ora, a partir da equacao anterior, é preciso inferir duas possibilidades: (a) d— =0
X

ou (b) (x+f'(p(x)))=0. Reparemos que, no primeiro caso, se tivermos que

dp(x)
dx

uma familia de retas (nominada de solugdo geral). Mas, no caso de
x+ f'(p(x))=0<>x=—f"(p(x)). E, assim, segue y:(—f'(p(x)))-p(x)+f(p(x)). No

passo seguinte, efetuamos outra substituicdo, para o caso p(x) =t (parametro) e, dessa

x=—f'(t),t:p(x)

forma, reescrevemos o sistema: { (**) o qual designa sua solugao

y=FO)=15(0)

singular (Mitrinovic & Keckic, 1981, p. 717). Geometricamente, a solugdo singular €,

=0.. p(x)=c(cte) e, por essa via, encontramos y:x-c+f(c)(*) 0 que representa

justamente a envoltéria da familia de retas indicadas ha pouco em (*).

Por outro lado, com origem nesses argumentos, podemos ainda notar que se tem

2 2
y(x)=xﬂ+f(d—yj .'.de—y+xd—y+f'[d—yj-d Y com um pequeno ajuste

dx dx dx dx dx? dx ) dx*’

. . d’y dyj d’y d’y [dyj .
notacional. Vem, pois, que 0=x +f' = |- —==—=-| x+ f'| = ||. Assim,
P g dx? 4 [dx dx*  dx’ S dx

2

d 2/:0 ou x+f'(§j:0. A ultima notagao, em
X X

mais uma vez, indicaremos as condigdes:
termos da segunda derivada, possibilita uma descricdo imediata da equacao de Claireaut,

para o caso de fungdes na varidvel complexa, como deparamos a discussao de Rajovic &
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Dimitroskiski (2002). Fato que ratifica todo um processo de generalizagdo possivel deste
modelo e que demonstra o vigor de sua evolugao.

Raffy (1895) proporcionou importante contribuicdo ao problema, em sua época em
aberto, para a classe de equacgdes com a propriedade de Claireaut. Diante disso, formulou
0 seguinte teorema que confirma, o carater evolutivo do modelo da equagéo de Claireaut.

Teorema (Raffy, 1895, p. 52): Qualquer equacédo diferencial da forma

yv=F(f(y")+F(x—-f(y")),aonde F' e f sao funcgbes inversas, possui a solu¢ao geral
y=F(CO)+F(x—C), isto &, e suficiente substituir a derivada por uma constante arbitraria.

Observamos que os elementos indicamos nos paragrafos passados constituem
nosso modelo matematico de interesse e, portanto, nosso terreno matematico e epistémico
de discussao (0 que se enquadra nas analises preliminares). Por outro lado, afim de
perspectivarmos um viés globalizante a respeito da equacdo de Claireaut, urge
identificarmos a interface (seu carater fractal) do referido conteudo com, por exemplo, a
Geometria Diferencial, bem como seu papel no interior da teoria das equacdes diferenciais
ordinarias. De fato, Vilches (2009) explica o papel do estudo sobre envoltoria:

As envoltérias, inicialmente foram estudadas por Leibniz e Bernoulli interessados nos
chamados problemas de tangéncia. As envoltérias de curvas planas séo
frequentemente utilizadas para definir novos tipos de curvas, a partir de outras
conhecidas. Como envoltérias aparecem diversas curvas notaveis, como a astroide,
a cicloide e as chamadas roullettes ou rolantes. Atualmente, o interesse nas
envoltdrias vai da Geometria Algébrica "a Teoria das Catastrofes, passando pela
Computacao Gréfica, Arquitetura e pela Engenharia Mecanica. (Vilches, 2009, p. 19).

No excerto anterior evidenciamos a diversidade de links conceituais referentes da
nogao de envoltéria de uma curva. Mas, se mostra imprescindivel um entendimento a
respeito do seu papel dentro de uma determinada teoria. Nesse sentido, Alves (2014)

considera a seguinte equacédo f(x,y,4)=0 definidora de uma familia de curvas

dependentes de um ou mais paradmetros. Nesse caso, divisamos um parametro A< lR.

Costa (2009) comenta que, sob determinadas condi¢des, as solu¢gdes da equagao de

Claireaut sdo dadas ou descritas por retas, como indicamos por y:x-c+f(c), ‘cuja

envoltdria também é uma solugao equacao [...]". E, dessa forma, cada membro da familia
de retas sera tangente a curva parametrizada descrita por (**).

Hodiernamente, Figueiredo & Neves (2002, p. 84) respondem ao problema
conceitual que relaciona uma familia de curvas planas a um parametro com uma equacao
diferencial, por intermédio da formulagdo do seguinte problema: Dada uma familia de

curvas planas a um parametro definida por f(x,y,4)=0, existe uma equacéao diferencial
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para a qual essa familia representa suas solugdes? Mas, como pode ser apreciado, 0
problema pode ser resolvido, ainda, num sentido contrario, isto €, para uma determinada
equacao diferencial ordinaria, podemos determinar uma familia de curvas que representa
suas solucdes.

Desse modo, depreendemos que, no caso da equagao da Claireaut, asseguramos a
existéncia de tal familia que, de modo geral, recebe o nome de envoltdria. Mas, vejamos

sua definicao formal: Dada a familia de curvas f(x, y,4)=0, definiremos a envoltéria desta

familia como sendo uma curva em coordenadas paramétricas (x(1),y(1)), tal que

{f (x,y,4)=0
L, 4)= 0

Por outro lado, pode ser constatado que pode existir uma ou mais envoltorias para
uma mesma familia de curvas em um parametro 1, como também podera nao haver
nenhuma envoltéria (como uma familia de circunferéncias concéntricas, por exemplo).

De modo standard, as curvas da familia definida por f(x,y,4)=0 s&o nominadas

de envolvidas. E, intuitivamente, podemos dizer que duas envolvidas infinitamente
proximas, devem se cortar num ponto sobre a envoltéria. “A envoltéria de uma familia de
curvas planas que dependem de um parametro € uma curva, que nao pertence a familia e
que é tangente a todas as curvas da familia” (Vilches, 2009, p. 20). Noutros termos,
poderemos interpretar que os pontos de uma envoltéria sdo uma espécie de limite (ver
figura 1), de aproximacao infinitesimal, como sendo os limites das interse¢des das curvas

definidas (envolvidas). Simbolicamente, tomaremos f(x,y,4)=0 e f(x,y,A+A1)=0, com

a condicdo A4 — 0. Ora, as condi¢des anteriores, nos permitem indicar o seguinte limite

_af _1: f(xayaﬂ*_'_Ai)_f(xayaﬂ“)_
j;‘t(xayaﬂ“)_a_/,i/(xaya/’i’)_}}'r_r}o AL =0.

Para exemplificar, vejamos, considerando a seguinte equagao definida por meio de
parametro f(x, y,A) =x-sen(A)+ y-cos(1)—d -cos(A)sen(A) . Vilches (2009, p. 23), resolve o
seguinte sistema definidor da familia de curvas procuradas, ao escrever

f(x,y,A)=x-sen(A)+y-cos(A)—d-cos(A)sen(A)

% = xcos(A)— ysen(A)—d cos(24) =0

Os detalhes podem ser apreciados em Vilches (2009) e, por fim, indica a seguinte

equacgao x% +y% = d%, costumeiramente chamada de astréide, estudada por Roemer em
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1674 (Yates, 1974, p. 1). Na figura 3 deparamos uma constru¢cado dinamica proporcionada

pelo software GeoGebra.

14 GenGebra = b

Arquiva Edflar Bxbir Opgles Femamentas Jansla Ajuda Enfrar. .

‘AT //- ':I- 5\‘- Ej‘ ®- é" N ABCT a:E- ‘-I-’-

¥ Janela de Visualizagio A |7 Janela de Visualizagio 2 A
hd hd
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1
1
1
1
I
i

f(x,y,A) =x- sen(A) +y- cos(A) = d- cos(A)sen(})

Enfrada:

ar
=

Figura 3: Visualizagcdo com arrimo do software GeoGebra das envolvidas e da envoltéria (astréide) definida
por uma familia de curvas dependentes de um parametro A
Fonte: Elaboracao do autor

Na figura 3, com auxilio no software, proporcionamos a visualizagdo e o
entendimento dindmico do processo de determinagdo de uma curva, por intermédio de um
conjunto infinito de retas que, como propriedade fundamental, se mostram tangentes aos
pontos candidatos a curva nominada de envoltéria. Assim, ao lado direito, na cor azul,
divisamos a curva determinada pelas envolvidas que representa uma solugéo para a uma
equagéo diferencial ordinaria, determinada por (x(A1), y(4)) = (cos(1)’,sen(1)*), com A€ IR.

Por outro lado, temos um interesse particular pelo modelo de Claireaut €, como os
recursos visuais e dinamicos do software Geogebra, poderemos perspectivar a superagao
de determinados elementos que consideramos atuar como obstaculos como, por exemplo,

um quadro reducionista de natureza algébrica (Alves, 2014; Arslam, 2005). De fato,
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2 3
vejamos a seguinte equagéo 8x” + Z(Z—y) y— (%j x =0 . Logo de inicio, o solucionador
X X

do problema manifestara dificuldades na identificacdo de uma correspondente equagao de
Claireaut. Mas, de modo padrédo, tomamos p(x) :% . 8x*+2p°y—p’x=0 e, assim,
X

2

vem 2p°y = p’x—8x> .. 2y=px—8x—2.
p

Em seguida, derivamos em relacdo a variavel X, conduzindo ao seguinte:

2 2

zﬂzp+xd—p—16%+l6x—2dp<—>2p:p+xd—p—16%+16x—2d—p e, ainda que

dx dx p p dx dx p p- dx

2

V2 — x5 x2 +16 x3 ar e, ainda vem que p4—xp3j—p—l6px+l6xzj—p:

dx P p° dx x x

=(16px—|—p4)—[xp3 fz_p+16x —j = 0. E, por fim, chegamos na seguinte forma

X X

p(p3+16x)—(p3+16x2)x%=O<—>(p3+16x2)(p—x%j=0. Mas, nesse ponto,

temos as possibilidades: (p3 +16x2)(p—xd—pj =0 {p3 +16x* =0 ep—xd—p =0.
dx dx

Ora, no caso de p—xd—p=0<—>d—p=ﬁ.
dx p X

~In(p(x))=In(x)+C e, segue que
p(x)=Cx. Mas, nesse caso, substituindo os termos adequados, encontramos que
8x>+2p°y—p’x=0..8x>+2Cx’y—C’x* =0. Agora, para o caso da condigdo

descrita por p®> +16x> =0 <> p(x) =3/—16x. Agora, vamos considerar a seguinte
2 3
equacéo 8x° +2p’y—p’x=0..8x" +2(\3/—16x) y—(\3/—16x) x=0 e, fazendo as contas,

devemos determinar que 8x° +23/16°x> y+16x” =0..24x> +23/16°x’y =0 e, por fim, vemos

3 2 : . : : o :
que y =3—x3. Todavia, apos o extenso e laborioso conjunto de inferéncias anteriores e

i

2 3
obtencdo das solugbes da equacao SX2+2[%j y—[;l—yj x =0, que expediente
X X

poderemos explorar afim de impulsionar o entendimento intuitivo e heuristico do estudante?
Que relagdes podem ser estimuladas, de ordem qualitativa, poderemos estimular, tendo em

vista o entendimento com amparo conceitual?
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Cabe observar que, para perspectivarmos a resposta para os ultimos
questionamentos, n&do podemos negligenciar uma pratica ortodoxa académica,
caracteristica de determinados assuntos matematicos, que tende a fortalecer um estilo
algebrizante (Oliveira & Igliori, 2013, p. 22) reducionista e, em certos casos, estruturante
para determinados vieses da matéria discutida. Com efeito, Arslan (2005, p. 209) comenta
que “[...] nos questionamos sobre a abordagem qualitativa no ensino, uma integragcao que
se mostra praticada depois de um certo tempo no nivel superior. Varios trabalhos tém
demonstrado a limitagdo da abordagem algébrica e a necessidade da abordagem
qualitativa”. Por outro lado, outros trabalhos acentuam que os estagios evolutivos da teoria
das EDO’s, com predominancia alternadas dos quadros numéricos, analiticos e
geomeétricos, ndo podem ser negligenciados, inclusive, no contexto histérico para o seu
ensino (Valdez, 2003).

Nesse ambito ainda, Saglam-Arslam (2008) conclui, em sua tese de doutorado, que:

Num segundo momento, esta analise nos mostrou que a nogdo de equagao
diferencial teve uma existéncia completamente diferente do que conhecemos
atualmente. De fato, tal nogao conheceu trés periodos importantes, cada um deles
correspondentes a um modo de resolugdo. Nossa analise colocou em evidéncia da
simultaneidade da aparicdo das trés abordagens na resolugdo das equagdes
diferenciais e os problemas geradores em outras disciplinas que culminaram com sua
aparigcao ao longo do desenvolvimento. (Saglam-Arslam, 2008, p. 201)

Javaroni (2007; 2009) manifestou profundo interesse pelo ensino e aprendizagem do
conteudo de equacgdes diferenciais ordinarias a partir da abordagem qualitativa de alguns
modelos matematicos auxiliada pela tecnologia de informagdo e comunicagdo. Em sua
perspectiva, o papel da visualizacdo assume funcido primordial, possibilitando “transitar
pelas representagdes visuais e analiticas de uma mesma situagao” (Javaroni, 2009, p. 24).
Ora, diante dos indicios preocupantes relatados por esses e outros autores (Oliveira &
Igliori, 2013; Dullius, 2009), podemos depreender a relevancia de uma vigilancia constante
sobre o contexto do seu ensino/aprendizagem dessa matéria.

E, apds esse pequeno relato do ensino atual, descrevemos a problematica de nossa
investigacdo nao empirica. Destacamos que esta se caracteriza como “o conjunto de
questdes coordenadas que se coloca num determinado quadro tedrico para esclarecer o
problema levantado e os objetivos do estudo” (Almouloud, 2007, p. 169). Isso posto, com
origem nas ponderagdes anteriores, formulamos o seguinte questionamento: De que modo,
por intermédio de uma abordagem apoiada na tecnologia, podemos proporcionar aos
estudantes, situagdes de ensino envolvendo a equacgdo de Clairaut, de modo que,

promovamos um entendimento matematico estimulado/impulsionado pela visualizacao
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Apesar de nao ensejarmos sua verificagdo empirica na presente discusséo teorico-
conceitual, formulamos a seguinte hipétese de investigagao: O uso do software GeoGebra
permite a exploracao de propriedades qualitativas relacionadas com a equacdo de
Claireaut, por intermédio da mobilizagdo de conhecimentos que extrapolam uma natureza

analitico-procedural.

2.2 Elementos de analise a priori

Trazemos quatro situagbes-problema que, com o arrimo na perspectiva de
Almouloud (2007, p. 174), detém como finalidade responder questbes e validar
(eventualmente) a hipdtese levantada na fase anterior. Por outro lado, as seguintes
caracteristicas (Brousseau, 1986, p. 422) devem ser buscadas: os alunos devem
compreender o problema e, a mesma, possibilita 0 engajamento dos mesmos; as situagdes-
problema colocam em jogo o campo conceitual almejado; os problemas envolvem varios
dominios de conhecimento e os métodos de resolucdo conhecidos nao sio suficientes.
Acrescentamos ainda que “com seus conhecimentos, os alunos ndo conseguem resolver
completamente a situagao” (Douady, 1993, p. 26), dessa forma, a agdo/mediacao direta do
professor se torna, em determinado momento, imprescindivel, tendo em vista a devolugao
(Brousseau, 1988) adequada do problema.

Na fase atual, manifestamos um profundo interesse pela “determinagao e selecéo
dos elementos que permitem os comportamentos dos estudantes e seu significado”
(Artigue, 1995, p. 45). Por tal via, de modo sistematico e seguindo a tradigao dos estudos
dessa vertente, patenteamos uma parte descritiva e outra parte preditiva do presente
aparato conceitual, embora desconsiderando sua ulterior confrontagdo com eventuais
dados empiricos circunstanciados.

Outrossim, recordamos que num processo de ensino, “o professor coloca em jogo
um meio relativamente ao qual o aluno deve interagir. Tal interacdo é produtora de
conhecimentos” (Margolinas, 1995, p. 344). E, ainda, em todas as fases dialéticas previstas
pela (TSD), registraremos a presenca do professor, no sentido do reinvestimento

necessario para o progresso da situagao-didatica (Brousseau, 1986; 1988; 1998).
3 CONCEPCAO DE SITUACOES DIDATICAS

Na fase atual, descreveremos quatro situagdes didaticas que detém a possibilidade
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de sua exploragao em sala de aula. Tendo em vista os elementos coligidos nas duas seg¢des
anteriores e, a partir da perspectiva e do exame de determinadas fases previstas e
modelizagao do saber matematico, segundo a (TSD), passaremos a abordagem de quatro
situacdes didaticas e, nelas, acentuaremos o carater imprescindivel da visualizagcédo, no
sentido da promocao de uma acéo tacita, intuitiva e preliminar dos estudantes, culminando
seu engajamento correspondente em cada tarefa.

Situacao problema |: Na figura 4, divisamos duas familias de retas, dependentes de

um parametro, que indicamos por f(x,y,A)=y—Ax-31°=0 e g(x,y,/l)zy—/ix—%zo.

. . ~ , - . 2 ..
Agora, considerar as seguintes equagdes diferenciais: (i) y'+=ypy=xp"; (ii)
X

dy _ Vv e (Y (Y e (A (Y VAN AT
E__?_;+3’ (iii) x(aj —y(aj +1=0; (iv) y x(dxj_{dxj s (V) y x(dxj (dxj’

2
(vi) w=22—v_v+(2—v_vj . Escolher/decidir dois itens correspondentes a uma equagao que
z z

determinara, como solugao, as familias de retas que divisamos na figura 4, que indicamos
por y—Ax+31°=0 e y—ﬂx—%:o.

Comentarios: No rol dos conhecimentos mobilizados pelo estudante, constitui fator
determinante o reconhecimento analitico do modelo da equacao de Claireaut. Por outro
lado, nos itens acima, o estudante devera distinguir os modelos de equacdes diferenciais

de Bernoulli, de Ricatti, de Lagrange e, por fim, de Claireaut. Nesse caso preliminar, os itens

que devem ser escolhidos serdo (iii) e (iv). Tendo em vista que a equagao y'+%y =xy’ (i) é
X

2
do tipo Bernoulli, enquanto que a equagao ? =_y_2—1+3 (ii) é do tipo Ricatti. Por fim, no
X X X

2
item (vi) W:;Z_V_VJ{Z_V_VJ divisamos uma equacgao na variavel complexa (do modelo de
z z

Claireaut).

Situacao de acao. As relagdes e significados matematicos devem ser depurados na
etapa inicial, na medida em que, uma linguagem compreensivel por todos deve ser
mobilizada (Almouloud, 2007, p. 38). Assim, com arrimo das figuras 4, 5 e 6, os estudantes
podem explorar uma construgcdo dinamica do software GeoGebra, que estimulara a

atividade de produgdo de conjecturas dos estudantes. Nesse caso, produzimos duas
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familias de retas que podem ser identificadas como dois conjuntos de envolvidas e, a partir
disso, relaciona-las com uma equacéao diferencial ordinaria correspondente. Na figura 4
proporcionamos uma compreensao sobre o comportamento das envolvidas e da envoltoria,

qgue corresponde a astroide, definidas por uma familia de curvas no parametro 1.

0 GeoGebra (2) -0
Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A NINIAD D=

% %120l AN

¥ Janglz de Visualizacio A | ¥ Janela de Visualizagdo 2 A
T ¥
£=03 W
-Iml.llr\.'rHIIHIJH\IHOIMJUIHHHNI’NH 4

ML Vi W S Y

1
y='\-"3+ﬁ

Erfrada: @

Figura 4: Visualizagdo com arrimo do software GeoGebra das envolvidas e da envoltéria (astréide) definida
por uma familia de curvas dependentes de um parametro A
Fonte: Elaboragéo do autor

Logo em seguida, visualizamos, ainda, nas figuras 5 e 6, o processo de aproximacgao
e determinacdo da envoltéria como “pontos limites” das interse¢des das envolvidas. A
perspectiva explorada nas figuras 5 e 6 pode ser comparada com o processo matematico
de aproximagao que abordamos na figura 1, proveniente da discusséo de Levy (1912). O
leitor podera observar a construgao dindmica com o software Geogebra e uma sequéncia

de pontos resultantes da interse¢cdo das envolvidas que tendem a se acumular,
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progressivamente, nas vizinhangas da origem. Com origem na constru¢do que exibimos
nas figuras 5 e 6 proporcionamos um entendimento n&o estatico sobre a determinagao de

uma envoltoéria, o que confirma a importancia da visualizagdo no ensino (Alves, 2016b).

o GeoGebra (2) = B
Arquivo Editar Exibir OpcBies Feramentas Janela Ajuda Entrar
A ] N . a=2
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Determinagéo da envoltoria
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Entrada: @

Figura 5: Visualizagdo de uma constru¢do dinamica com o Geogebra e uma sequéncia de pontos
resultantes da intersecdo das envolvidas que tendem a se acumular nas vizinhangas da origem
Fonte: Elaboracao do autor
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Figura 6: Visualizacdo de uma constru¢ao dindmica com o Geogebra e uma sequéncia de pontos
resultantes da intersecao das envolvidas que tendem a se acumular nas vizinhangas da origem
Fonte: Elaboracao do autor

Situacédo de Formulacdo. Almouloud (2007, p. 38) esclarece que, neste momento, a
troca de informagdes e mensagens entre os aprendentes é imprescindivel. Ademais, o
resultado do debate e da dialética “permite criar um modelo explicito que pode ser
formulado com sinais e regras comuns”. Com explicamos na fase dialética anterior, os
alunos precisam se apropriar de um sistema notacional que deve proporcionar a
homogeneizagdo da comunicagao entre o grupo, oriundo das interagdes com o software
proposto. Ademais, como acentua Artigue (1984, p. 7) prevemos que “o estudante podera
justificar suas escolhas, todavia, a situagado néao exige”. Outrossim, nessa fase, devera ser
deflagrado a introdugédo de um sistema notacional.

Isso posto, com respeito ao item (iii)) indicado no enunciado, vemos

3 2
. 1
x(ﬂ) —y(ﬂ) +1=0. Assim vamos tomar p(x)=%.'.xp3—yp2+1=0(—)y=xp+—2
X p

dx dx
que e uma equacao de Claireaut. Em seguida, derivaremos
y=xp+ iz Sop= A4 = xd—p +p—2p—° ar e, dessa forma, vamos escrever
p dx dx dx
d—pzo.'.p(x):c—>y=xc+iz

dp X dx c -
—((x——)=0.. ,/=- Agora, vamos substituir na
dx \/_

(x—%)zO.‘.xz%(—)p(x):

=

~ : ~ 1 :
equacéo anterior, obtendo a equagdo y =xc+-— e, desde que, vemos ainda que
C

X

2 (gj (ﬂiz

p(x)zﬁ.'.x —-y %] +1=0<>4y’ =27x> (ver figura 5, ao lado direito). Dessa

forma, nos outros itens, os alunos devem investigar a equagdo que correspondera a
seguinte equagdo x> =-12y (ver figura 5, ao lado esquerdo). E, por fim, identificar a

envoltoria correspondente definida pela familia de retas tangentes.

Situacdo de validagdo. Recordamos que, diferentemente da etapa anterior, se
mostra necessario “provar o que foi afirmado na fase anterior” (Artigue, 1984, p. 7 — 8).
Nessa fase, num contexto do “debate da certeza das assergdes” (Almouloud, 2007, p. 40),
os dados produzidos com origem nas interagdes dialéticas dos estudantes da fase anterior,

com as informacbes e inferéncias empregadas afim de obter a certeza das relagdes
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estabelecidas. O elemento distinguido que ensejamos inserir no debate do grupo de alunos
diz respeito a uma apreciagao comparativa entre os dados mobilizados por intermédio do
sistema de representagao simbdlico-formal, com os dados obtidos pela interagdo com o

software GeoGebra (ver figuras 4, 5,6 e 7).

¥ eq-Clareaut ggb - 0

Arquivo Edtar Bibir OpeBes Femamentas Jangla Ajuda Entrar...

.A7 /T ’:f? bl? ®7 @7 é‘w x? ABCT i:zv ‘-}?

v Janela de Visualizaio | Janela de Visualizagdo 2 K
v Ev Av|[N 1 w0 v

1

y=0:r+CH

Equagdo de Claireaut

n
I
da
o

Enfrada: @

Figura 7: Visualizacdo de uma construcdo dindmica com o Geogebra e uma sequéncia de pontos
resultantes da intersecao das envolvidas que tendem a se acumular nas vizinhangas da origem
Fonte: Elaboragao do autor

Situagao de institucionalizagédo: Para concluir, todas as informagdes produzidas nos
momentos didaticos anteriores devem ser coligidos no sentido da culminancia e a
preparagao de um substrato didatico para a determinacdo de determinada propriedade,

tendo como escopo a fixacdo/determinagdo do estatuto oficial de um saber cientifico
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(Almouloud, 2007, p. 40). Nesse caso, o professor devera atuar no sentido de fazer aderir
ao modelo analitico, os aspectos graficos e numéricos e, portanto, elementos de uma
analise qualitativa que procuramos discutir nas se¢des precedentes para o ensino de
EDO’s. Nesse caso, constituira patriménio do saber cientifico da turma, os dados
produzidos com origem na interagdo do software, com o modelo matematico discutido na

fase de formulagéo e de validagao. Cabe observar que no enunciado da questao anterior,

2
equacdes do tipo w= Za—v_v + [a—v_‘/j , S0 do tipo Claireaut e na variavel complexa.

Oz Oz
dy
L _ : o [dy ¢ 4x
Situagao problema Il: Vamos considerar a equagao y =x +

se a mesma constitui uma equacéao do tipo Claireaut ou néo e, se possui envoltoria.

d ad)/ ax
Comentarios: No caso de y :x(—y)—k dx , fazendo f(x)=——

b 1+ (d)/dx)z m

com a € IR . Nesse caso, os estudantes devem identificar o modelo de Claireaut e que, sua
envoltoria correspondente se presta como solugéo, também, de duas equagdes diferenciais

ordinarias distintas (ver figura 3), tendo em vista que, de acordo com Alves (2014, p. 70),

2 2 2
com origem na equacao implicita xé +yA :dA, podemos determinar outra equagao
diferencial com a mesma solugao (ou envoltéria correspondente).

Situacdo de acdo. De modo preliminar, os estudantes devem se ater ao

. . . ~ ax .
reconhecimento do modelo de Claireaut, ao considerar a fungdo f(x) =—— €, assim,
1+x

devem obter y = x(d—zj+f(%] . Assim, os estudantes devem ser estimulados a repetir, na
secao subsequente, o mesmo procedimento analitico. Reparemos que, sem a exploragao
do aparato computacional, a atividade de produg¢ao de conjecturas dos estudantes ficara
comprometida. Dessa forma, prevemos que, o tempo didatico da fase dialética de acao
ficara reduzido, embora, a identificagao, por parte dos estudantes, que ocorrem envoltérias
para a determinagao de outras equagodes, todavia, no caso do modelo de Claireaut, elas (a
familia de retas) sao definitérias. Assinalamos, entretanto, que na situagao de acao, devera

ocorrer um cenario de aprendizagem estimulador de conjecturas e hipéteses formuladas
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pelos estudantes, com origem na interagdo com as constru¢des a priori definidas com o

arrimo do software GeoGebra. (Alves, 2016b).

Situacdo de Formulacédo: Fazendo & =p..y=xp+ P Dessa forma,
dx 1+ p’
' 1 1
_dy _ dp 4 _ dp dx 2 dx
obtemos p=—=p+x—+a — | =p+tx—+a >
dx dx (1+p2)é dx l+p

2 2
e 0=xP 4 w Ap_dp| ;3 . Devem encontrar que
dx (1+p2)é dx dx (1+p2)é

d—p:O.-.po equex+a[

- J 0, se a#0. No primeiro caso, determinamos 'p =C
X

(1+p)”

e encontram que y=xc+ uma familia de retas, ou ainda, podemos escrever

ac
Ji+¢?

a . Por outro lado, dispomos ainda que x(p)=-

ap a
da+p62p+Jn4f Ja+p?y

fim, devem determinar a seguinte forma de curva (x(p),y(p)) parametrizada por

(P y(p)) = |~ J.
( Ja+p?y Ja+py

e, por

Por fim, determinaremos que x> +3/y* =a e que, mais uma vez, os estudantes

devem reconhecer a equacdo da Astroide, posto que, a parametrizacdo anterior

3
a ap

Sery T oy

(x(p), ¥(p)) { } possui tal propriedade.

Situacdo da validacdo. O professor devera enfatizar, na fase dialética atual, a
importancia da mudancga de representacado da astroide, de sorte que, em dependéncia da
exigéncia da situagao, a curva podera ser descrita em coordenadas cartesianas ou, ainda,
em sua forma paramétrica. Em qualquer situagao, o resultado da construgao dinamica final
podera ser apreciado na figura 3 e que, como mencionado ha pouco, pode ser determinada

por meio de uma familia de retas f(x,y,4)=0.

Situacao de institucionalizacdo. Os dados acentuados pelo professor resultam das
informagdes oriundas com o modelo matematico formal (equacdo de Claireaut) e da
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representacdo computacional. Na proxima situagdo, buscamos acentuar o processo
construtivo de aproximacao, envolvendo a ideia de “limite dos pontos”, sob a influéncia da

perspectiva de Rafy (1895).
Situag&o problema Ill: Vamos tomar a equagéo y =xy'+./1+(»"*. Com arrimo da

figura 8, decidir se a equacao anterior se relaciona ou ndo ao processo aproximativo dos
pontos de intersecédo determinados por um feixe de retas que divisamos com a recurso ao

software. Em caso afirmativo, a “curva limite” &€ nominada de envoltéria.

Comentarios. Com a intencédo precipua de confrontar os dados e conhecimentos
mobilizaveis com origem na exploragao do software, na presente situagcédo, declaramos a
imprescindibilidade, de modo inicial, do quadro geométrico, como impulsionador das
atividades dos estudantes. Assim, a atividade busca impulsionar a atividade de produgao
conjectural do grupo, envolvendo o entendimento da envoltéria como uma espécie de “limite

de pontos”, isto é, outra categoria ou espécie de limite.
Situacdo de acdo. Na fase preliminar, a agdo do estudante se resumira na
identificacdo e comparagéo da equagédo y =xy'++/1+(»")’ com a equagio de Claireaut.

Na figura 9 (ao lado esquerdo), os estudantes precisam reconhecer a existéncia de uma
envoltéria ndo determinada pela curva na cor vermelha e, sim, com suas envolvidas
determinando uma outra curva, aparentemente uma parabola, com concavidade para
baixo. Na figura 8, com recurso ao software, divisamos alguns pontos méveis determinados

pela interse¢do de um conjunto finito de envolvidas.

—

92

or

T P * PROCESSO DE APROXIMACAO
o E DETERMINACAO DA ENVOLTORIA

Figura 8: Visualizagdo do processo aproximativo dos pontos de intersegédo das envolvidas para a
determinagao dos pontos limite da correspondente envoltéria de uma curva
Fonte: Elaboracéo do autor.
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Com origem na figura 8 — |, os alunos poderé&o localizar os pontos moveis (na cor
rosa). Por outro lado, a partir de fungdes especificas do software GeoGebra, na figura 8 —
Il, poderao depreender que os pontos de intersegao ndo estado sob a curva (na cor azul),
que constitui uma candidata a envoltoria. Nesse caso, na figura 8 — lll, paulatinamente, os
pontos tendem a se aproximar da curva (na cor azul) e “no limite” deverdo determinar os

pontos da envoltéria desejada.

Situacado de Formulagcdo. Vamos tomar a equagao y:xy'+4/1+(y')2 e substituir

y':p.’.y=xp+«/1+p2. Em seguida, derivando a igualdade anterior, devem encontrar

p:ﬂ:p+xd—p+2—pd—p<—>0:xd—p+2—pd—p: x+2—p d_p Ora,
dx dx 2.1+ p? dx dx 2.1+ p* dx 2 /1+p2 dx

. - 2
isso conduz ao campo de possibilidades ap =0e x+ Y

dx 21+ p?

Mas, no primeiro caso, como semelhante ao que efetuamos nas secbes passadas,

vemos que p =C(cte) e assim y =xC ++/1+C” (familia de retas, ao lado esquerdo). E, no

2
caso de x(p)=-—L = e, ainda que y(p)=p —Lz +«/1+p2:—p—2+«/1+p2.
JI+p JI+p Jl+p

Situacdo da validagdo. Reparemos na fase anterior, a determinacdo da curva

2
_\/#’_\/#WLJHPZJWG

pode ser observada na figura 9 acima, ao lado esquerdo, um trecho da mesma descrito

parametrizada que indicamos por (x(p), y(p)) (

pelo software. Cabe recordar que a familia de retas f(x,»,C)=xC++1+C>—-y=0

determinara a envoltéria em questéo, que indicamos pela equacdo y =xC ++/1+C* (ver as

figuras 8 e 9, ao lado esquerdo).

Situacao de institucionalizacdo. O conhecimento matematico que o expert devera
convencionar ou fixar (Artigue, 1984, p. 8), seguindo os rituais académicos, indicando o
estatuto cognitivo de um novo saber, rico em relagdes conceituais. Nesse caso, os dados
colhidos a partir da exploragdo dos quadros analitico, numéricos e grafico-geométricos
fundamentam a finalizagao da tarefa. Finalmente, na figura 9, descrevemos um processo

aproximativo visualizagdo de dois casos de uma envoltéria. Ao lado esquerdo descrita como
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curva parametrizada e, ao lado direito, constituindo um padrao geométrico relacionado com

a solugao final de uma EDO de terceira ordem (elaboragao dos autores)
0 (lreaut_eq 20gbgod - D
Enlar..

g Edta Bibir Opcdes Femementas Janela Aud

DR
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Figura 9: Visualizacdo do processo aproximativo dos pontos de intersecéo das envolvidas para a
determinagao dos pontos limite da correspondente envoltéria de uma curva
Fonte: Elaboragao do autor

Situagdo problema Ill: Resolver a seguinte equagéo xy"+(y™)* = y", observando
que, na figura 9, ao lado direito, e na cor vermelha, divisamos sua solugao.

Comentarios: No enunciado acima, a habilidade de reconhecimento do padrao

analitico e a substituicdo adequada, no caso, chamando y"= p. Nesse caso, devem obter
25
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que xp'+() =p..p=x-p'+(p')° 0 que incorre no modelo da equagdo de Claireaut.
Ademais, os estudantes deverdo constatar, mesmo nesse caso, o carater invariante da

presenga de uma envoltéria, conquanto que, a mesma nao deve constituir sua solugao final,

3 2.2
+

Cx

a ser determinada por y(x)= +Dx+ E que se apresenta como uma fungao

polinomial na variavel X’.

Situacdo de agdo. Com auxilio da figura 9, ao lado direito, os alunos precisam

distinguir, no conjunto das curvas exibidas, quais ou qual representa, de fato, a solugao da
equacdo xy"+(y™?> =y". Assim, num primeiro momento, os alunos deverdo mobilizar e
extrair informagdes do quadro grafico-analitico representacional. Assim, a envolvidas

(familia de retas na cor verde) ndo determinam uma solucdo para a equacéo xy"+(y") =y".

Situacdo de formulacdo. Tomando y"=p..y"=p' e veremos que xp'+ (")’ =p.
Ora, nesse caso, vemos que p'=gq e, portanto, vemos xg+(q)’ =p, mas assim
p=xq+(@° .. p'=q+xq'+2qq".

Assim, vemos g=p'=g+xq'+2gq'<>0=xq'+2qq'=(x+2q)q'. Mas,

agora, teremos as possibilidades ¢'=0..¢q=C. Mas, sendo p'=¢g=C..p=Cx+D. No

2
X X

outro caso, vemos que x+2q:0<—)p':q:—§_'.p:_7_

Situacao de validagao. Na apreciacao da equacao diferencial de terceira ordem, que
indicamos por xy"+(y™)’ =", o professor devera estimular os estudantes na percepgao

de que, ao decurso de seu processo resolutivo analitico, como mencionado na fase anterior,
que o modelo de Claireaut se apresenta em parte de sua resolugao, todavia, ndo podem
confundir a envoltéria (que exibimos na figura 7, na cor azul) com a solugao final (curva
tracejada na cor vermelha).

Situacgao de institucionalizagao. O conhecimento a ser tornado patrimdnio cultural do
grupo diz respeito ao quadro de informacdes qualitativas que divisamos na figura 6, aliado
as informagdes que mostramos nas fases preliminares. Assim, tendo em vista que
determinadas do software permitem explorar determinados aspectos numeéricos do
comportamento proporcionaremos, por fim, uma apreciagcdo qualitativa do cenario de

aprendizagem proposto na situacao lll.
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Para concluir, com origem nas situagdes discutidas na segéo atual, acentuamos o
carater de imprescindibilidade da mobilizagdo de um conhecimento preliminar, tendo em

vista o reconhecimento da equacado de Claireaut, ndo restritivo ao quadro analitico da
~ dy dy . , g : ,
equacao y:xd—+f o e, sim, por intermédio de um expediente que enfatiza a
X X

visualizagdo, como elemento cognitivo estimulado nos estudantes, tendo como escopo a
percepgao da existéncia de envolvidas e da envoltéria. Podemos, por exemplo, comparar
(ver figura 1) a empenho de Levy (1912), no sentido de expressar o carater dinamico do
processo aproximativo, tendo em vista a determinacdo da curva envoltoria, com a

construgao dinamica do software (ver e comparar com as figuras indicadas em 4, 5, 6, e 7).

4 CONSIDERAGOES FINAIS

Abordamos no presente trabalho os principais elementos que assumimos constituir
papel essencial na consubstanciacao das duas etapas preliminares tendo em vista uma
eventual experimentacdo em sala de aula, afetada pelo viés metodolégico de uma
Engenharia Didatica (ED), bem como uma mediacdo planejada e inspirada nos
pressupostos da Teoria das Situag¢des Didaticas (TSD), o que confere um viés multitedrico
geralmente utilizado pela vertente francesa da Didatica Matematica. Isso posto, os
elementos abordados nas analises preliminares nos permitem perspectivar pontos de vista
alvissareiros para o ensino dessa matéria, a partir da apreciagao da posi¢gao assumida por
matematicos no passado (Claireaut, 1734, 1762), tendo em vista o processo evolutivo e
demarcacgao do cenario conceitual de um modelo matematico aqui examinado.

Como podemos constatar, com origem nas informagdes coligidas e discutidas ainda
nas analises preliminares, o contexto do ensino atual das equacdes diferenciais ordinarias
exige vigilancia, por parte de educadores e, também, por parte de matematicos
profissionais. E, de modo especifico, resgatamos um relato de autores e matematicos que
apontam como negativista uma abordagem indefectivel e que tende a se ocupar de uma
profusdo de tarefas fastidiosas, focadas na resolucéo analitica de classes de EDO’s, que
constituem excegao, sob um ponto de vista matematico mais abrangente, conquanto que,
relega ou desconsidera uma espécie de estudo qualitativo (quadro analitico, geométrico e
numérico) de muitas das propriedades envolvidas e reexaminadas aqui com o recurso da

tecnologia. Nao obstante, abordamos alguns exemplos no ensino atual que evidenciam um
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quadro reducionista e que transforma a abordagem de varios assuntos no contexto das
EDQO’s como processo resolutivo de equagdes que constituem excec¢ao dentro da teoria.
Assim, ao decurso de nossa analise a priori, prevista pela sistematica da Engenharia
Didatica (ED), apontamos algumas situagdes problema que discutem as fases dialéticas de
acao, formulagéo, validagdo e de institucionalizagdo (TSD), envolvendo conhecimentos
estimulados, num primeiro momento na visualizagao e percepgao tacita de propriedaes e a
identificacao tacita de elementos de ordem grafico-geométrica (Alves, 2014; 2016b), tendo

em vista o entendimento qualitativo do modelo da equacgao de Claureaut que, ao decurso

do escrito, indicamos notacionalmente por y = x%+f(%j, sem desconsiderar o papel e
X X

a fungao de uma envoltéria correspondente.

Nesse sentido, acentuaremos os seguintes elementos proporcionados, tendo em
vista o uso do software GeoGebra: os estudantes podem explorar/manipular as construcoes
dinamicas do software GeoGebra e determinar/visualizar a existéncia das envolvidas e a
progressiva determinagao da envoltéria correspondente (como resultado de um processo
dindmico aproximativo de seus pontos de intersecdo); os estudantes poderao
comparar/relacionar/investigar as representagées computacionais com as representagdes
classicas do quadro analitico (descricdo em coordenadas cartesianas e paramétricas); a
identificacdo do modelo de equacado de Claireaut que extrapola o quadro analitico de
representacdo analitica candnica; o entendimento dinAmico do processo de aproximacao
dos pontos de intersecgdo da envolvidas que, no limite, determinam a trajetéria da curva
envoltdria, caracteristica da equacao de Claireaut, se evidencia como um processo de
ensino nao marginal no contexto do ensino do referido assunto.

Por fim, acentuamos que com uma perspectiva de investigagédo proporcionada pela
Engenharia Didatica (ED), bem como o viés de uma abordagem diferenciada e transposicao
didatica (Chevallard, 1991) de acordo com a Teoria das Situagbes Didaticas (TSD),
poderemos vislumbrar a exploracdo de elementos com o amparo da visualizagédo, cuja
natureza variada (quadro numérico, geométrico e analitico) estimula uma espécie de
abordagem “qualitativa” para o ensino de EDO’s e, por tal via, obstar um viés reducionista
do mesmo. Nesse sentido, assumimos posi¢gdo concorde com Figueiredo & Neves (2002,
p. 6)), quando assinalam “o aspecto importante de interpretagdo das solugbes obtidas e de
seu significado dentro do contexto do problema em estudo”.

Nao obstante, ndo nos furtamos de considerar, de modo preliminar, um ponto de

vista de ensino que nos fornece um entendimento dos expedientes empregados por
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matematicos profissionais, tendo em vista a evolugéo da teoria das equacgdes diferenciais
ordinarias ocorridas em um passado nao muito distante, fato que afeta, de modo inexoravel,

diretamente, nossa perspectiva e preocupagao didatico-metodoldgica.
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