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RESUMO

Tendo em vista a importancia das integrais em inUmeras areas, encontrar métodos que fornegam valores exatos de
integrais definidas possui extrema importancia. Neste artigo, uma forma alternativa de resolugao de integrais definidas,
utilizando as distribuicbes Normal e Qui-quadrado sera apresentada, evidenciando a possivel contribuicdo da
Probabilidade com o ensino e aprendizagem do Calculo Integral. O método proposto, além de ser um procedimento
alternativo para resolugéo de integrais definidas com a mesma precisdo das técnicas presentes em livros de Calculo
Integral, oferece a vantagem de que a solugéo exata de integrais definidas ndo resolviveis pelas técnicas usuais pode
ser determinada. Para a apresentacdo do método proposto, um suporte teérico sera fornecido para um melhor
entendimento do leitor. Neste sentido, as fungbes de distribuicdo de probabilidade, suas propriedades e o Teorema
Fundamental do Caélculo serdo enfatizados. Posteriormente, duas integrais definidas ndo resolviveis pelas técnicas
usuais serdo calculadas por meio das distribuicbes Normal e Qui-quadrado, seguindo para generalizagdo das fungbes
que podem ser integradas por meio destas distribuicdes.

Palavras-chave: Distribuicdes de probabilidade, Integrais definidas, Método alternativo

ABSTRACT

In view of the importance of integrals in numerous areas, finding methods that provide exact values of defined integrals is
extremely important. In this article, an alternative way of solving defined integrals, using the Normal and Chi-square
distributions will be presented, showing the possible contribution of Probability to the teaching and learning of Integral
Calculus. The proposed method, in addition to being an alternative procedure for solving defined integrals with the same
precision as the techniques found in Integral Calculation books, offers the advantage that the exact solution of defined
integrals that cannot be resolved by the usual techniques can be determined. For the presentation of the proposed
method, theoretical support will be provided for a better understanding of the reader. In this sense, the probability
distribution functions, their properties and the Fundamental Theorem of Calculus will be emphasized. Subsequently, two
integrals defined that are not resolvable by the usual techniques will be calculated using the Normal and Chi-square
distributions, following to generalize the functions that can be integrated using these distributions.

Keywords: Probability distribution, Defined integrals, Alternative method
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1 INTRODUGAO

E indiscutivel a importancia das integrais, sendo elas definidas ou indefinidas, pois
possuem uma vasta aplicagdo em inumeras areas. Neste sentido, Stewart (2016) faz
referéncia a aplicagbes da integracdo em Matematica no calculo de areas entre curvas,
volumes, valor médio de uma fungdo, comprimento de arcos, entre outros. O autor
apresenta ainda aplicagdes Fisica, Engenharia, Economia e Biologia, em exemplos que
abordam pressao hidrostatica e forgca, momentos e centros de massa, excedente do
consumidor e capacidade cardiaca, respectivamente. Dada a importancia diante de
inumeras aplicagdes possiveis, diversos métodos foram desenvolvidos para resolugédo de
integrais ao longo do tempo, porém, tais técnicas ndo permitem a obtencao de solugdes
analiticas de integrais como [ e~ " dx, por exemplo. Assim, métodos numeéricos costumam
ser utilizados para calculos aproximados de integrais definidas. Encontrar métodos que
fornegam valores exatos nestes calculos possui extrema importancia em todas as areas
que utilizam o calculo integral.

Paula, Silva e Santos (2021) mostram que é possivel calcular integrais definidas
por meio da utilizacdo das funcdes, expressdes e propriedades de distribuicdes de
probabilidades conhecidas. Os autores evidenciam, por meio de exemplos, 0 quanto o
método proposto pode simplificar os calculos quando comparado as técnicas de
integragdo recomendadas pelo Calculo Integral. Na ocasido, os autores recorrem as
distribuicbes Beta e Exponencial.

Neste artigo, a fim de apresentar novos resultados do método proposto pelos
autores e destacar a potencialidade do mesmo, sera destacado que além do método
simplificar calculos de integrais definidas, ele ainda permite que integrais ndo resolviveis
por meio de técnicas usuais sejam resolvidas analiticamente. Para tal, as distribuicoes
Normal e Qui-quadrado serdo consideradas. Nesse contexto, o calculo analitico da
integralf‘f e~ dx, para qualquer a e b, torna-se possivel por meio da distribuicdo Normal,
conforme sera apresentado.

Para compreensdao do meétodo, dos exemplos e generalizagdes que serao
apresentados, € preciso ter um conhecimento sobre variaveis aleatérias continuas. Com o
objetivo de facilitar o entendimento do leitor, alguns conceitos e definicbes sobre variaveis
aleatérias continuas serdo abordadas, dando énfase as funcdes de distribuicbes de

probabilidades.
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2 NOGOES PRELIMINARES

Uma variavel aleatéria (v.a.) € uma fungdo de um espago amostral Q nos numeros
reais. As variaveis aleatorias podem ser classificadas em discretas ou continuas conforme
a natureza numérica dos valores que assumem. Neste artigo, apenas o conhecimento
sobre a v.a. continua (v.a.c.) faz-se necessario.

Relacionadas a v.a.c. X, tém-se a fungédo de densidade de probabilidade (f.d.p.) de
X e a fungédo de distribuigdo acumulada (f.d.a.) de X. A primeira é responsavel por
associar uma probabilidade a intervalos assumidos pela v.a.c., satisfazendo as seguintes

condigoes:

i f(x) 2 0 e

ii. f;f(g) dr = 1,

em que f & definida no intervalo a < x < b . Sobre os limites do intervalo de x, a e bpodem
assumir menos infinito ou mais infinito, respectivamente.

Para a obtencao da probabilidade de v.a.c. X assumir valores em um determinado
intervalo [c, d], ou seja, para o célculo de pode-se utilizar P(c< X <d) a fd.p. ou a

f.d.a. de X, da seguinte maneira:
d
Ple< X <d) 2/ f(x)dz.

Ja a f.d.a. fornece a probabilidade de que X seja igual a ou menor que X, sendo

definida por:
F(z)=P(X <z)= /”’“ f(x)de, V.

Assim, o valor correspondente a P(c < X < d) também pode ser obtido fazendo F(d)-

F(c) ja que:
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Plc< X <d)= f flr)dr = /_( flx)de — /_C f(x)dx = F(d) — F(c). (2.1)

Em muitos casos, as variaveis aleatorias apresentam certos padrées de
comportamento que lhes permitem ser modeladas por distribuicbes probabilisticas
conhecidas.

A respeito da distribuicdo Normal, a mesma é considerada como a mais importante
das distribui¢des probabilisticas. Alguns fatores associados a essa importancia estao
relacionados ao Teorema Central do Limite, a tratabilidade analitica da distribuicdo e a
sua grande aplicabilidade na natureza e em pesquisas. Mais detalhes podem ser
consultados em Casella e Berger (2011).

Quando uma v.a.c. se distribui normalmente, sua f.d.p. € dada por:

. 2 ]_ _(3-‘_!_‘)2
fx|p,0%) = 5 e 22 | c>0, —co<pu<oo e —o0<x<O00,
a m

em que o e u correspondem ao desvio padrdao e a média de X, respectivamente. Nesse
caso, usa-se a notagao X~N(u, 0?). A Figura 1 ilustra a influéncia dos parametros p e o na

forma grafica da distribuicdo Normal.

<
e — X~N(-5,1)
- - X~N(-3,10)
- X~N(1,30)
S --  X~N(3,80)
E 8-
g —
O. _ -
o
[ I | I I
20 -10 0 10 20

Figura 1: Graficos da distribuicdo Normal
Fonte: Elaborado pelos autores
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Ja a distribuicdo Qui-quadrado é muito utilizada em inferéncia estatistica, servindo

como base para a obtencao de outras distribuicdes como t de Student e Fisher. Ela pode

ser representada como um caso particular da distribuicio Gama ou como a soma dos

quadrados de Normais padronizadas. Quando uma v.a.c. possui distribuicdo Qui-

quadrado com p graus de liberdade, sua f.d.p. € dada por:

Nesse caso, denota-seX ~ y;. A Figura 2 apresenta algumas formas do grafico da

distribuicdo Qui-quadrado conforme diferentes valores de p.

0.05 0.10 0.15 0.20

0.00

. - =
-

5 10 15 20

X
Figu
ra 2: Graficos da distribuicdo Qui-quadrado
Fonte: Elaborado pelos autores

Tendo em vista que a funcdo Gama esta presente na expressdao da f.d.p da

distribuicdo Qui-quadrado, € importante que algumas propriedades desta fungdo sejam

citadas:
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i (1) = 1;

ii. (n+1)=nl(n), n>0;

iii. ['(n) =(n—-1)!, neN;
v. I (%) = /7.

Por meio da Equacdo 2.1, observa-se a estreia relacdo do calculo de
probabilidades por meio da f.d.a. com o teorema fundamental do célculo (t.f.c.). Ressalta-
se que o t.f.c. € um dos conceitos mais importantes do Calculo Integral, no que se refere
ao calculo de integrais definidas.

Conforme Thomas (2012), na segunda parte da apresentacao do t.f.c., calcular a
integral definida de f(x) em [a, b], sendo f continua em [a, b], corresponde ao calculo da
diferenca de b aplicado na primitiva de f(x) por a aplicado na primitiva de f(x), ou seja,
F(b)-F(a). Observa-se assim que, para o calculo de integrais definidas, mesmo dispondo
do t.f.c., a necessidade de resolugdo das integrais ndo é poupada, tendo em vista a
necessidade de obtencdo da primitiva F(x). Dessa forma, o calculo analitico de certas
integrais definidas ndo é uma tarefa facil, exigindo a utilizagdo de técnicas como
integragao por substituicao, partes, fracdes parciais ou outras. Ademais, existem integrais
que nao podem ser resolvidas de modo analitico, como é o caso de fe‘xz dx. Nesse
caso, € comum a utilizagdo de métodos numéricos para aproximar o valor da integral

definida de interesse.
3 RESULTADOS

Nesta secdo serdo apresentadas as resolugdes de duas integrais definidas pela
utilizagéo de distribuicbes Normal e Qui-quadrado. Destaca-se que ambas as integrais

nao podem ser resolvidas analiticamente por técnicas usuais do Calculo Integral.
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3.1 Distribuicao Normal

Inicialmente, consideremos o interesse em calcular a integral definida

2 _(z—2)?
e s dx.
0

E possivel notar que a funcdo a ser integrada assemelha-se a f.d.p. da distribuicdo
Normal, além do intervalo de integracao [0, 2] ser compativel com o intervalo de variagao

de uma variavel que se distribui normalmente. Veja:

2
1 (z—2)2
— e 2 22

]_ _l{a:—2]2
= 2V27w e 2 2
2V 2
= 2V2m g(x),

sendo g(x) = ﬁc:_%ugﬁzl . Assim, g(x) corresponde a f.d.p. X~N(2, 4). Logo,

2 22 2
j e Fdr = 2V 27.’/ g(x)dz
0 0

= 227 [G(2) — G(0)]
~ 2V2r-0,34

— 1,70.

O valor 0,34 foi obtido pelo soffware R-project fazendo-se pnorm(2,2,2) -
pnorm(0,2,2) em que pnorm(2,2,2) por exemplo, equivale ao valor da distribuicao
acumulada de N(4, 2) em 2, isto &, pnorm(2,2,2) = f_zoog (x)dx .

Em termos geométricos, considerando a relagdo entre a integracédo definida e o
calculo de areas, pode-se afirmar que area entre o grafico da fungédo f(x) e o eixo
horizontal do plano cartesiano no intervalo [0, 2] é2v2r ~ 5vezes a area entre a curva da

N(4, 2) e o eixo horizontal em [0, 2]. A Figura 3 ilustra a relagdo entre ambas as areas.

Revista Eletrénica de Educacéo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 16, p. 01-16, dez., 2021.
. Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e82689



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e82689

Considerando o intervalo [0, 2], a area determinada por f(x) encontra-se hachurada e a

area determinada pela distribuicdo Normal encontra-se na cor cinza.

o _|
—
© _|
o
o
{4}
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(4%}
gl
w
@ <
5 ©
[
>
N
o
o _|
o

Figura 3: Areas determinadas pelos graficos de f(x) e g(x) e o eixo horizontal em [0, 2].
Fonte: Elaborado pelos autores

3.2 Distribuicao Qui-quadrado

Um outro exemplo de integral definida que n&o pode ser calculada por meio das

técnicas de integragao do Calculo Integral € dado por:

Observando a f.d.p. da distribuicdo Qui-quadrado, € possivel manipular

7 X
algebricamente a funcaoh(x) = xze 2de modo que ela se apresente de modo similar a

referida f.d.p., conforme segue.
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h(x) =

]
el b3l =1
| ™
[+]

[

3]
&

\"l-u_-l'/ \h-._.-n/
m -|E
el ©
—_
L
——

I

I
)1
R

Sl e S ]
[N}
(] (=}
M"
ﬁul
[~

1 9—2
x 2

em quej(x) = e ze, portanto, X ~ 3. Assim,

O 9\ o [°
/;'1358_5(1'.3: = F(—) 25/ j(z)da
2 2 2
9\ .o
- r(3) 2O -0
75 31 1 _
~ o~ r{=)-v29.0,55
2222 (2) V20,5t
~ 145,86

O valor 0,55 foi obtido através do software R-project fazendo pchisq(9, 9)- pchisq(2,
9). Por meio desse cddigo, o software fornece o valor da f.d.a. de X ~ y3em 2 subtraido
do valor da f.d.a. deX ~ y2em 9.

Aqui, pode-se afirmar que area entre o grafico da fungdo h(x) e o eixo horizontal
9
do plano cartesiano no intervalo [2, 9] eI (g) 2z ~ 263vezes a area entre a curvade yZeo

eixo horizontal em [2, 9]. A Figura 4 ilustra a relagao entre ambas as areas. Considerando
[2, 9], a area determinada por h(x) encontra-se hachurada e a area determinada pela

distribuicdo Qui-quadrado corresponde a linha em preto abaixo da area hachurada.

Revista Eletrénica de Educacéo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 16, p. 01-16, dez., 2021.
. Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e82689



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e82689

w0 _
al
o _|
g S
O
c
2 0 _|
m1_
o
w
O o _
21—
©
=
m_
O_

X

Figura 4: Areas determinadas pelos graficos de h(x) e j(x) e o eixo horizontal em [2, 9].
Fonte: Elaborado pelos autores

4 Generalizagao do método proposto

As resolugdes das duas integrais definidas apresentadas evidenciam a relacao
entre o calculo de integrais definidas e o calculo de probabilidades envolvendo
distribuicbes probabilisticas conhecidas. A principio, € comum perceber a importancia do
céalculo de integrais definidas no calculo de probabilidades. O processo inverso, que se
observa ao calcular integrais definidas por meio do conhecimento de distribuigdes de
probabilidade de variaveis aleatérias continuas, ndo é encontrado em literaturas de
Probabilidade ou Calculo Integral, mas apresenta potencialidade desde que seja possivel
manipular a fungdo a ser integrada para que esta assuma a forma da f.d.p. de uma
distribuicao conhecida.

Tal potencialidade, conforme apresentado por Paula et al. (2021), esta associada a
redugcdo de calculos onerosos exigidos pelas técnicas de integracdo no calculo de
integrais definidas. Este artigo acrescenta as vantagens do método proposto pelos

autores, a possibilidade de resolugao analitica de integrais definidas que ndo podem ser
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resolvidas pelas técnicas de integragao apresentadas pelo Calculo Integral.

Apesar de os exemplos de aplicacdo da metodologia apresentada terem sido
pontuais, € possivel generalizar a forma das fungdes que podem ser manipuladas a fim de
que assumam a f.d.p. das distribuigbes Normal ou Qui-quadrado no processo de calculo
de integrais definidas. Neste sentido, a Tabela 1 apresenta a generalizagado das fungbes
que podem ser integradas conforme as distribuicées utilizadas neste artigo, acrescidas da
generalizagcdo apresentada por Paula et al. (2021), utilizando as distribuicdes Beta e

Exponencial.

Tabela 1: Funcéo e distribui¢ao a ser utilizada

Funcgao Distribuicdo
filz) = ﬂﬁ_wﬁ, —o<r<+4oo, a, b ceR, d>0 Normal
folz) = axbe"3te, 1> 0, a>0, b>-1 Qui-quadrado
fa(x) = az™ (b — bx)™, x€(0,1), n,m=>=0, a beR Beta
filx) = axe™, a € R, b>0, z >0 Exponencial

Fonte: Elaborado pelos autores

Os resultados exibidos na Tabela 1, referentes as distribuicbes Normal e Qui-

quadrado, sdo demonstrados a seguir.
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4.1 Distribuicao Normal

2

_ (ba—he)? 1 _ (bz—be)® 1 %202 (z—c)
[ ae a dr =aoV2T f 2 T dr=aocV2T aze?

e e
aN/ 2m oy 2

29,2 1 (z—g)? 25,2 i
— a0V 2re T ] e 37 dr = aocV/2me & /f(f)dj

oV 2T

N . . .~ N d
em que f corresponde a f.d.p. da distribuicido Normal com parametros c e YR No caso em

que (-, +=) & o intervalo de variagao de x, a integral definida de

—(bx—bc)?
ae d

resultara em

2b2g2
ao\2me da

tendo em vista quef_+;°f (x)dx = 1conforme a 22 condi¢ao exibida na Secéo 2.

—(bx—bc)2
Assim, toda funcéo do tipoae d¢ pode ser manipulada algebricamente de modo

que recaia na f.d.p. da distribuicdo Normal.

4.2 Distribuicao Qui-quadrado

I x . 2h4-2 1 Zge . 2h42 1 z
f ar’e Ty = a [ T2 e 2 "dr = ae' Tz e Idr

. 242N apes 1 2b+2 = . 2b+ 2 2h+2 |
= aeT }._ 2% [—ﬁt E le 3de = ae'Tl jr 2 % /g[.;.']d.;.'.
2 J T(%2)27 2

>

em que g corresponde a f.d.p. da distribuicdo Qui-quadrado com parametro 2b + 2. No

caso em que (0, +«) & o intervalo de variagao de x, a integral definida de
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X
axPe z*¢

resultara em

ae‘r'(b + 1)2°+1,

tendo em vista quef_+;°f(x)dx =1, conforme a 22 condigao exibida na Sec¢ao 2. Aqui,

como o parametro da distribuicdo Qui-quadrado deve ser positivo, entdo b > -1.

Em ambos os casos, para o calculo de integrais definidas por meio do método
proposto, faz-se necessario verificar se os parametros e o intervalo de variagdo da
variavel estdo de acordo com as referidas distribuigdes. Quando o intervalo de integracéo
esta contido no intervalo de variagdo da variavel que se distribui conforme o modelo
considerado, o resultado da integral € obtido diretamente por meio das condigdes da f.d.p.

ou f.d.a.. Uma discussao detalhada a respeito pode ser consultada em Paula et al. (2021).

~1
5 _x

/ 222 e 2 dx,

—2

a fungédo a ser integrada sugere o uso da distribuicdo Qui-quadrado, como pode ser

Como exemplo, em

observado na Tabela 1. Porém, o intervalo de variagdo da integral e o intervalo de uma
variavel que tem distribuicdo Qui-quadrado sido incompativeis dado que, neste caso, x
deveria pertencer ao intervalo (0, +~). Nesse caso, nao é possivel calcular a integral por
meio do método proposto, utilizando a distribuicdo Qui-quadrado. Nos casos em que a

adequacao dos intervalos é verificada, como observa-se em

2 )
/ 2% e7 7 d,
1

ja que (1,2)c(0, +o0), basta realizar manipulagdes algébricas na fungdo a ser integrada

para que ela se apresente como a f.d.p. da fungao Qui-quadrado.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

O método alternativo apresentado consiste na resolugcdo de integrais definidas
utilizando conhecimentos probabilisticos, exigindo que o interessado em o utilizar tenha
conhecimento e dominio de conceitos e propriedades de distribuicbes de probabilidades
conhecidas no que diz respeito ao conhecimento de seus parametros, intervalos de
variacdo dos mesmos, esperangca matematica e variancia. Neste sentido, a utilizagao do
método proposto permite que o conhecimento referente as distribuicbes de probabilidade
e torne mais consistente e fornece solugao analitica para integrais nao resolviveis por
meio das técnicas de integragao propostas pelo Calculo Integral.

Para aplicagao do método apresentado € importante destacar que, € imprescindivel
que seja verificado se o intervalo de integragdo € compativel com o intervalo de variagao
da variavel a qual se refere a distribuicao de probabilidade que sera utilizada. No caso em
que a incompatibilidade é detectada, o método proposto ndo pode ser utilizado conforme
a pesquisa realizada até o momento. Suspeita-se que seja possivel contornar tal
impossibilidade por meio de uma mudanga de variavel e observagao de caracteristicas
como a paridade da fungao a ser integrada. Esse € o préximo ponto na pesquisa que esta
sendo realizada pelos autores acerca do método discutido neste artigo.

Para finalizar, espera-se que este artigo possa contribuir com o ensino e
aprendizado de conteudos de Probabilidade e Calculo Integral, que permita a relagéo
entre as duas disciplinas e que o método possa se apresentar como uma boa alternativa
quando as técnicas usuais nao forem suficientes para a resolugdo analitica de integrais

definidas.
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