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triangulo elevadas al cuadrado es igual a la longi-
tud del tercer lado elevada al cuadrado.” Esta se-
ria una relacion aritmética pitagorica, ya no entre
ternas de nimeros de la aritmética natural, sino de
la aritmética de los nlimeros reales positivos (o en
la de los nimeros algebraicos reales y positivos).

No toda terna de niimeros reales positivos la cum-
ple, pero si el tercer nimero de la terna es la raiz
cuadrada de la suma de los dos primeros, esa terna
si la cumplira. EI hecho de que esa terna siempre
defina las longitudes de los tres lados de un trian-
gulo rectangulo es lo que liga la relacion aritmética
pitagorica con la relacion geométrica pitagorica
particular; por ello, amerita la demostracion de un
teorema especifico al respecto.

Se destacan tres sentidos para la relacion pitagorica
(RP) privilegiando para ello el componente conte-

nido del sentido, de ahi que se hable de sentido
aritmético, sentido geométrico, y sentido aritmo-
geométrico. Cada uno de estos sentidos sera obje-
to de profundizacion en el desarrollo del taller.
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Introduccion

En este taller, a partir de un acercamiento historico
a la multiplicacion en las culturas egipcia,
mesopotamica y griega, se presenta algunas evi-
dencias de procedimientos matematicos desde los
que puede ser comprendida la complejidad de la
multiplicacion. Por otra parte, acudiendo a la teoria
de la intuicion (Fischbein, 1987) y de los modelos
intuitivos (Fischbein et al., 1985) se muestra como
una ensefianza de la multiplicacion que la restrinja
a suma reiterada, por lo tanto reducida solo a la
matematizacion de grupos iguales; a la memoriza-

"Este trabajo ha sido producido por los autores en el marco de la investigacion
“Pensamiento Multiplicativo: Una mirada de su densidad y complejidad en su desarrollo
enelaula” financiada por la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, COLCIENCIAS
yel IDEP.

cion, generalmente asociada a una generalizacion
de uno mas, de las tablas de multiplicar; y al uso de
sus algoritmos de célculo, hoy candnicos, desestimula
el aprendizaje e impide el desarrollo del pensamien-
to matematico complejo en los nifios.

Aspectos historicos

En algunos libros de historia de las matematicas
(Boyer, 1992; Klein, 1992), la informacion acerca
de las matematicas en las culturas egipcia,
mesopotamica y griega es organizada de manera
similar. Realizan, grosso modo, una ubicacion geo-
grafica de la cultura en mencion, describen rela-
ciones socio-politicas de cada una de ellas, comen-
tan las fuentes documentales de que disponian, y
presentan la matematica, mas o menos, en el si-
guiente orden: sistemas de numeracion, operacio-
nes aritméticas, problemas algebraicos, problemas
geométricos.

Las culturas mesopotamica y griega tenian siste-
mas de numeracion basicos y posicionales, y
algoritmos para célculos en lo multiplicativo. En
general, salvo de la matematica egipcia, en los tex-
tos no se encuentra informacion sobre técnicas de
calculo en lo aditivo. Sin embargo, por el gran de-
sarrollo de bases y algoritmos, se intuye que estas
culturas crearon métodos rapidos para sumar. Cada
una de estas culturas genero procesos propios para



multiplicar, dividir y extraer raices. En general, los
procesos matematicos referidos tienen caracteris-
ticas que permiten definir “lineas de pensamiento”
particulares.

En la egipcia, resalta una, que también es vista
como su técnica de calculo, basada en
duplicaciones y mediaciones. Aunque su sistema
de numeracion fue decimal, con ella desarrollaron
el sistema binario. Sus algoritmos para multiplicar
y dividir estdn compuestos por procesos o
algoritmos para duplicar, mediar, sumar y restar.

En la mesopotamica, ademéas de su conocida nu-
meracion sexagesimal posicional, destacan mani-
festaciones de una particular forma de pensar, que
hace uso reiterado de la media aritmética para pro-
cesos de acotacion y calculo, de tal manera que la
vuelve técnica de aproximacion. La técnica
involucra un analisis (al menos implicito) de proce-
sos geométricos, que se manifiesta en la estima-
cion de raices de nimeros y en la consecusion de
soluciones de relaciones aditivas entre la «cosa,
su cuadrado y una cantidad; involucra ademas, pro-
cesos secuenciales que convergen rapidamente.
Por otra parte, de acuerdo con los problemas plan-
teados, en esta técnica se manifiesta el conocimien-
to y uso reiterado del concepto que «entre los rec-
tangulos de igual perimetro el de mayor area es el
cuadrado».

Sobre la griega. El desarrollo del concepto de
razon, unido al de proporcion y orden (lineal),
manifiesta una de sus formas de pensar, de ver y
de expresar el mundo de las matematicas, con la
que operan, predicen y calculan, y que parece ex-
tenderse sobre la conformacion de otros aspectos
de su organizacion social.

Aquellos conceptos son su expresion matematica
y su forma de matematizar. La razon aurea, los
calculos de areas, volimenes, las relaciones
trigonométricas, las leyes fisicas propuestas por
Arquimedes, los desarrollos de las conicas, el tra-
tamiento de los inconmensurables, etc., son obje-
tos producidos a través del uso coherente y siste-
matico de ellos. El inmenso trabajo de Arquimedes
para demostrar que hay razon, entre el volumen de
un grano de arena y el volumen del universo, y que
esta «arquimedianidady es posible expresarla como
multiplicidad de unos, obteniendo un nimero que
cuenta los granos de arena que podrian llenar el
universo de Aristarco, son una muestra de su im-
portancia. En nuestra opinion, el desarrollo de la
teoria general de razomnes y proporciones es el

mayor legado que el pensamiento matematico grie-
go ha dejado a la comunidad matematica posterior.

El producto de segmentos, que como cambio de
dimension de cierta manera se observa en los pro-
blemas cuadraticos de los mesopotamicos, los grie-
gos lo extienden, sistematizan, generalizan y al pa-
recer? crean el producto de razones expresado
como razon compuesta; su vinculo con las medias
aritméticas, geométricas y armonica potencian las
ideas egipcias y mesopotamicas de medios, duplos
e iteraciones. El modo egipcio de pensar es asumi-
do, y sintetizado, en las nociones comunes propues-
tas por Euclides en los Elementos.

Durante el desarrollo de este taller se propone tra-
bajos especificos para provocar reflexiones en tor-
no a las relaciones y afirmaciones antes mencio-
nadas.

Aspectos sicoldgicos

Los modelos intuitivos de Fischbein: “La multi-
plicacion agranda” (MA) y “La division achi-
ca” (DA). Ademas de los aspectos estructurales
de estos modelos, conviene ubicar sus aspectos
funcionales dentro de una teoria general que inten-
ta explicar ciertos rasgos de comportamiento
cognoscitivo humano. Siguiendo aqui a Mora y
Romero (2004) se enfoca claves del marco tedrico
propuesto por Efraim Fischbein (1987) sobre la
problematica de la intuicion. Luego, la atencion
recae en los modelos intuitivos, y particulariza en
MA y DA (MADA).

1. La humana, una estructura escindida: EI ser
humano en tanto constructor de mundo desde
el lenguaje, debe enfrentarse a un mundo del
que es consciente que le es previo y del que €l
mismo hace parte. Este doble papel que el ser
humano ha jugado, ha ocasionado “una brecha
en esta estructura naturalmente unitaria: cogni-
cion y comportamiento” (p. 7). Ademas es cons-
ciente que puede conocer y de la falibilidad de
lo que conoce, pero al mismo tiempo es cons-
ciente que debe tomar decisiones para actuar
en ese mundo previo; “[...] como un efecto de
formas indirectas (conceptuales) de conoci-
miento, la incertidumbre llega a ser una presen-
cia habitual en nuestro proceso de toma de de-
cisiones”.

2Aunque parece que era conocido por los egipcios y fue llevado a Grecia por Thales de
Mileto. Por esto, una version de este producto hoy se llama teorema de Thales.
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2. Insuficiencia de la coherencia interna: Una forma
de construir certeza estriba en el rigor y la cohe-
rencia de los sistemas formales de conocimiento
“[...]1que puede tener 0 no alguna relevancia prac-
tica. La que la logica ofrece no es una certeza
absoluta, valorable practicamente sino una for-
ma convencional de aceptacion” (p. 7).

3. La intuicién como respuesta al sentimiento de
necesidad de certeza absoluta. Frente a la au-
sencia de certeza practicamente significativa
por el camino del conocimiento 16gico, acudi-
mos a creer que en realidad la hemos alcanza-
do: “Es esa necesidad absoluta la que historica
y sicologicamente ha formado este tipo parti-
cular de procesamiento de informacion. Datos
disparatados o incompletos se aglutinan ellos
mismos [ ] en estructuras intrinsecamente crei-
bles, aparentemente coherentes, consistentes y
compactas” (p. 7).

4. Intuicion y actuacion intelectual productiva. La
funcion principal de la intuicion es dotar con la
misma evidencia intrinseca y certeza
comportamentalmente significativa a nuestros
razonamientos y conocimiento conceptual, que
la que la percepcion le confiere a nuestro cono-
cimiento del mundo que denominamos real:
“[...]uno tiende a creer en la absolutez del con-
cepto, uno tiende a conferir sobre esta nocion,
basada en convenciones, la absolutez de un
hecho dado, objetivamente existente. En nues-
tra terminologia, esto significa conferir
intuitividad al concepto” (p. 21).

5. Experiencia e intuicion. Una intuicion es un es-
quema (en el sentido piagetiano), una forma de
cognicion (cognicion intuitiva) que sobrepasa las
informaciones a mano, “[...] es una teoria, un
sistema de creencias, de expectativas aparente-
mente autonomas®”’ (p. 88). Como “[...] la fuente
bésica de las cogniciones intuitivas es la expe-
riencia acumulada por una persona en condicio-
nes relativamente estables [+] existen tres as-
pectos principales de la experiencia en la con-
formacion de la intuicion: a) Los elementos co-
munes, generales de la experiencia humana. b)
Los elementos de la experiencia relativos al en-
torno geografico y cultural en los que vive una
persona. ¢) La practica particular de los indivi-
duos relativa a dominios de sus vidas™ (p. 85).

6. Elpapel de los modelos intuitivos en la configu-
racion de la experiencia. “Cuando una persona

3De las condiciones que permitieron su generacion.

tiene que tratar con una nociéon que es
intuitivamente inaceptable, tiende a producir [-+]
sustitutos intuitivamente mas aceptables de esa
nocion. Tales sustitutos son comiinmente llama-
dos modelos intuitivos” (p. 121).

7. “Unmodelo intuitivo es, por su propia naturale-
za, de clase sensorial. Puede ser percibido, re-
presentado o manipulado, como cualquier otra
realidad concreta” (p. 121), aunque no necesa-
riamente es un reflejo directo de esa realidad -un
grafico cartesiano es un modelo intuitivo de su
funcion, el modelo planetario lo es del atomo-.

8. Tipos de modelos intuitivos. Para los propositos
de este escrito, se usa tres tipos de criterio para
clasificarlos: seglin aspectos estructurales ex-
presados en la funcion de objetivacion -
intraestructurales (paradigmaticos) o
interestructurales (analdgicos)-; aspectos
intencionales expresados en la funcion de
objetivacion -inconscientes (tacitos) y conscien-
tes (explicitos)-; segun orden de generacion en
el tiempo -primitivos, secundarios (p. 142-143).

Modelos primitivos. Los modelos primigenios,
construidos en la confrontacion de situaciones ini-
ciales y sostenidos por el uso durante largos perio-
dos de tiempo y adecuados a cogniciones infanti-
les, son depositarios del efecto primacia:
“..refleja el fenémeno de congelamiento epistémico por el que la
persona cesa, en algun punto, de generar hipétesis y de aceptar
una proposicién dada actualmente plausible como cierta. El
congelamiento epistémico es una caracteristica inevitable del
proceso de enjuiciamiento en razon del carécter potencialmente
interminable de la generacion de cognicion. La secuencia
epistémica debe parar en algiin punto, a menos que el individuo
esté desposeido de todo conocimiento cristalizado necesario para
tomar una decisién y actuar” (Kruglansky y Ajzen, 1983, p.23).

El papel de los modelos intuitivos en el aprendi-
zaje. Si los modelos intuitivos tacitos y primitivos
estan ligados a la comprension de situaciones y ob-
jetos que tienen preferiblemente ocurrencia escolar
-como ocurre con aquéllas y aquéllos que tienen que
ver con la multiplicacion y la division- se sigue que
tales modelos estan distribuidos socialmente, que los
curriculos y textos los promueven y grupos de per-
sonas los usan de manera exitosa y habitual.

Tabla 1. Ubicacion de los modelos MADA

Modelos intuitivos Aspectos sistémicos
Paradigmatico | Anal6gicos
Aspectos —
intencionales | Tacitos MA, DA
Explicitos




La tacitud del modelo MADA no reduce su fun-
cionamiento pragmatico. Al contrario, éste trabaja
como una teoria para organizar y enfrentar proble-
mas de division y multiplicacion como lo estable-
cieron Fischbein, Deri, Nelo y Marino (1985). Ellos
hallaron que la clase de la que los estudiantes ge-
neraron, generalizaron y desde la que luego trasla-
daron sus reglas a las nuevas situaciones enuncia-
das, era formada por situaciones de grupos iguales
y sumandos iguales. L.a concepcion de multiplica-
cion y division que los estudiantes se formaron era
consistente con la de suma repetida y sustraendo
repetido, respectivamente. Estas concepciones lle-
van aparejada la conformacion de una teoria impli-
cita, de uso mediante la aplicacion de reglas obte-
nidas y formadas tacitamente con el uso prolonga-
do y frecuente, sobre la clase de situaciones arriba
aludida.

Tabla 2. Reglas intuitivas asociadas
con los tres modelos de Fischbein

Operacion Reglas intuitivas
o El multiplicador debe ser un ntimero entero
Multiplicacién
La Multiplicacién Agranda MA
El divisor debe ser un ntimero entero
Division partitiva | El divisor debe ser més pequerio que el dividendo
La Divisién Achica DA
Divisién cuctitiva | El divisor debe ser mas pequefio que el dividendo
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Introduccion

En la actualidad se reconoce la confusion que vi-
ven los docentes frente a la practica de la evalua-
cion del aprendizaje de las matematicas, entre mu-
chos factores, debido a que se ha tomado de ma-
nera instrumental y en consecuencia no se
problematiza, maxime si se acepta que dicha prac-
tica guarda estrecha relacion con la manera como
se organizan los contenidos relativos a un concep-
to matematico.

'Profesor asociado del grupo de Didactica de las Matematicas del proyecto curricular de
Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematicas, Universidad Distrital
Francisco José de Caldas de Bogota.

El taller se inspira en los estudios e investigaciones
que la comunidad de educadores matematicos ha
venido desarrollando en relacion con la evaluacion
de las matematicas en el aula, trabajos que ponen
el acento en la evaluacion como un enfoque de re-
gulacion y monitoreo del aprendizaje. En esta di-
reccion, la evaluacion en matematicas se concibe
en la interseccion del contenido matematico, la prac-
tica de la ensefianza y el aprendizaje (Romberg y
Kilpatrick, citados por Garcia, 2003), por lo que se
puede afirmar que ésta se incardina en los procesos
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

En las siguientes lineas se describe el objetivo del
taller y el nivel educativo en el que se quiere gene-
rar la reflexion, se plantea los fundamentos teori-
cos desde donde se pretende sustentar el espiritu
del taller, la metodologia que incorpora algunas ac-
tividades a desarrollar con los profesores partici-
pantes y finalmente algunas referencias bibliogra-
ficas basicas.
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