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RESUMO

O objetivo deste trabalho € apresentar o relat® refeex6es desencadeadas a partir de uma exgariénc
vivenciada com alunos de 2° ano do Ensino Médialesenvolvimento de uma oficina sobre o contetdo
matematico Analise Combinatéria por meio da Regaute Problemas, tomando esta como estratégia
metodoldgica para o ensino e a aprendizagem dendMéitea. A preparacao e implementacao da oficina
ocorreu no contexto do Estagio Supervisionado dsocde Licenciatura em Matemética da Universidade
Estadual de Londrina (UEL). Mediante essa expeidérioi possivel observar que trabalhar com esta
estratégia metodoldgica oportunizou aos alunososaugicarem entre si e com os futuros professores
para apresentar suas ideias, discuti-las e argamantespeito visando a resolugdo dos problemas, se
engajarem nas resolucdes utilizando seus conheimemrévios e participarem ativamente das
discussbes que ocasionaram as sistematizacfeomoatos e das férmulas. Além disso, propiciou aos
futuros professores uma nova visdo a respeito deddo matematico em questdo e de aspectos
referentes ao seu ensino.

Palavras-chave Andlise Combinatéria. Educacdo Matematica. Est&ipervisionado. Resolucdo de
Problemas.

COMBINATORIAL ANALYSIS AND PROBLEM SOLVING: A
SUPERVISED TRAINING EXPERIENCE

ABSTRACT

The objective if this study was to present a repartand the reflections triggered by, an expegenith

2" grade secondary school students, during a worksiomombinatorial analysis through problem

solving, a methodological strategy for teaching &atning mathematics. The workshop’s preparation
and implementation took place during the supervisathing of under graduate mathematics students
from State University of Londrina (UEL). Based ohist experience, it was observed that this
methodological strategy provided an opportunity $twdents to communicate among them and with
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future mathematics teachers, present, discussrgne #éheir ideas in order to solve problems, engage
the resolutions by using their previous knowledy®] actively participate on the discussions thaittde
the systematization of concepts and formulas. blitid to that, it also provided future teacherseav
vision concerning this mathematical content anddifferent aspects involved in its teaching.

Key words: Combinatorial analysis. Mathematics Educatiompedvised training. Problem solving.

Introducéo

O trabalho que subsidiou a escrita deste artigalésenvolvido no contexto do Estagio
Supervisionado do Curso de Licenciatura em Mateada Universidade Estadual de Londrina
(UEL), no ano de 2012.

Durante o primeiro semestre de 2012, os dois proveutores do artigo elaboraram, sob
a orientacdo do terceiro autor, planos de aula gamem implementados durante o Estagio de
Regéncia, que seria realizado por meio de oficieasticas (oficinas a respeito de contetdos
matematicos do Ensino Médio) em trés sabados cotigas em um colégio publico da cidade
de Londrina — PR, de modo que em cada oficina, @eracdo média de 4 horas, fosse abordado
um tema especifico.

Em relacdo as estratégias metodoldgicas que paBamtilizadas para a abordagem dos
contetdos matematicos, de acordo com o Plano dgigsta Instituicdo de Ensino Superior, 0s
estagiarios deviam seguir as tendéncias em Eduddgéenatica - o que estad em consonancia
com as recomendacdes das Diretrizes Curricularddatematica do Parana (PARANA, 2008)
para o encaminhamento metodolégico de conteudosmmasitos na Educacdo Basica -, ndo
podendo planejar aulas em uma perspectiva tradifida ensino.

As oficinas foram desenvolvidas no més de agostood@nte ano, com alunos do 2° ano
do Ensino Médio. Sera relatada nesse artigo anafigue teve como tema o contelldo Analise
Combinatéria, trabalhada por meio da Resolucdordblémas enquanto estratégia de ensino.
Durante o planejamento desta oficina os estagidivesam a oportunidade de compreender

conceitos e formulas relativos a Analise Combinatdoem como relagbes entre eles, como
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podera ser observado ao longo do relato. Além dmsderam discutir e planejar acbes para a
abordagem do conteudo na perspectiva da estraté@nsino adotada.

Depois de encerradas as oficinas, os futuros mofes tiveram que elaborar um
Relatério a respeito do Estagio de Regéncia. NatBébd, dentre outros aspectogoram
descritos detalhadamente os acontecimentos de afailaa, bem como reflexdes de carater
didatico e pedagogico geradas a partir dos mesassas informacdes serviram de base para a
elaboracdo deste artigo, no qual apresentamoslmiente algumas consideracdes a respeito do
ensino de Analise Combinatéria, da Resolucdo dédl&rmas, bem como do ensino e da
aprendizagem de Andlise Combinatoria por meio desoRedo de Problemas. Em seguida,
apresentamos o relato da experiéncia, e, por figuyreas consideracdes a respeito do trabalho

desenvolvido.

Consideracdes a respeito do ensino de Anélise Comaiodria

A Anélise Combinatoéria € um conteudo matematica cfroducdo pode ser feita desde
0s anos iniciais do Ensino Fundamental, por mei@rdblemas e com o auxilio de recursos
como materiais manipulaveis.

No trabalho com este conteddo matematico nos ammais, assim como nos anos finais
do Ensino Fundamental, “o que se pretende ndoesengolvimento de um trabalho baseado na
definicdo de termos ou de férmulas envolvendo &asuntos” (BRASIL, 1998, p. 52), mas
oportunizar ao aluno “lidar com situagdes que eraml diferentes tipos de agrupamentos que
possibilitem o desenvolvimento do raciocinio comabdnio e a compreensdo do principio
multiplicativo para sua aplicacéo no calculo debpimlidades” (BRASIL, 1998, p. 52).

Além disso, de acordo com os Parametros Curricuilbi@cionais de Matematica dos
anos finais do Ensino Fundamental, “os primeirostatos dos alunos com os problemas de

contagem devem ter como objetivo a familiarizacdm ca contagem de agrupamentos de
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objetos, de maneira formal e direta - fazer unta lil® todos os agrupamentos possiveis e depois
conta-los” (BRASIL, 1998, p.137).

Assim, a formalizacdo dos diferentes topicos dalis@&ombinatoria como Principio
Multiplicativo da Contagem, Arranjos, PermutacdéesCembinacdes Simples ocorre, na
Educacado Basica, usualmente, por volta do 2° arkendmo Médio.

Entretanto, cabe ressaltar que esta formalizac@opnécisa ser feita na perspectiva

tradicional de ensino.

Geralmente, numa aula tradicional, a Andlise Coatbima é trabalhada com
aplicacdo de férmulas, sem significado para osoaludssim, adotar outra
metodologia, que permite a participagdo do aluncarestrucdo dos conceitos
de arranjo, permutacdo e combinacéo, pode contjifama a aquisicdo de uma
compreensdo mais significativa, que procura dartickena matematica

construida (SOUZA, 2011, p. 4).

Nesse sentido, os PCN+ destacam que as formulagerfdeser consequéncia do
raciocinio combinatorio desenvolvido frente a rasab de problemas diversos e devem ter a
funcéo de simplificar calculos quando a quantiddeldados é muito grande” (BRASIL, 2002, p.
136). De acordo com este documento, para o tralmhoa Analise Combinatéria no Ensino
Médio recomenda-se que seja mantida uma perspedBvaesolucdo de problemas que,
conforme ja discutimos anteriormente, € sugerida pabordagem desse conteudo matematico
em anos anteriores de escolaridade.

Diante disso, optamos por utilizar a Resolucdo deblBmas, enquanto estratégia
metodoldgica para o ensino e a aprendizagem denMéitea, para desenvolver o trabalho com a
Andlise Combinatéria durante o Estagio de Regén&iaeguir, discorremos brevemente a

respeito dessa perspectiva de Resolucdo de Prabbkaotada.

A Resolucao de Problemas como estratégia metodolégipara o ensino de Matematica
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Quando se trata da utilizacdo da Resolucdo de déalsl em aulas de Matematica,
diferentes perspectivas podem ser evidenciadasddmea (1999), por exemplo, destaca que a
resolucdo de problemas tem sido pensada de trésimmrdiferentes, a saber: “como um
objetivo, umprocessoou umponto de partida’ (p.16, grifo da autora).

Na perspectiva da resolucdo de problemas como yetivah) os problemas sé&o utilizados
para aplicacdo de algum conteiudo matemético. Qu eeprofessor apresenta o contetdo de
forma expositiva aos alunos e em seguida prop&eineblemas que tratam deste conteudo
(MENDONCGCA, 1999).

Na perspectiva de resolugcdo de problemas como woegso, o professor propde
problemas por meio dos quais possa discutir egtestéle resolucdo desenvolvidas pelos alunos,
se atentando ao modo com que 0s alunos resolvgarobkemas com a intencédo de auxiliad-los
no desenvolvimento de seu potencial para resohadnigmas (MENDONCA, 1999).

Por fim, na perspectiva da Resolugédo de Problémaso um ponto de partida, um
problema é apresentado aos alunos no inicio daessos de ensino e aprendizagem para que,
por meio das resolucdes, ou tentativas de resadugdele discussdes promovidas a partir do
problema, os alunos possam construir conhecimemabsmaticos (MENDONCA, 1999).

Esta ultima perspectiva tem sido abordada em diseestudos (ONUCHIC, 1999;
AZEVEDO, 2002; HUANCA, 2006; HERMINIO, 2008; ONUCH| ALLEVATO, 2009), e
neles a Resolucdo de Problemas tem sido entendida oma estratégia metodoldgica para o
ensino e a aprendizagem de Matematica.

A respeito da Resolucdo de Problemas como estmatégiodoldgica para o ensino e a

aprendizagem de Matematica, Onuchic e AllevatogR@@stacam que trata-se

[...] de um trabalho onde um problema € ponto dédaae orientacdo para a
aprendizagem, e a construgdo do conhecimento far-agavés de sua
resolucdo. Professor e alunos, juntos, desenvolemse trabalho, e a
aprendizagem realiza-se de modo cooperativo e @@tio em sala de aula (p.
97).
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Para a realizagdo do trabalho com a Andlise Cortdyiagjunto a alunos da Educacédo
Basica, que sera aqui relatado, assumimos estpegéxa defendida por Onuchic e Allevato
(2009) para a Resolucao de Problemas, ou seja, comacestratégia metodoldgica. Com isso,
desenvolvemos as tarefas com os alunos em saldalecan base nas seguintes etapas sugeridas
por estas autorasPtfeparacdo do problema’“Leitura individual’, “Leitura em conjunto’
“Resolucdo do problema™Observar e incentivar’ “Registro das resolugdes na lousa”
“Plenéria”, “Busca do consensoé “Formalizacdo do conteUdo{ONUCHIC; ALLEVATO,
200095.

O ensino e a aprendizagem de Analise Combinatérisopmeio da Resolucdo de Problemas

Nos ultimos anos, alguns estudos tém sido realgzamorespeito do ensino e da
aprendizagem de Analise Combinatéria por meio daoRedo de Problemas. Dentre eles,
podem ser destacados os trabalhos de Souza (26b@fee Bisognin (2010).

Na pesquisa desenvolvida por Souza (2010), umaagdss consistiu em trabalhar a
Anadlise Combinatdria utilizando a Resolu¢édo de Rrohs com uma turma de alunos do 2° ano
do Ensino Médio, em uma escola publica no estadBamdePaulo. Segundo a autora, embora o
tempo disponivel para desenvolver o trabalho comlwsos tenha sido curto, “houve condi¢cdes
de crescimento na aprendizagem dos alunos, noequedese as ideias centrais dos conceitos da
Andlise Combinatoéria” (SOUZA, 2010, p. 291), e urosdobjetivos alcancados foi o de
“construir, professora e alunos juntos, conceitoAdalise Combinatoria através da resolucéo
de problemas{SOUZA, 2010, p. 291, grifo da autora).

No trabalho desenvolvido com os alunos, ndo foisjye$ para a autora trabalhar a

construcdo de férmulas. No entanto, a esse respeaigtora destaca que

[...] apesar de néo ter sido dado esse passo,tdwaplicacdo do projeto, nao
podemos considerar irrelevante a construcdo dasufés correspondentes aos
conceitos trabalhados, para o calculo do niumerardmjos, combinacdes e
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permutacdes, pois, por meio dela, os alunos teuara melhor formalizacdo

desses conceitos. Se houvesse mais tempo paré&cacapl de nosso projeto,
acreditamos que, entdo, poderia ser feita uma sitetos problemas propostos
e partir para o trabalho da construcéo das form{@@JZA, 2010, p. 292).

Fonte e Bisognin (2010) descrevem e analisam padeesultados de uma pesquisa que
desenvolveram com a Analise Combinatéria por meioR@ésolucdo de Problemas, em que
“centrou-se no estudo do desenvolvimento dos psosesle resolucdo de problemas sobre
conteudos de Anélise Combinatoria, seguidos pardastes do primeiro ano de um curso de
Licenciatura em Matematica” (p.76).

Dentre os resultados obtidos pelas autoras, temueséa medida que os problemas foram
sendo solucionados, percebeu-se que os alunos &uparando algumas limitacdes e erros e
conseguiram criar novas imagens conceituais ou froaddo e aperfeicoando as que ja
possuiam sobre os conteudos de combinatoria” (FOBTEOGNIN, 2010, p.81).

No trabalho de Della Nina, Menegassi e Silva (20@8) autoras também apresentam
algumas consideracfes a respeito do trabalho cémalise Combinatoria na perspectiva da
Resolucdo de Problemas. Segundo as autoras, taalgalim Analise Combinatéria por meio da
Resolucdo de Problemas, “destacando aqueles glieamtifatos e situagbes que tenham
significado ao aluno, € uma forma de desmistifiemse contelddo” (DELLA NINA;
MENEGASSI; SILVA, 2009, p. 198). Elas ainda afirmagne os alunos podem resolver
problemas de Andlise Combinatoria inicialmenteiagildo seus conhecimentos prévios sem
necessariamente recorrer ao uso de férmulas. Gonissb ndo impede que os conceitos de
Andlise Combinatdria sejam sistematizados postagate.

Em consonancia com o0s aspectos tedricos apresentedta secdo e nas anteriores
favoraveis a realizacdo de um trabalho com Andlieebinatéria por meio da Resolucdo de
Problemas, desenvolvemos uma experiéncia nestpgodik®a, em que foram propostos aos
alunos problemas como ponto de partida para angsiteacdo dos conceitos de Principio
Multiplicativo da Contagem, Fatorial, Arranjos, Pertacbes e Combinacdes Simples, a qual

sera relatada a seguir.
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Relato da Experiéncia

A oficina de Estagio de Regéncia, a partir da fpialesenvolvido este relato, teve inicio
por volta das 07h30min do dia 11/08/12, sabad@ve turacdo de aproximadamente quatro
horas. Na ocasido, os estagidtiosntaram com a participacdo de doze alunos detduass
de 2° ano do Ensino Médio de um colégio publicoidade de Londrina — PR.

Os problemas utilizados para o desenvolvimento rdbatho com os alunos foram
selecionados no primeiro semestre de 2012, visansistematizagdo de conceitos de Analise

Combinatéria, do seguinte modo:

Problema Conceito a ser sistematizado
1 Principio Multiplicativo da Contagem
2 Fatorial
3 Arranjos Simples
4 Permutacdes Simples
5 Combinacdes Simples

Quadro 1: Conceitos a serem sistematizados por meio dodgmnals 1, 2, 3,4 e 5

Para iniciar a oficina, os estagiarios se apressmmtaaos alunos, explicando que eram
alunos do 4° ano do curso de Licenciatura em Mateanda Universidade Estadual de Londrina
desenvolvendo o Estagio de Regéncia, e, que tefmimn de uma forma diferente das aulas
tradicionais, mencionando como seria desenvolvidaula na perspectiva da Resolucdo de
Problemas, com base nas etapas sugeridas por ©Orughevato (2009).

Apds este momento inicial, os alunos se organizaeam trés grupos com quatro
integrantes cada (nomeados ao longo do relato aeoGk, Grupo B e Grupo C), de acordo com
a orientacdo dos estagiarios, e, em seguida, amia trabalho de resolucéo e a discussdo do

seguinte problema:
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Problema 1

(UFES — ADAPTADO)Um Shopping Center possui 3 portas de entrada paaadar térreo, 2
escadas rolantes ligando o térreo ao primeiro panto e 3 elevadores que conduzem do
primeiro para o segundo pavimento. De quantas mmasdliferentes uma pessoa, partindo|de
fora do Shopping Center pode atingir o segundorpawito usando 0s acessos mencionados?

Os problemas trabalhados durante esta oficina fergnegues impressos aos alunos.

Antes de os alunos comecarem a resolver o problesnestagiarios ressaltaram que eles
deveriam tentar soluciona-lo a partir dos conhento®que ja possuiam, em consonancia com o
que é proposto por autores como Della Nina, Mers¢gasSilva (2009), que assinalam a
possibilidade de os alunos resolverem problemasAdalise Combinatoria inicialmente
utilizando seus conhecimentos prévios, sem rec@oeuso de férmulas. Alguns estudantes
questionaram se 0s estagiarios ndo iriam “passanunea informacdo” para que pudessem
iniciar a resolucdo do problema, porém, como optapela Resolucdo de Problemas como
estratégia metodoldgica, ndo poderiam dizer-lh@esocesolver o problema, apenas orienta-los,
por meio de questionamentos, por exemplo. Nesstdeema perspectiva assumida pelos
estagiarios (ONUCHIC, ALLEVATO, 2009), eles atuarammo guias e 0os alunos como co-
construtores do conhecimento.

Diante desse acontecimento, apesar de ja ter sishwionada a forma de trabalho que
seria adotada na oficina, foi necessario esclam@eamente aos alunos a dinamica da aula na
perspectiva de Resolucdo de Problemas, pois, é mpma inicio de uma aula com essa
estratégia metodoldgica, estudantes ndo famildogaom a dindmica estabelecida esperarem
que o professor, ap0s entregar os problemas, apeedefinicbes que possam ser utilizadas em
sua resolucéo ou sugestdes de como resolvé-los.

Neste momento, os alunos entdo leram individualenémesmo ja estando organizados
em grupos) e discutiram com 0s outros integrantegrapo o enunciado do problema.

Os estagiarios pediram que 0s grupos resolvessgrbiema e entregassem uma folha
contendo a resolucao obtida por eles, para quespeadeutiliza-las na producédo do Relatério a

respeito do Estagio de Regéncia.
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Posteriormente, apos o trabalho dos alunos natu¢ées, foi pedido que um aluno de
cada grupo apresentasse a sua resolucdo para @ derrmodo que fosse possivel discutir a
respeito das resolucdes encontradas.

O grupo A, em pouco tempo, conseguiu apreseniguirge resolucao:

X313

Figura 1: Resolucdo do problema 1 apresentada por um alu@rgm A

Este grupo conseguiu resolver o problema, mas ad@seguiu explicar por que utilizava
a multiplicacdo e ndo a adigéo, por exemplo.
O grupo B apresentou a seguinte resolucao:

Figura 2: Resolucao do pr'oblema 1 apresentada por um alu@rufm B

Inicialmente, este grupo tentou contar todas asilpidades existentes. Depois, 0s
alunos perceberam que, a partir de cada escadadigatérreo ao primeiro pavimentxistem
trés elevadores que dao acesso ao segundo, e etareduas escadas, ha seis possibilidades
para se chegar ao segundo pavimento a partir centeklém disso, existem trés portas para se
chegar ao térreo, partindo de fora do shoppingtaldfesma, tem-se ao total dezoi®x6)formas
de se chegar ao segundo pavimento.

Os alunos do grupo C utilizaram a listagem diretas, no inicio, ndo conseguiam
verificar que existiam varias possibilidades e @dsaeravam algumas delas. Porém, apds muita
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discusséo, eles conseguiram listar todas as mar#feaentes de caminhos a serem percorridos
para se chegar ao segundo pavimento do shopping.

ApoOs o término das resolucdes nos grupos, os astgpediram que um aluno de cada
grupo apresentasse a resolucdo encontrada. Indacamtro do que € proposto por Onuchic e
Allevato (2009), independente das estratégias delugbes utilizadas pelos alunos, e de as
resolucdes serem corretas ou incorretas, represestde diferentes grupos foram convidados a
apresenta-las a turma com objetivo de que elasspadeser analisadas e discutidas por todos.
Como so0 havia trés grupos, o quadro foi organizadotrés partes e cada grupo escreveu sua
resolucdo em uma parte. Depois de todas as apge8ent foi possivel comparar as resolucdes e
sistematizar o Principio Multiplicativo da Contagarpartir delas.

A partir da figura apresentada pelo grupo B erasipes se chegar a listagem das
possibilidades realizada pelo grupo C, e, com hassas duas resolucdes, era possivel justificar
a resolucéo proposta pelo grupo A. Assim, foi disicucom os alunos como se poderia calcular
o total de possibilidades sem precisar listar tedas.

AplOs isso, com base nas resolucbes discutidas, sistematizado o Principio

Multiplicativo da Contagem. Este conceito foi agr#ado aos alunos da seguinte forma.

Principio Multiplicativo da Contagem:

Se um acontecimento pode ocorrer por varias etsyesssivas e independentes de tal
modo que
p. € 0 numero de possibilidades da 12 etapa
P2 € 0 numero de possibilidades da 22 etapa

P« € 0 numero de possibilidades da k-ésima etapagent

PP, LLDDy ¢ o niimero total de possibilidades de o acontextonecorrer
(GIOVANNI; BONJORNO; GIOVANNI JUNIOR, 1994, p.211)

Os estagiarios ressaltaram que o Principio Muitivo da Contagem é utilizado quando

se trabalha com um evento que ocorre em etapasssug® e independentes, estabelecendo
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relacdo com as informacdes presentes no enunc@gwothlemaNeste momento também foi
necessario discutir sobre a denominacao k-ésit@joaando-a com uma etapa qualquer, sendo
k um numero natural.

Em seguida, foi proposto o seguinte problema:

Problema 2
(FGV — ADAPTADO) Um viajante, partindo da cidaded&yve chegar a cidade E, passando
obrigatoriamente pelas cidades B, C e D. Para viajee A para B existem 4 meios (de
transporte: avido, caminhao, trem e taxi; de B p&a3 meios: 6nibus, carro e van; de C para
D, 2 meios: moto e bicicleta; e de D para E, 1 mearroca. Quantas maneiras diferentes
existem para viajar de A para E?

Este problema foi resolvido pelos alunos rapidamentilizando o Principio
Multiplicativo da Contagem, e por meio de suas ieagbes, foram revelados indicios de que a
maioria deles conseguiu compreender o conceital@dtu Como todos resolveram da mesma
forma, os estagiarios pediram que algum aluno dp@€ explicasse na lousa como resolveram

o problema. A resolucao apresentada foi a seguinte:

G 4 5 3 cC 2L D \ e
N o / ‘ //,,' \ >

e Hx &x Az A%

Figura 3: Resolucao do problema 2 apresentada por um alu@um C

ApoOs as discussOes em relacdo a resolucao e dEdqtishs apresentadas pelo grupo C,
foi apresentada aos alunos a ideia do que sedtod de um nimero natural, maior ou igual a
dois, mais especificamente, 4!, a partir da resmugostrada na Figura 3. Em seguida, os alunos
foram questionados a respeito de fatoriais de suttomeros, e, a partir disso os estagiarios

sistematizaram este conceito da seguinte forma:
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Fatorial de n, nO N,n= 2,é o produto dos numeros naturais denl a
Notacaon!
n'=ni(n-1)[(n—-2)[...[3[2[1
Por definicdo, temos:
o=1
=1
Para dar continuidade ao trabalho com Analise Coatbiia foi proposto aos alunos o

seguinte problema:

Problema 3
A senha de um cofre é formada por uma sequéncirédevogais distintas. Uma pessoa,
conhecedora dessa informacdo, demora cerca de @bnsles para testar cada sequéndia.
Calcule quantos minutos essa pessoa levaria patartéodas as senhds.

Neste problema, os alunos tiveram bastante difacldd principalmente em interpretar o
que obtinham inicialmente como resposta, e em ceemgler o que, de fato, deveriam obter.
Inicialmente, todos 0s grupos pensavam gue seso@ekemorava 25 segundos para testar cada
sequéncia, entdo como as sequéncias eram formadagpletras, bastava multiplicar 25 por 3
e se teria 75 segundos como resposta, 0 que n@speondia ao que era pedido no enunciado do
problema, pois do modo como estavam resolvendcsid®ravam que bastava multiplicar o
valor que representava o tempo para se testar sgl#€ncia pela quantidade de letras que
constituiam uma sequéncia, e ndo pela quantidadegi&ncias. Outros alunos dividiam 25 por
3 e afirmavam que este resultado seria a solucas, também nao conseguiam justificar o
porqué da divisdo e como poderiam interpretar essdtado obtido.

Devido a esse fato, refletindo posteriormente airdi percebemos que tendo como
objetivo introduzir o conceito de Arranjos Simplesse problema poderia ter sido adaptado de
modo que a questao ficasse apenas em torno daidadntde senhas diferentes possiveis, ou
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seja, de “aspectos-chave” do topico matematico eest§go (ONUCHIC, ALLEVATO, 2009) e
0 aspecto do tempo poderia ser utilizado em umigmad posterior quando o objetivo ndo fosse
apenas esse.

Apos algumas discussfes e questionamentos feitos pstagiarios, no sentido de
oportunizar que os estudantes percebessem a corsficeque estavam tendo do enunciado do
problema, os alunos do grupo A conseguiram comgde¥eque era necessario encontrar o
namero de senhas distintas inicialmente, para degeierminarem o0 tempo necessario para
testa-las. Contudo, foi possivel observar que, emptimeiro momento, os alunos utilizaram a
multiplicagéo 5[4[3[2[1" para representar a quantidade de senhas difergotesyelmente
influenciados pela sistematizacado do conceito teiéh que havia sido realizada anteriormente,
diferente do que ocorreu na resolugcédo do Problentue apesar de terem utilizado o que foi
sistematizado por meio do Problema 1, conseguiuatificar e estabelecer relacdes.

Eles foram entdo questionados pelos estagiarjps,oeberam que o uso da multiplicacéo
“5[4[3[2[1” levaria a formacédo de senhas com cinco vogaististie apds isso, mostraram
indicios de terem compreendido que a multiplicadé@eeria “parar no 3” (palavras deles) e por
isso riscaram 02[1”, conforme é possivel observar na seguinte redolapresentada por um

aluno do Grupo A.

15@@/,@@‘ o
25

Figura 4: Resolucdo do problema 3 de um dos alunos do grupo A

Os alunos do grupo C, apdés conversarem com algassirdegrantes do grupo A,
apresentaram uma resolucéo, cuja estrutura e agbnao variaram muito da apresentada pelo
grupo A.

Ja no grupo B, alguns alunos comecaram a listapssiveis senhas, mas outros diziam

gue dessa forma eles iriam obter muitas op¢cOesedikes. Nessa situacdo, € possivel observar a
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necessidade da sistematizacdo de férmulas em An@l@nbinatdéria com o objetivo de
simplificar célculos (BRASIL, 2002), de modo que pessa obter uma quantidade de
possibilidades diferentes sem precisar lista-labegando a solugcdo de modo mais rapido,
guando o numero de elementos envolvidos nos agemqasfor grande” (SOUZA, 2011, p. 4).
Apés uma discussao entre os integrantes, o grupgegaiu perceber que, quando se seleciona
uma vogal para utilizar como sendo a primeira ldaaasenha, s6 restam quatro possibilidades
para a escolha da segunda e trés possibilidadasapascolha da terceira, pois as senhas sao
formadas por vogais distintas. Assim, como as ssfia compostas de apenas trés letras, basta
efetuar a multiplicacdd.4.3 (justificada pelo Principio Multiplicativo da Cagem), cujo
resultado sera a quantidade de senhas diferensed/pis. A resolucdo seguinte foi apresentada

por este grupo.

urne JzJUL\Q “re ibm“g/“}' ’LZO’

on

Figura 5: Resolucdo do problema 3 de um dos alunos do Grupo B

Apos todos os grupos apresentarem uma resolugacoparoblema, representantes dos
trés grupos registraram as resolucdes na lousaealzada uma discussao a este respeito.

Quando foram finalizadas as discussofes, as 9h3@mialunos tiveram um intervalo de
aproximadamente vinte minutos. Encerrado o intervas estagiarios retornaram a resolucao
deste problema com os alunos, visando sistematizanceito de Arranjos Simples e a formula
utilizada para o calculo do numero de Arranjos $&sp

Inicialmente foi discutido com os alunos porque sdganhas formadas pelas mesmas
vogais seriam consideradas diferentes, de modpepebessem que as senhas se diferenciavam
entre si pela ordem em que as vogais se apresent&am base nisso, foi mencionado aos
estudantes que estes tipos de agrupamentos qifereadam entre si pela ordem dos elementos
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(por exemplo, as senhas, que se constituiam enpagyeantos de letras) sdo chamados de
Arranjos Simples e o niumero de Arranjos Simplea deementos tomadgsap € denotado por
Anp sendon o namero total de elementos que podem ser agrapgaio niumero de elementos
que cada agrupamento ira ter.

Em seguida, a partir da notacéo apresentadg @\da estratégia utilizada na Resolugéo
apresentada nas Figuras 4 e 5, foram propostagastes questdes aos alunos com o objetivo
de que pudessem perceber regularidades que osasseih na generalizacdo dos resultados
(BRASIL, 2002), possibilitando a sistematizacao fdamula para o calculo do nimero de
Arranjos Simples da elementos tomadgsap:

» Caso se tenha que compor uma senha com apenasogalaguantas possibilidades de
senhas diferentes existem?
Resposta dos aluno8s =5
» E com duas vogais distintas, quantas séo as padsitas diferentes?
Resposta dos aluno8; ;= 5[4
» Ja foi observado (Figuras 4 e 5) que para se fosmanas diferentes compostas por 3
vogais distintas, a quantidade de possibilidadizsd@ por:
As3= 5[4[3
» Com quatro vogais distintas, quantas senhas ditssgrodem ser formadas?
Resposta dos aluno8; 4= 5[4[3[2
» E com cinco vogais distintas?
Resposta dos aluno8ss= 5[4[3[2[1

Questionados, os alunos tiveram um pouco de tifcle para observar a relacdo
existente entre os indices da notac&@ (@omn = 5 ep variando de 1 a 5) e a multiplicagéo
correspondente que era utilizada para obter caddtado. Por isso, 0s estagiarios tiveram que
intervir e pedir aos alunos que os auxiliassenmeraarita dos resultados obtidos dg &éAs s
utilizando ao invés do 5, a letraque poderia representar uma quantidade qualqtealede
elementos que poderiam ser agrupados. Assim, amgegrelacdes foram obtidas

Ani=n
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An2=nl(n-1)
Anz=nli(n-DI(n-2)
Ans=nl(n-D)I(n-2)[(n—23)
Ans=nl(n=-DI(n-2)[(n=3)[(n—-4)

Refletindo apds o trabalho realizado, talvez sesadessa tentativa de generalizacdo, os

estagiarios tivessem reescrito os resultados abtdo ; atéAs sda seguinte forma
As;=5
As,=5[4= 5[(5-1
As 3= 5[4[3=5[(-1)[(5-2)
As 4= 50413[2=5[6-DI[(5-2)[(B-3)
Ass= 504[(3[2[1=5[6-DIB-2IB-3[(5-49)
com a ajuda dos alunos, eles poderiam ter tido sméificuldades na etapa de generalizacéo.

Em seguida, foi proposto que os alunos utilizasadetrap para representar 0s numeros
1, 2, 3, 4 e 5 do primeiro membro de cada umagiaddades, de A atéA, 5 e, com base nisso,
buscassem uma relacdo entrgp @ o Ultimo fator envolvido na multiplicacdo no sedo
membro das igualdades em questdo. A idéia eraoguestudantes encontrassem a seguinte
expressao

Anp=nl(n-DI(n-2)[...I(n=(p-D)=n(n-DI(n-2)[...[(n—p+])

Neste momento eles tiveram certa dificuldade entgier que serign—(p- 1o
altimo fator da multiplicacdo e também em aplicgrapriedade distributiva da multiplicacao
em relacdo a adigdo neste termo. Contudo, aposianesentos dos estagiarios a esse respeito,
fazendo com que relacionassem com exemplos nuregalguns alunos conseguiram chegar ao
resultado esperado e discutir com os demais coldgamodo a auxilid-los também nessa
compreensao, o que evidencia um aspecto destaca&mpza (2011) em relacéo a utilizacdo de
estratégias de ensino, como a Resolucdo de Prablemal seja, estratégias que possibilitam a
participacdo do aluno na construcdo dos conce@osndlise Combinatoria podem auxilia-los a
ter uma “compreensao mais significativa, que pracdar sentido a matematica construida” (p.4)
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Em continuidade, foi comentado com os alunos qteegressao obtida € uma férmula
utilizada para o calculo do nimero de Arranjos $&®mpmas ndo € a que geralmente é
apresentada nos livros didaticos. Por conta disamia-se necessario realizar algumas
modificacdes nela, visto que nos livros didaticas geralmente apresentada com a utilizacéo de
fatoriais. Para isso, os alunos foram questionadmesspeito de como essa expressao obtida no
segundo membro da igualdade poderia ser reeseritagodo a utilizar a notagéo de fatorial e ndo
ter o seu valor alterado.

Como os alunos apresentavam dificuldades em relacdesso, 0s estagiarios 0s

guestionaram sobre qual seria o termo anteces@or @ +1) para ser utilizado na multiplicacéo
em questdo, e com o auxilio de exemplos numérnisnsaluno conseguiu chegar a conclusdo de
que serialn— p ) Foi proposta entdo a multiplicacdo do segundo lnema igualdade
Anp=nl(n-)I(n-2)[...[(n- p+1])
(n-p)!
(n—p+1) para ser utilizado na multiplicacdo, o que poBtbieescrevé-la utilizando fatorial.

p . Esta proposta esta relacionada ao fato(ule p sej! o termo antecessor a

(n-p)!_
(n-p)!

por 1. Assim, chegou-se a seguinte expressao.

Além disso, 1, logo o valor da expressao nao € alterado, ggits sendo multiplicada

Anp= nn-1)[n-2)0..[n- p+1) é(:: E;:

O objetivo era que os alunos concluissem que
ni(n=-)I(n=-2)[...(n-p+)[(n-p)=n
mas neste momento eles apresentaram dificuldadesnmareenséo desse fato. Por conta disso,
foram utilizados, novamente, valores numéricos pag para que a turma pudesse perceber a
possibilidade de se utilizar um fatorial na formuzom base nisso, os alunos conseguiram
compreender 0 que era esperado e consequenteneecebgr que

n!
(n-p)!

An’p:
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que é a féormula utilizada para o calculo do numd#oArranjos Simples que geralmente é
apresentada nos livros didaticos.

Durante essa parte do trabalho desenvolvido, e®slpareciam ndo estar familiarizados
com a busca de uma generalizacdo a partir da pércele regularidades, visando a obtencéo de
formulas, ou seja, com a identificacdo de “regdkmles para estabelecer regras e propriedades
em processos nos quais se fazem necessarios esswsale contagem” (BRASIL, 2002, p.127).
Diante disso, foi necessario que os estagiariasrggenhassem lancando méao de recursos como
exemplos numeéricos, fizessem diversos questiona@meficassem atentos as respostas dos
alunos e controlassem a ansiedade para ndo aqgabaeatando o resultado final em funcéo das
dificuldades manifestadas pelos alunos.

Analisando as resolucdes dos alunos, posteriorn@enfeina, foi possivel perceber que
a resolucédo do grupo A (Figura 4) também poderiasitito aproveitada de outra forma como
ponto de partida para a sistematizacédo da formara @ célculo do nimero de Arranjos Simples.
Se ao invés de riscaren2%1”, os alunos fossem orientados a dividireBx4x3x2x1" por
“2x1", teriam obtido também a multiplicacddb%4x " Iesejada. Com isso, a expressao
poderia ser trabalhada da seguinte maneira:

5x4x3x2x1_5H 5
2x1 20 (5-3)!
Sendon = 5,p = 3 e 0 nimero de Arranjos simples mleelementos tomadog a p
denotado por Ay, obter-se-ia ent&o:
n!
(n-p)!
Depois das discussdes realizadas, foram sistedasizarticulados com as informacoes

An’p

do enunciado e da resolugdo do problema) o condeitdrranjo Simples e a formula para o
calculo do numero de Arranjos Simples, em que @dag&sios apresentaram aos alunos o
seguinte resumo: “Arranjos simples deelementos distintos tomadgsa p (p < n) sdo os
agrupamentos ordenados diferentes que se poderarfeaomp dosn elementos dados. Indica-
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|
se por Ap[...] o total desses agrupamentos, que calculamos assim: [.]AF ﬁ
n-p)!
(DANTE, 2003, p. 361, grifo do autor)

Em seguida, foi proposto o seguinte problema agsoat

Problema 4
(OBMEP) Podemos montar paisagens colocando lado a ladogeabquer ordem, os cingo
quadros da figura. Trocando a ordem dos quadros wea por dia, por quanto tempo,
aproximadamente, € possivel evitar gue uma mesieagean se repita?

a) uma semana b) um més  c¢) dois meghBguatro meses  e) seis meses

Neste problema os alunos néo tiveram muitas difamlgs. Alguns utilizaram a formula
para o calculo do nimero de Arranjo Simples e usmgtapos, por meio de seu representante,

registrou na lousa e apresentou a seguinte resoluca

hy - 5L -122
RGN
ngﬁ s

Figura 6: Resolucao do problema 4 de um dos alunos do grupo B

AplOs as apresentacdes, os alunos puderam chegancusdo de que a situacao
apresentada no problema envolvia Arranjos Simphlasgeen = p, ou seja, 0 numero de

elementos dos agrupamentos que seriam formadasreesmo que o numero de elementos que
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se tinha para formar tais agrupamentos. Isto éedbocava os elementos de lugar e, apds essa
troca, cada agrupamento se diferenciava de outtmoolpela ordem dos elementos. Os
estagiarios entdo disseram aos alunos que essgsaamENtos, casos particulares de Arranjos
Simples em qua = p, sdo chamados de Permutacao Simples.

Utilizando a féormula ja obtida no problema antermara o calculo do numero de
Arranjos Simples, conm = p, e denotando por,Ra quantidade de Permutagcbes Simples de
elementos, foi sistematizado o seguinte com oalun

Permutacdo simples:Se temosn elementos distintos, entdo os agrupamentos
ordenados que podemos obter com todos essaementos recebem o nome de

Permutacdes simples. Indica-se pgioRotal desses agrupamentos, que calculamos

assim:P, =n! (DANTE, 2003)

ApOs essa sistematizacéo, foi entregue aos aluansarciado do ultimo problema:

Problema 5
(UNAMA — PA — ADAPTADO) Dispde-se de quatro tipedrdtas para fazer uma salada. Se

cada salada € composta de trés frutas diferentesl, € o niumero de saladas diferentes que se
pode preparar?

Para resolverem este problema, todos os grupdzatdin a férmula sistematizada para o
calculo do namero de Arranjos Simples. Acompanhaaodoapontamentos dos grupos, 0s
estagiarios foram entdo discutindo sobre o fataaeArranjos Simples a ordem ser importante
na diferenciacdo dos agrupamentos, e questionandasssaladas a ordem das frutas alteraria a
sua composicao. Por exemplo, se duas saladas fdedas utilizando as mesmas frutas, a
ordem que as frutas fossem colocadas tornaria atadssdiferente da outra?

Por conta da falta de tempo, pois ja estava pertioodario para encerrar-se a oficina, os
estagiarios apresentaram uma resolucao na lousayetando as ideias dos grupos, listando
todos os agrupamentos possiveis. Para isso, as ffotam denotadas por A, B, C e D, e
apresentadas todas as possibilidades de salada®staspor trés das quatro frutas da seguinte

forma:
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ABC ABD ACB ACD ADB ADC
BAC BAD BCA BCD BDA BDC
CAB CAD CBA CBD CDA CDB
DAB DAC DBA DBC DCA DCB

Os alunos foram entdo questionados, na discussabegedo mais nos pequenos grupos,
se a ordem das frutas alteraria a composicao dadasae eles afirmaram que ndo. Entdo, os
estagiarios circularam no quadro, com uma mesmadeogiz, todas as saladas que eram
compostas pelas mesmas trés frutas. Por exempdm farculadas as saladas ABC, ACB, BAC,
BCA, CAB e CBA com uma cor de giz, ABD, ADB, BDAAB, DAB e DBA com outra e,
assim, sucessivamente. Esta foi a forma enconpaltess estagiarios para auxiliar os alunos,
naquele momento, a identificarem mais claramenigaatidade de saladas diferentes.

Como cada salada se repetia seis vezes, e se uimmhdotal de vinte e quatro
possibilidades de saladas, dividindo a quantidati¢ de possibilidades (24), pela quantidade de
repeticdes (6), obtiveram-se 4 saladas diferentes.

Assim, foi possivel definir que agrupamentos em guwdem dos elementos de cada
grupo formado nado é relevante para diferenciadogndo apresentam os mesmos elementos,
sdo chamados de Combinacdes Simples.

Para sistematizar a formula para o calculo do nanger Combinacdes Simples, os
estagiarios destacaram que o valor seis obtidoesalucdo correspondia a quantidade de
permutacdes que poderiam ser obtidas com as té@s futilizadas em cada salada, e o valor 24
correspondia ao total de Arranjos Simples de quaitas tomadas 3 a 3.

Utilizando a resolucdo apresentada para o problemastagiarios sistematizaram que a
férmula para o célculo do numero de Combinag¢fepl®srden elementos distintos tomadps
p, denotado por £ é

nl
_ n!
Anp _(n-p!_ . 1_ n ou sejaCup = |
Po p! (n-p! pt pi(n-p! pt(n— p)!
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Os estagiarios ressaltaram entdo a diferenca d¢oateixistente entre os Arranjos e as
Combinacdes Simples, bem como nas férmulas sisteadat e a oficina foi encerrada por volta
das 11h30min.

Consideracoes finais

O nosso principal objetivo com este trabalho fdateer a experiéncia que dois futuros
professores tiveram ao trabalhar o conteudo maitemmAnalise Combinatdria com alunos do
Ensino Médio por meio da Resolucdo de Problemas, dmmo as reflexdes desencadeadas a
partir desta experiéncia.

Trabalhar com esta estratégia de ensino, além dsihildar que os estudantes da
Educacdo Basica utilizassem seus conhecimentosoprévndo recorressem simplesmente a
aplicacdo de formulas e regras, contribuiu para ej@ae se comunicassem entre si € com 0s
futuros professores para apresentar suas ideis@jtdias e argumentar a respeito visando a
resolucdo dos problemas, o que em nossa visdoddufivo durante os processos de ensino e
aprendizagem de Matemética. Os alunos da turmajagagase nas resolucdes, e quando
solicitado para explicitarem as resolu¢cdes, bemoceuas justificativas e argumentacdes a turma
toda, ndo foram presenciadas restricbes por pelts dm relacéo a isso.

Além disso, por meio da producédo escrita dos alendas discussdes realizadas em sala
de aula, consideramos que trabalhar na perspeatdiesolucdo de Problemas pode contribuir
para que eles compreendam os principais conceitésdlise Combinatoria.

Uma das etapas da Resolucdo de Problemas que wrigis gue 0S estagiarios se
empenhassem, lancando méo de recursos como exemyhodricos, elaborando diversos
guestionamentos, e, ficassem atentos as respastaaluhos e controlassem a ansiedade para
nao acabarem apresentando apenas de forma expositsem relacdo com as resolucdes dos
problemas, os resultados finais pretendidos fa aistematizacdo dos conceitos e das férmulas.

Apesar das dificuldades manifestadas pelos aluessaretapa, os estagiarios se empenharam em
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promover um espaco em sala de aula em que os apuuEssem participar ativamente das
discussBes que ocasionaram as sistematizac6esrmstos e das formulas.

Com relacéo a sistematizacao das formulas, calbecdesainda, que a construcédo da que
permite o calculo do numero de Arranjos Simplesepadter sido simplificada a partir da
resolugdo dos alunos do Grupo A, conforme destasamaoanalise das resolugbes dos alunos
para o Problema 3. E, que a obtencado da formukagaglculo da quantidade de Combinacgdes
Simples den elementos, tomadgsa p, possibilita refletir a respeito da necessidadeeldividir
0 numero de Arranjos Simples deelementos, tomadgs a p, pelo nimero de permutacdes
desse® elementos, para que se possa obter a quantidaalgrg@gamentos em que a ordem de
seus elementos nao é relevante para diferencia-los.

Em relacéo as contribuicbes que a experiénciaaddgiroporcionou para a formacéo dos
dois primeiros autores deste artigo como professgredemos destacar que oportunizou uma
nova visdo a respeito da Anélise Combinatoriayg @s mesmos apontaram, antes da realizacao
deste trabalho, que também possuiam dificuldadesomgpreensdo dos conceitos envolvidos
neste conteudo. O trabalho que desencadeou aaedesiie artigo colaborou para que pudessem
compreender este conteddo do ponto de vista matematurante o planejamento e
desenvolvimento de uma oficina, além de refletiramrespeito de aspectos didaticos e
pedagogicos da abordagem do conteldo, ja que o anésweria ser abordado de forma
diferente de como seria em uma aula na perspdcigeional de ensino.

Diante disso, consideramos importante para a fdkmaagicial de professores de
Matematica o desenvolvimento de a¢cdes como a querigem a essa experiéncia relatada, no
sentido de oportunizar-lhes trabalhar com uma atyench diferenciada em sala de aula desde o
Estagio Supervisionado para que possam, futurameeteencorajarem a utilizar diferentes

estratégias metodologicas no trabalho com seusslun

Notas
*Mestrando em Ensino de Ciéncias e Educacdo Mateangela Universidade Estadual de Londrina. E-mail:
paulohr_91@yahoo.com.br

RPEM, Campo Mourao, Pr, v.2, n.2, jan-jun. 2013
226



revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO
MATEMATICA

**Mestranda em Matematica Aplicada e Computaciopala Universidade Estadual de Londrina. E-mail:
alessandrandb@gmail.com

***Doutorando em Ensino de Ciéncias e Educacédo Matea pela Universidade Estadual de Londrina.feBsor
do Departamento de Matematica da Universidade &stal Londrina. E-maibruno@uel.br

! Dentre as tendéncias metodolégicas da Educacd@nmMtita destacadas nas Diretrizes Curriculares de
Matematica do Parana, tem-se, por exemplo, a Rgswlde Problemas, a Investigacdo Matematica, a lsiget@
Matematica e as Tecnologias de Informacéo e Coraga

2 Uma aula em que o professor faz uma exposicdetgminado conteddo matematico apresentando coaceit
defini¢Bes, depois mostra alguns exemplos e enidzegplica exercicios de fixagdo a respeito doeiadt.

® Mais detalhes a respeito dos elementos que comstip Relatério de Estagio podem ser obtidos emefrai
(20009).

“ Ao longo do artigo, onde escrevemos Resolugaordeléas com as iniciais em letra mailscula, essanos
referindo a esta perspectiva.

®Informacdes detalhadas a respeito de cada umasdetsgEs podem ser obtidas neste trabalho dassutor

® A partir daqui, quando mencionamos ‘estagiariesigre estamos nos referindo ao primeiro e seguuioes do
artigo.

" Ribeiro, JacksorMatematica: Ciéncia e LinguagemVolume Unico. Editora Scipione, Sdo Paulo, 2007.
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