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Resumo

Este artigo € um ensaio tedrico sobre a estrutudéipticativa de nimeros racionais na representacao
fracionaria, que teve como fundamentacao teodribacgia dos Campos Conceituais (TCC). O objetivo foi
identificar elementos da TCC — Situacgles, Invaeisirg Representacdes, mediante releitura do trabalho
Enhancing Prospective Teachers’ Knowledge of Chiith Conceptions: The Case of Division of
Fractions de Tirosh (2000), que descreveu uma pesquisazadalicom 30 alunos que cursavam o
segundo ano de licenciatura em Matematica da Fadeldle Professores de Israel, em que foram
investigados os procedimentos algoritmicos paravis& de numeros racionais sob a representacao
fracionaria. A coleta de dados de Tirosh (2000yreeomediante aplicacdo de questionarios e entasvis
Como resultados, identificamos para a estruturdipliohtiva, a partir do referencial te6rico adatad
situacBes problemas classificadas como isomorfidmanedidas. Nessas situacdes, as respostas dos
estudantes indicaram a presenga de teoremas emtaigdcomo: quociente menor do que o dividendo,
dividendo maior do que o divisor e, numa divisdofi@gdes dividiram numerador por numerador e
denominador por denominador. Destacamos que dfidagfio desses elementos para o campo conceitual
multiplicativo podera auxiliar professores na elalgo e escolha de atividades para a formacéo e
desenvolvimento dos conceitos envolvidos na esautonultiplicativa de nameros racionais na
representacao fracionaria.

Palavras-chave: Estrutura Multiplicativa. Teorema em acdo. NUmeRmacionais na Representacao
Fracionaria.

MULTIPLICATIVE STRUCTURE IN RATIONAL NUMBERS
FRACTIONAL REPRESENTATION: INDICATIVES OF THEOREMS IN
ACTION

Abstract

This article is a theoretical essay on the multgtive structure of rational numbers in fractional
representation, which had the theoretical foundatiothe Conceptual Fields Theory (CFT). The goad w
to identify elements of CFT - Situations, Invarsand Representations by rereading the work Enh@nci
Prospective Teachers' Knowledge of Children's Cptimes: The Case of Division of Fractions of Tirosh
(2000), who described a survey of 30 students Wem@ed the second year undergraduate in the acult
of Mathematics Teachers of Israel, where the algmic to the division of rational numbers under the
fractional representation procedures were invetgyal he data collection Tirosh (2000) occurreatigh
questionnaires and interviews. As a result, we tifled for the multiplicative structure, from the

! Melhorar o conhecimento dos futuros professores s .concepgdes das criangas: o caso da diviséacdes.
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theoretical approach situations and problems diedsisomorphism of measures. In these situations,
students' responses indicated the presence ofetihhedn action, such as quotient less than the elindd
dividend greater than the divisor and division i@cfions in the numerator divided by the denominato
and numerator by the denominator. We emphasize ttieatidentification of these elements to the
multiplicative conceptual field may assist teachierdhe development and choice of activities fog th
training and development of the concepts involvedhie multiplicative structure of rational numbdars
fractional representation.

Keywords: Multiplicative structure. Theorem in action. Ra@MNumbers in Fractional Representation.

Introducao

Neste trabalho, objetivamos investigar por meigeésquisa bibliografica a presenca de
elementos da Teoria dos Campos Conceituais — T&€ como identificar tipos de situacdes
problemas da estrutura multiplicativa envolvendmaros racionais na representacao fracionaria,
bem como identificar indicativos da presenca deariantes operatérios e, representacoes,
mobilizados por futuros professores de Matematiceeaolverem tais situacdes problemas.

O estudo tedrico que ora apresentamos ocorreu medialeitura do trabalho de Dina
Tirosh, intituladoEnhancing Prospective Teachers' Knowledge of Céildr Conceptions: The
Case of Division of Fractioispublicado em 2000, ndournal for Research in Mathematics
Education volume 31Neste trabalho, a autora descreueta pesquisa realizada com 30 alunos,
que cursavam o segundo ano de licenciatura em Métamda Faculdade de Professores do
Estado de Israel, sobre a estrutura multiplicabeanimeros racionais em sua representacao
fracionaria. A escolha deste trabalho justificeese funcdo da explicitacdo dos dialogos entre
alunos e suas estratégias de resolucdo centradaeetdimentos algoritmicos para a divisdo de
fracOes.

A pesquisa bibliografica, que culminou na selegdantigo de Tirosh (2000), ocorreu por
meio dos periédicos disponibilizados no Portal C&PEntre novembro/2011 e margo/2012, na

area de Educacéo, nivel Al.

2 Melhorar o conhecimento dos futuros professoaga ps concepcdes das criangas: o caso da divadaacdes.
®Disponivel em: <http://www.periodicos.capes.gowbr/
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Percurso metodoldgico

O material consultado constituiu-se de periodioasforma eletrénica e foi submetido ao
Método de Leitura Cientifica, a partir de passetesiatizados (CERVO e BERVIAN, 1996), a
saber:

Viséo sincrética— ocorre com a leitura de reconhecimento, que ¢emo objetivo

localizar as fontes, numa aproximacao preliminéreso tema e, a leitura seletiva, localizando as
informacdes de acordo com os propoésitos do estudo.
Visdo analitica- compreende a leitura critica e reflexiva dosogselecionados, na busca

dos significados e das ideias principais.

Visédo sintética— constituiu a ultima etapa do Método de Leituri@n@fica, que €
concretizada pela leitura interpretativa.

A abordagem por meio do Método de Leitura Cierdtifpossibilitou a construgdo do
presente ensaio tedrico, que consistiu na expoBigio-reflexiva, com énfase na argumentacao
e interpretacdo pessoal, sob o embasamento termoposto pela Teoria dos Campos
Conceituais.

A pesquisa bibliografica ocorreu por meio dos p#dds disponibilizados pelo Portal de
Periddicos CAPES. O primeiro passo foi pesquistagas que tinham como objeto de estudo os
ndmeros racionais em sua representacao fraciofaa.isto, iniciamos nossa busca por assunto,
inserindo os termodractions e rational numbers Em virtude do grande namero de trabalhos
contendo no titulo algumas dessas palavras, idEmtibs aqueles publicados em periddicos
especificos da area de Avaliacdo da Educacéojfidades em nivel Al, a maior classificacdo
de Qualis da CAPES. Tal busca foi realizada naopertle novembro de 2011 a margo de 2012.
O segundo passo foi selecionar aqueles que tratasi®s operacdes matematicas de
multiplicacédo e divisdo, para na sequéncia, selaciaqueles que tivessem sido realizados com
académicos de Licenciatura em Matematica.

Desta forma, os artigos selecionados foram subowetid Método de Leitura Cientifica

para obter uma visao sincrética desses traballasscetérios para selecéo destes artigos foram:
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. Tema de investigacdo: NUmeros Racionais na repgegsenfracionaria.

. Publico alvo: académicos de Licenciatura em Mateaat

. Tipo de atividades realizadas na pesquisa: aqaekasealizaram atividades com

multiplicacéo e divisdo de niumeros racionais naessgmtacao fracionaria.

. Tipo de pesquisa: aquelas que explicitaram o dlegtre alunos, entre
professor/pesquisador e alunos ou que apresentasarexpressoes utilizadas
durante o processo de resolucdo de um problentajsa simbologia verbal,
escrita, desenhos e diagramas que 0 aluno usour@amsentar as situacoes
propostas nas atividades.

Em virtude dos objetivos deste estudo e dos w#épara a selecao final dos artigos,
apresentados anteriormente, identificamos ape@sag@B) trabalhos com tais caracteristicas, dos
guais, neste artigo apresentamos uma releituraatbalbo de Tirosh (2000), que foi submetido
aos passos sistematizados de visédo analiticaé&icitsugeridos por Cervo e Bervian (1996). Na
sequéncia, apresentamos consideracdes acerca dardf€encial teérico que fundamentou a
releitura do artigo de Tirosh (2000).

A teoria dos campos conceituais - TCC

A TCC proporciona o estudo das acfes dos aluneseralicbes de producao, de registro
e de comunicacdo durante situacdes de aprendizagEoporciona ao professor uma
compreensao das acdes do estudante, fornecenddissipmra a organiza¢do dos conteidos em
sala de aula, de modo a privilegiar uma diversidaelesituacdes problemas relacionadas ao
mesmo conceito. De acordo com Vergnaud (1993, p.TCC preocupa-se com a formacéo e o
desenvolvimento de conceitos, visto que é “[...J]aumoria psicoldgica do conceito, ou melhor,
da conceitualizacdo do real, que permite situarseidar as filiagbes e rupturas entre

conhecimentos, do ponto de vista de seu contelUuzeitaal”.
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A formacdo e o desenvolvimento de um conceito deeerergir a partir de situacdes
problemas que levem em consideracao: a represergag&onceito e, 0s invariantes operatorios
(conceitos e teoremas em ac¢ao) na situacéo prolfléERGNAUD, 2009).

Para estudar a formacéao e o desenvolvimento deounoeito durante a aprendizagem dos
educandos, Vergnaud (1993) ressalta a importareciaodsiderarmos o conceito formado por
uma terna de conjuntoS(l, Y, a saber:

Sconjunto das situacdes que dao sentido ao corceferéncia)l conjunto dos
invariantes em que se baseia a operacionalidadestpgemas (significadoy.
conjunto das formas de linguagem (ou n&o) que pemmirepresentar
simbolicamente o conceito, suas propriedades,t@acies e os procedimentos
de tratamento (significante) (VERGNAUD, 1993, p.8).

As situagfes, 0s invariantes e as representacéesopfuntos indissociaveis para estudar
o desenvolvimento e o funcionamento de um conaduiGgnte os processos de ensino e de
aprendizagem. Entretanto, ndo podemos afirmar guerta bijecdo entre tais conjuntos, ou seja,
nao se pode reduzir o significado ao significangm as situacdes, e vice-versa. Deste modo, ha
uma estreita relacdo entre situagdo e conceitan@#o que um conceito ndo assume o0 seu
significado numa unica classe de situacfes e que,situacdo ndo se analisa por meio de um
anico conceito.

Para uma classe de situagcfes, 0 aluno tem var@sdds a tomar, e estas sdo também
objeto de uma organizagcao invariante. De acordo bagina et al (2008), o conjunto de
invariantes compreende objetos, propriedades ededaque podem ser reconhecidos e usados
pelo sujeito em acdo. Em muitos casos, 0s invasagkpressam a compreensao que o educando
possui sobre determinado conceito, ou seja, osriamtas dao significado ao conceito. Os

invariantes dividem-se em: proposicao e funcaogsigmnal, explicitados no Quadro 01.

RPEM, Campo Mourdo, Pr; v.3, n.5, jul.-dez. 2014
229



revista

PARANAENSE
DE EDUCACAO
MATEMATICA

Quadro 01: Proposicao e fungéo proposicional

Proposicdo Funcé&o proposicional

Séo teoremas em acéo implicitos e tém validade, I[p&&o conceitos em acgdo implicitos, que se assumem
ou seja, sdo verdadeiros apenas para um conjunt@eeinentes na agéo.
situacoes.

Fonte: Autores

A acdo operatoria de um conceito deve ser analipadaneio de uma variedade de
situacOes. A TCC valoriza os aspectos estruturasrvariantes, analisando-os do ponto de vista
dos préprios saberes constituidos. De acordo comgndad (1993), a TCC procura dar um
conteldo matematico as organizactes das condutasvélieis em situagdo. Com isto, podemos
compreender a reciprocidade do processo de tramsfédio das situacées e dos conhecimentos
em sua relacdo com os conceitos.

Nas relagcdes multiplicativas, Vergnaud (2009) rféssque podemos distinguir duas
categorias principais, o isomorfismo de medidagpeoduto de medidas. Estas possuem relagdes
entre si, pois, quando realizamos uma andlise diioeal e utilizamos, por exemplo, um
operador-funcdo para a solucédo de situacOes prablel@ isomorfismo de medidas, podemos
encontrar o produto de medidas.

De acordo com Vergnaud (2009), pode-se interpr@tproduto de medidas como um
isomorfismo duplo, ou, dupla proporcionalidade. &eente, os estudantes possuem mais
dificuldades com o produto de medidas do que coisomorfismo, a ndo ser que este seja
interpretado como dupla proporcdo. O autor destatdém que existem dimensdes simples,
como comprimento, tempo, peso, custo, dimensdedufiyxacompostas por area e volume, e as
dimensdes quociente, dos quais pertence a velasidadsidade ou valor unitario

O isomorfismo de medidase uma relacdo quaternaria entre quatro quantidaeeslo,
duas a duas, medidas diferentes, e uma dessasdquastcorresponde ao valor unitario. Ha trés
classes de problemas, subdivididas em multiplicad@&sao em que se busca o valor unitario, e
a divisdo em que se busca a quantidade de unidddegnaud (2009) destaca que essas trés
classes do isomorfismo de medidas, podem ser sdlatiis em numerosas subclasses, variando
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apenas 0 conjunto numérico (inteiros pequenos @dgs numeros decimais e decimais
inferiores a um), bem como a busca pelo valor tinitiu a quantidade de unidades.

O produto de medidaspermite distinguir duas classes de problemas: [ipicacéo e a
divisdo. A_multiplicacdc aquela em que se busca a medida-produto, cordese as medidas
elementares. A diviséé aquela que se deseja encontrar as medidas ¢deeserconhecendo-se
uma medida elementar e a medida produto. Estdavadidds em: produto discreto-discreto,
produto continuo-continuo e nocao de média. Naé&semg, apresentamos uma releitura do artigo

de Tirosh (2000), com base no referencial teériopgsto pela TCC.

Conhecimento mobilizado por futuros professores deMatematica sobre a divisdo de

fracOes: uma releitura a partir da TCC

O artigo Enhancing Prospective Teachers' Knowledge of Céildr Conceptions: The
Case of Division of Fractiofisle Dina Tirosh, foi publicado em 2000, dournal for Research
in Mathematics Educatigrvolume 31.Neste trabalho, a autora investigou os procedinsento
algoritmos mobilizados para a divisdo de fracdes3@ alunos que cursavam o segundo ano de
licenciatura em Matematica da Faculdade de Professin Estado de Israel. A coleta de dados
ocorreu mediante aplicagdo de questionarios easis.

As atividades propostas no questionario iniciabwsin centradas em procedimentos
algoritmicos para a divisdo de fracdes. Os esteddntam estimulados a discutir sobre por que
os algoritmos matematicos, teoremas, e operact@s estabelecidos de tal maneira e de forma
inquestionavel, para proporcionar-lhes uma refles@abre sua propria compreensdo destes
conceitos matematicos.

Tirosh (2000) descreveu os principais tipos deseque os alunos cometeram durante a
divisdo de fracdes, organizados em trés classpsrrds baseados no algoritmo, (i) erros

baseados na intuigao e (iii) erros baseados ncectmiento formal (TIROSH, 2000).

* Melhorar o conhecimento dos futuros professores as concepgdes das criancas: o caso da diviséacdes.
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Erros baseados no algoritmoos mais comuns foram trocar o dividendo pelostiiiou
inverter os termos do dividendo e divisor antesddtiplicar numerador e denominador. De
acordo com Tirosh (2000), tais erros geralmenterenoquando um algoritmo € visto como uma
série de passos memorizados.

Erros baseados na intuicdoprovenientes da interpretacao de divisdo partieva,que
um objeto ou uma colecdo de objetos sdo dividisgoartes iguais. Esta interpretacdo € uma
extensdo das propriedades das operacdes com ososumadurais para as fracoes, e impoe trés
restricbes sobre a operacédo de divisdo: “o diviswe ser um numero inteiro; o divisor deve ser
menor do que o dividendo; e o quociente deve sapndo que o dividendd’(lbid., p.7).

Erros baseados no conhecimento formalprovenientes, tanto as concepc¢oes limitadas
da nocdo de fracdo, quanto ao conhecimento inadequelacionado as propriedades das
operacdes com fracbes (FISCHBEgNal, 1985).

No Quadro 02 apresentamos exemplos de erros carsgtelos estudantes, elencados por
Tirosh (2000), em cada classe. Juntamente, faremossa analise, com embasamento tedrico

proposto pela TCC.

Quadro 02: Classificacédo de erros identificados por Tiroh0(®

Tipo de erro identificadg Exemplo de célculo Descrigdo

por Tirosh (2000, p. 7). apresentado pelos alungs
Erros baseados no algoritmo 1 =1 4 1 ) O aluno utilizou a regra “na divisdo de
172°1%3° fracGes, inverter o 2° termo da fracéo (divisor)

e em seguida, multiplicar os termos”, mas
equivocou-se e inverteu o dividendo.
A justificativa do aluno para este caso parece
estar baseada na divisdo entre dois ndmeros
naturais, em que ele considerou o dividendo
sendo maior do que o divisor. Mas isso € um
caso particular, pois, de acordo com| o
algoritmo da divisdo de Euclides, para
quaisquer dois numeros naturaie b, temos:
a=qXb+r

Onde, a,b,q,r €N, a é o dividendo,b o
divisor, g 0 quociente er < b 0 resto da
divisdo.

Erros baseados na intuicéo

NI
|
N| =
Il
N| =
|
NI
Il
N

>(a) The divisor must be a whole number; (b) théstivmust be less than the dividend; and (c) theigntmust be
less thanthe dividend (TIROSH, 2000, p.7, tradugassa).
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Embora o estudante cometesse um equivoco
em trocar o dividendo pelo divisor, €le
demonstrou ter conhecimento adequado para
operar na divisao emﬁf& i =2.
Também identificou qu§a> i.

Esta estratégia, possivelmente, indica jum
teorema em acéofalso, mobilizado pelg
aluno.
Erros baseados no 1 1 1 A justificativa para a troca do dividendo pelo
conhecimento formal "o T o 2 divisor consiste na afirmagdo: “a divisdo| é

comutativa”. Entretanto, a comutatividage

tem validade na adicdo e multiplicacdo |de

naturais. Desta forma, tem dominio (de

validade restrita, e caso essa acdo 5eja
repetida pelo aluno, possivelmente, seria
considerado urteorema em acgadalso.
Fonte: Autores

Embora os exemplos de erros das categorias (iil)epérecam ocorrer de maneira
analoga, as origens destes sdo diferentes. Contpeedipos de erros os alunos cometem é uma
acdo importante para o professor, especialmenta, rpalizar atividades adequadas e auxiliar
seus alunos a superar tais equivocos.

As experiéncias dos estudantes com os numerosaigtquando sdo generalizadas para
com 0S numeros racionais na representacdo fra@prm@vdem gerar nestes estudantes, erros
baseados na intuicdo e no conhecimento formal, cal@inidos por Tirosh (2000) e
exemplificados no Quadro 02. Entretanto, seria ss@ realizar uma investigagdo mais
apurada, por meio de uma sequéncia de atividatesranadas situacdes, para afirmar que esses
erros, caso persistissem, sao teoremas em acao.

Na divisdo de numeros naturais, as proposi¢coeguarssio consideradas pertinentes: “o
divisor € um numero inteiro”, “divisor e/ou quodensdo menores do que o dividendo”.
Entretanto, estas proposi¢cdes sdo falsas na diesfie numeros racionais na representacao

fracionaria e/ou decimal, pois podem ocorrer casogjue o divisor € maior do que o dividendo,

1 . . . ..
como por exemplo§+ 2, ou 0 guociente é maior do que o dividendo, comp gxemplo,
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Analogamente, a proposi¢cdo de que “a divisdo € tativa” é falsa para a operacao de
divisdo, tanto nos nimeros naturais, como nos nmiBacionais. Entretanto, é verdadeira para as
operacdes de adicao e multiplicacdo de niUmerosaigagiracionais.

Em seu trabalho, Tirosh (2000) expde o dialogolgens alunos e as respostas dadas por
eles durante a realizacdo do questionario iniciahteevistas. Isto possibilitou analisa-los com
aporte tedrico da TCC.

O questionario aplicado aos futuros professoresnitier identificar o conhecimento
destes sobre a divisdo de fracdes, tanto em rekgdmnhecimento pedagogico do conteudo,
guanto ao objeto de conhecimento. Na sequénciesamiamos as atividades propostas e faremos
nossas inferéncias, segundo a TCC.

Atividade 1A: divisdo entre fracoes.

A primeira atividade proposta solicitava aos acadésnque resolvessem quatro equacoes
envolvendo divisédo entre fracdes. As respostasdnglantes estdo apresentadas no Quadro 03,

seguido de inferéncias teoricas dadas pela TCC.

Quadro 03: Estratégia dos alunos, identificados na atividbdle

Equacéo envolvendpCalculo apresentado peloDescricdo
divisdo entre fracbesacadémicos (TIROSH, 2000,
(TIROSH, 2000, p. 9). | p. 9).

L= L= tiaon
a)4. = a1)4. =2 =

Dois (02) estudantes indicaram que | o
quociente entr% e 4 éigual a um (1). Neste

erro, os estudantes substituiram a operacgédo de
divisdo pela multiplicacdo. Para eles, ainda

ndo faz sentido ter o dividendo menor do que

o divisor.
1 Os demais estudantes (28) indicaram| o
16 resultado corretoil—ﬁ. Inverteram o divisor ¢
multiplicaram os termos para obter o valor|do
quociente.

b)) Um (01) estudante tentou utilizar a regra {na
divisdo de fracBes, inverter os termos |do

S
—
=
Ul w
I

1 3 4 5 20 62 divisor e em seguida, multiplicar os termos”,
275=1%373 %3 | mas equivocou-se e inverteu os termos|do
dividendo e do divisor.
by) Os demais estudantes (29) utilizaram| o

algoritmo da divisdo entre fraches
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corretamente, ou seja, manter a prime
fracdo e multiplicar pelo inverso da segurn
fracdo. Esta estratégia pode indicar,

respostas dos alunos, a utilizacdo de
teorema em acao

bira
da
nas
um

)4d+-—=

A justificativa verbal dada pelos estudante
proveniente da relacao parte-todo.
A resposta dada € pertinente na ac¢do: “C

S é

ada

unidade tem 4 pedacos cie entdo em 4

unidades tem 16 pedacos”.
Entretanto, essa estratégia é reconhecida pelos
alunos quando se trata da divisdo de [um
ndmero inteiro por uma fracdo. Quando |se
trata da divisdo entre duas fracdes, 0 mesmo
raciocinio ndo é utlizado. Os estudantes
recorrem ao seguinte procedimento para
realizar esta divisdo: manter a primeira fracdo
e multiplicar pelo inverso da segunda fracép.
Assim, a resposta dos alunos indica| a
possibilidade de uneorema em agéo
Dois (02) alunos apresentaram este resultado.
Eles dividiram 320 por 3, o que demonstra
ndo compreender a divisdo entre fracfes. Para
os estudantes o resultado fazia sentido, pois,
na divisdo o quociente diminui, e ainda, o
dividendo é maior do que divisor.
Assim, a resposta dos alunos indica| a
possibilidade de mobilizacdo de usorema
em acdQ pois tais propositivas ndo s@o
vélidas para os nimeros racionais, ou sejd, na
divisdo de racionais: “nem sempre |0
quociente diminui” ou “nem sempre |0
dividendo é maior do que o divisor”.

1 1
d)320+ 5 = d1) 320 + = = 106,666 ..

d,) Os demais estudantes (28) apresentaram o
1 3 quociente correto. As respostas dos alunos
320+ 3° 320 x 1- 960 | indicam a possibilidade de mobilizacdo de um

teorema em acdp pois se utilizam dg
procedimento algoritmico para resolver| a
divisdo de um ndimero inteiro por uma fracao:
manter a primeira fracdo e multiplicar pelo
inverso da segunda fracdo.
Fonte: Autores

Na primeira atividade proposta por Tirosh (2000gequéncia de agbes que os estudantes
tém a efetuar é breve, entretanto, ndo seria pdstnto para a crianga quanto para o adulto, se
as acdes nao se apoiassem sobre 0 conhecimentelat@®®es pertinentes para tal estrutura: na
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divisao entre fragGes, manter o dividendo e investdivisor, para entdo multiplicar os termos.
N&o se aplica a regra sem té-la compreendido.

De acordo com Vergnaud (2009), os algoritmos séthéan relacdes, e por isso, sdo
calculaveis: grande parte das operacdes que seviddsam no plano das representacdes tem por
objetivo encontrar algoritmos. Se as a¢fes dogiastes se situam no plano da realidade, os
algoritmos pertencem ao dominio da representagiitano sédo regras de acdo e deve dar conta
do conjunto de comportamentos que podemos observar.

Portanto, é tarefa do professor buscar as relagies educando compreendeu, tanto para
0 que ele compreendeu modo equivocado, como paue ele ignora simplesmente. O conceito
de teorema em acgao designa as propriedades deSe®lque o estudante utiliza para resolver
uma situacao problema, ou mesmo um exercicio. NEn& isso ndo significa que este aluno
possui capacidade de explicitar ou de justificaasgropriedades (VERGNAUD, 1981). Neste
sentido, identificar um teorema em acdo a parts @gpostas do aluno permite ao professor
interpretar a acao desenvolvida pelo estudanteasla situacao.

Os estudantes ndo adquirem habitos, mas regraplaas podem usar em problemas
novos. Estes alunos ndo as adquirem solidamemienas que as compreendam e percebam as
relacdes que as regras mantém com a estruturaorelhclas situacbes problemas as quais se
aplicam.

Atividade 2A: Problema 1 Uma fita de cinco metros de comprimento foi didadem 15

partes iguais. Qual é o comprimento de cada pediegta fita?

De acordo com Tirosh (2000), dos trinta (30) acadésy oito (08) deram 15/5 como
resposta ao Problema 1. Enquanto que o corret 5&%. Fundamentados em Vergnaud (2009),
€ possivel identificar que, neste problema, existeisomorfismo de medidas. Na Figura 01,
apresentamos uma solucao para o Problema 1, segsndmessupostos tedricos de Vergnaud
(2009).
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Figura 01: Representacdo de uma solugéo para o problematpd#o com a TCC

Comprimento (metro) Pedacos de mesmo
comprimento (unidades)
X < 1

5 < 15

Fonte: Autores

A equacdo correspondente ao esquema do Problerdadaéor:

5_15_ e 5 1
—=—=15x=51l=>x=—=x==
x_ 1 X X=15 %73

Para a resolucdo desta situacdo utiliza-se regraédesimples, obtendo-se que cada
pedaco de fita tem 1/3 metro. Para a andlise egrtientrada na nogcédo de operador escalar (sem
dimensé&o) permite passar de uma linha a outra sameategoria de medidas. Desta forma, o
operador vertical é dado pela divisdo por 45.5). Podemos representar o operador vertical da

seguinte maneira:

Figura 02: Representacdo de uma solucéo para o Problemadrador vertical

5 m de fita 15 pedacos de fita
1/3 m de fita 1 pedago de fita

Fonte: Autores

O operador horizontal € uma funcgéo relacional qyeessa a passagem de uma categoria
de medidas a outra, nesse caso, expressa a passafjera quantidade de partes (pedacos) de

fita e a quantidade total de fita (metros).
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Figura 03: Representacdo de uma solucéo para o problemadrador horizontal

15 pedacos de fita ———» 5 metros de fita

1 pedaco de fita ————» 1/3 m de fita

Fonte: Autores

Assim, ha duas possibilidades de determinar o comeptox, em metro, de cada pedaco

de fita. A primeira consiste em aplicar o operadatical, sem dimenséos(15) aos 5 metros de
fita. A segunda consiste em aplicar a funcao refedi 1 pedaco de fita vezes um te(goé)

para obter o comprimento de um pedaco de fita. igar& 04 representa-se uma solugcéo do

problema a partir da relacao parte-todo.

Figura 04: Representagéo de uma solucéo para o Problema 1

1 metro I 1 metro 1 metro I 1 metro 1 metro
\ J
|

O todo (5 metros) foi dividido em 15 partes igu@iada metro foi dividido em 3 partes. Logo,
cada pedaco mede 1/3 me!

Fonte: Autores
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Apesar de ndo ser propriamente uma teoria did&id&C permite ao professor, a partir
das respostas dos alunos, planejar situacdes prableas quais se exploraram o uso do operador
horizontal e do operador vertical.

Atividade 3A: Problema 2 Quatro amigos compraram 1/4 kg de chocolateviglichm

igualmente. Quantos quilogramas de chocolate cassop recebeu?

De acordo com Tirosh (2000), 12 académicos deramoa@sposta ao Problema 2, a seguinte

~ 1 . S . .
equacdo; x 4, que é um erro. Os demais justificaram a resppsta, seguinte raciocinio: “Se

cada unidade tem 4 pedac;osideantéo em 4 unidades serdo 16 pedagos”, ou sej@smo

raciocinio utilizado na questadq, apresentado no Quadro 03. Desta forma, inferiques a
resposta dada a este problema, pela maioria dossaindica a possibilidade de um teorema em

acao. Fundamentados em Vergnaud (2009), um esqedéenante ao Problema 2, é representado
na Figura 05.

Figura 05: Representacdo de uma solucéo para o problema 2

Sujeito Chocolate (quilogramas)
4 —) 1
4
1 _—
X

Fonte: Autores

A equacéo correspondente ao esquema do problerdadaéoor:

1 1

1_,. .1, 7 11 1
—=Ei o4 x=-1l2Dx="x=--—=x=—
1 % S TR T YT T Y T 16

Para a resolucao desta situacao, utiliza-se regtas simples, e na sequéncia realiza-se a
divisdo, obtendo-se que, cada pessoa recebeu ty#lé Khocolate.
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1 L

Figura 06: Representacdo de uma solucdo para o Problema 2

|

Cada parte representa

ida unidade.

|

Cada parte representa

L da unidade.
16

Fonte

: Autores

A Figura 06 ilustra a representacdo da solucdo pamdroblema 2, e favorece a

compreensao de que “o quociente deve ser menoue® glividendo” (TIROSH, 2000, p.7),

muito embora nem sempre isto ocorra com 0s nunrasnais na representacdo fracionaria,

como é apresentado no Problema 3.

Atividade 4A: Problema 3- Quatro (4) kg de queijo foram acondicionados em

embalagens de 1/4 kg cada um. Quantos pacotes dswubalar esta quantidade de queijo?

Fundamentados em Vergnaud (2009), uma solucédoopBrablema 3, é representado na

Figura 07.

Figura 07: Representacdo de uma solucdo para o Problemgusickea TCC

Quantidade de queijo | Quantidade de pacotes
(Kg) (unidades)
4 —_— > X
1 —_— > 1
4
Fonte: Autores
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A equacdo correspondente ao esquema do Problerdadaéoor:

L. 4.1 44 16
1°71 4x X 1 X
4

Note que esta situacdo € resolvida por regra desiréples, na qual o estudante ira
manipular a multiplicacdo e a divisdo para deteamim quantidade de pacotes em que seréao
embalados 4 Kg de queijo. Desta forma, concluitse mpra embalar 4 Kg de queijo em pacotes
contendo ¥4 Kg de queijo cada, tem-se 16 pacotes.

A resposta dada pelos académicos “Cada quilogragudijo gera 4 pacotes éng,

entdo 4 Kg gera 16 pacotes” permite mostrar-lhesngm sempre o quociente € menor do que 0
dividendo. Neste caso ocorre o contrario: o divitte@ menor do que 0 quociente ou ainda o
dividendo € maior do que o divisor. O raciocinidizado € o mesmo apresentado a quesiao
descrito no Quadro 03. Assim, inferimos que a respalada a este problema, indica a
possibilidade de um teorema em acdds problemas 1 e 2 sédo do tipo partitivo, e o 8mé
problema de medicdo. Fundamentados em Vergnaud9)208tes problemas podem ser
classificados como isomorfismo de medidas.

Atividade 5A: discussao sobre o algoritmo da divisa

A pesquisadora Tirosh (2000), propbés aos académisoa discussdo acerca do
procedimento para a divisao entre fracdes, a hrtgeguinte questionamento:
E facil multiplicar frages, basta multiplicar asmeradores e os denominadores. Eu acho

que deveriamos definir a diviséo entre fracbedrad semelhante:
... a ¢ a-+c

Divisao: 573 = o d

No Quadro 04 apresenta-se o dialogo entre a peshpiss e os estudantes Lili, Yael,

Efrat, Miki, Tili, Sally para a atividade em qud &wlicitado discutir o algoritmo para a divisao.
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Quadro 04: Dialogo entre os académicos Lili, Yael e Tili

Dialogo entre a pesquisadora e a estudante T¢
(TIROSH, 2000, p.14).

résducdo dos autores

Lili:

same thing. For instance, 16 : 2 = 8.

16 = 16/1; 2 =2/1. According suggestions, we
16 2 16+2 g

lo+2=2+7=77

Yael: This is probably a specific case. We have
find an example in which this does not work. Le
try another example.

Yael: No. It's impossible. If it was correct, why,

would anyone use the complicated invert-a

multiply algorithm?... We need only on

example... Let's try expressions such as
1 1 1=+1

_ 22 2+2 .

This works too. Let's try a number that is 1

divided.

Yael: Take, for instance, this example:
1.2 1+2
8 4 8+4
Now we have a fraction in the numerator, and
is too complicated; we can't go on. So this is W

division is defined by "invert and multiply.

=2
2

Lili: So, suggestion is good, but it is complicat

In some cases, like the last one, we will get stuc

unless we use the invert-and-multiply algorith
So better to use the invert-and-multiply algorith
because it works in all cases.

Tili: How would you show this?
Lili : Substituting numbers is not enough becaus
is impossible to check all the possibilities. \
should search for one example for which we

get different answers.

Lili : But we need to show it for all cases.

So, we are left with division. Let's do the.ili; Entédo, ficamos com a divisdo. Vamos faze

mesma coisa. Por exemplo, 16 : 2 = 8.
jelt6 = 16/1, 2 = 2/1. De acordo com sugestd

obtemosle 2 =10 21672 _ g

T 1 71 1+1

Yael: Este é provavelmente um caso especif
lt.ttlsoemos qgue encontrar um exemplo em que isso

unciona. Vamos tentar outro exemplo.

Yael: Ndo. E impossivel. Se fosse correto, por
1gjgu_érr_l iria usar o a_lgoritmo complicado inverte
multiplicar? ... Precisamos apenas um exempl
S/amos tentar expressdes como:

1.1 1+1

2727 222"
Isso funciona também. Vamos tentar um num

0q'tsue ndo esta dividido.

Yael: Tomemos, por exemplo, este exemplo:
1.2 1+2
8 4

NN =

8+4

h,iASgora temos uma fracdo no numerador, e iss
muito complicado, ndo podemos ir em fren
iE'/ntz?lo € por isso que a divisdo é definida
"inverter e multiplicar."

Entdo, a sugestao € boa, mas é complic

ili:
e - X
Em alguns casos, como o ultimo, vamos fi

[y

presos a menos que use o a
mrhultiplicar. Entdo é melhor usar o algoritmo
inverter e multiplicar, porque ele funciona e

todos os casos.
Tili: Como vocé pode mostrar isso?

! L“i: Substituindo ndmeros ndo é suficien
yRorque € impossivel verificar todas
i ossibilidades. Devemos procurar um exemplg
gque vamos obter respostas diferentes.

Lili : Mas precisamos mostrar isso para todos
casos.

es,

co.
nao

que
re

ero

o é
te.
por

ada.
car

Igoritmo de inverter e

de
m

te,
as
de

0os

a c c a

— T - =X X =,

b d da b
c\ d a d
X.=).—==-.-
a/ ¢ b ¢
d c a d
X\—-=)==-.
c d b _c
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Fonte: Autores, adaptado de Tirosh (2000, p. 14)

De acordo com Vergnaud (2009), o conhecimento almoaésta na acéo realizada por ele,
frente a situacbes problemas. Para o autor, a rdeadgoritmo, permite esclarecer os elos entre
conhecimento e acao: “Um algoritmo € uma regraufawconjunto de regras) que permite, diante
de todo problema ou de uma classe dada de ante®md@mnduzir & sua solucdo, se dele existe
uma, ou, em caso de insucesso, de mostrar que &donh solucdo” (VERGNAUD, 2009,
p.309).

No didlogo apresentado no Quadro 04, os estudaartisam de um teorema em acao

para chegar a um conceito em agao, o algoritmo patizisdo entre fracdes. Afirmamos que

a .

- 2 = % € um teorema em acéo, pois conforme Nunes e B(¥8a¥) esta é a primeira ideia
(no inicio da escolarizacdo) que o0s alunos possaemespeito dos numeros racionais na
represetacdo fracionaria: dois numeros naturaisegtéo separados por uma barra, entdo as

operacdes entre estes nimeros ocorre separadan@mtestudantes ndo compreendem a

representagé;écomo um novo tipo de nimero.

7 . . A~ _C axc ~ s
Além do que, se a regra vale para a multlpllcagao:z = - POr que néo vale também

para a divisdo? Os estudantes testam, por meigetiepdos numéricos, a regl%l% S = g, que
1 2 1+2 2
para alguns casos tem validade. Entretanto, ermontirm contra exempl%, o= E = %

mostrando a falsidade deste algoritmo.

Do ponto de vista da TCC, a discussao e os pasgbsiados pelos académicos séao
importantes, visto que indicam como pensavam, anmadempo em que modificam suas acoes.
Para Vergnaud (2009), a realizacdo de uma andlaeional permitiria aos estudantes definir
rigorosamente a validade de um algoritmo, tal cemoxorreu o desenvolvimento das ciéncias,

por meio de descobertas, transformacgdes, refutadmariantes. Diante disto, Vergnaud (2009,
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p.308), afirma que “a noc¢do de invariante é o michis sélido que podemos encontrar na
andlise da nocao do conceito”.

A partir do referencial tedrico proposto pela T@&2-6e a analise dos dados da pesquisa
realizada por Tirosh (2000), e apresentamos untagsido acerca da possiblidade de identificar
teoremas em acdo para a estrutura multiplicativanaleeros racionais na representacao

fracionaria, bem como a categorizacao das situggdeéemas, segundo Vergnaud (2009).

Consideracoes finais

A escolha do artigo de Tirosh (2000) justificoupsto fato deste trabalho apresentar, em
detalhes, as respostas dos alunos para as atigjdadgue possibilitou indicar situacoes
problemas, invariantes operatérios — teoremas €, ag as representacdes utilizadas pelos
estudantes.

A compreenséo da divisdo entre fracdes revela-$& dvaque apenas uma compreensao
algoritmica, que garante a aplicacdo de procedmset¢ calculo. Nesse sentido, a perspectiva
tedrica defendida por Vergnaud (1993, 2009), indgq#ée a compreensdo de conceitos
matematicos requer considerar os invariantest@acies de uso e 0s suportes de representacao.

Em muitos casos, 0s invariantes operatorios podéemtar o professor sobre como 0s
estudantes lidam com as situacdes de divisdo. dafoantal que a divisdo em partes iguais de
um objeto considerado como unidade, seja perceleildaeducando como a totalidade inalterada.
Esta conservacao de unidade € um elemento basea gampreensao do conceito de fracao.

Com relacéo aos indicativos de possiveis teoremmaagdo para a divisdo entre fracdes,
destacamos que para Vergnaud (1981), um teoremac@mé baseado nas diversas acdes dos
estudantes, o que vai aléem de analise da produsgAitae Ademais, para este pesquisador, ha
necessidade do conhecimento falso mobilizado peiledante se repetir em diversas atividades
para se indicar a manifestacdo de um teorema em B@& isso, neste trabalho apresentamos
alguns indicativos de teoremas em acao, mobilizgawsestudantes do Ensino Superior, tais

como aqueles conhecimentos que estes estudantekestaam ao realizar a divisdo entre
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fracbes, como “quociente menor do que o dividendiyidendo maior do que o divisor” e,
“numa divisao de fragdes dividiram numerador panatador e denominador por denominador”.
Por diversas vezes, nas diferentes atividades prap@ estes estudantes, eles se utilizaram
destas justificativas para resolvé-las. Neste caeesaltamos a importancia de oferecer
contraexemplos aos alunos para discutir os teoremasacao identificados, como por exemplo,
mostrar situa¢cdes multiplicativas em que o prodiit@inui ao invés de aumentar, e situagdes em
qgue o quociente aumenta numa divisdo. Também &swae realizar este trabalho para mostrar-
Ihes que com os nuameros racionais, o dividendo sempre € maior do que o divisor, nem
mesmo o dividendo é maior do que o quociente.

Na extensdo de multiplicagdo e divisdo para outrosjuntos numeéricos algumas
propriedades ndo se conservam, por iSSO € neaessana reconstrucado conceitual sobre as
dificuldades que os estudantes possam vir a ter.

De acordo com Greer (1994), € natural que as pramdiacdes que os alunos tém acesso
sejam do tipol/n (n € Z%), por isso, a énfase estd na divisdo porNo entanto, numa
multiplicacdo por3/4 em que se divide por 4 e multiplica por 3, estwoagacdo pode gerar
dificuldades aos educandos. A associacdo ehfre e a divisdo se reflete no erro comum

apresentado pelos estudantes quando reaﬁzan;qz 2.

Para Kieren (1994), a relacdo parte-todo auxiligoremlucdo da linguagem fracionaria,
pois os livros textos de matematica escolares éesauro do professor tendem a orientar o
estudante a uma imagem de dupla contagem: contparéss em que o inteiro foi dividido
(denominador) e contar as partes que serdo coadaei(numerador). Este procedimento pode
capacitar o aluno a produzir respostas corretaalgomas situacdes, entretanto, desenvolve um
modelo mental inapropriado, como partes de umrmteio invés de um modelo mais poderoso,
proporcionado pela concepgao de medida - comparcagé@ unidade.

Com relacdo aos elementos da TCC que identificaneodecorrer desta pesquisa,
destacamos que aguacdes na perspectiva adotada por Vergnaud (1993), desexrpropostas
em variedade e em diferentes niveis de generaligaieas operacdes de multiplicacéo e divisdo

devem ser usadas com uma variedade de atividaddsladas de tal modo que os estudantes
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possam compreender a natureza do processo em gela@enam aspectos do mundo real e as
estruturas mateméticas. A concepcdo moderna decemls Matematica ndo se afasta do
“calculo” a ndo ser para a ele melhor retornar, aotorma do “calculo relacional”, o qual
também esta no centro da inteligéncia e do conteto(VERGNAUD, 2009).

Os indicativos de possivdisoremas em acagpara a estrutura multiplicativa de racionais
na representacdo fraciondria, sdo um caminho pabsarmos as estratégias intuitivas dos
alunos e ajuda-los na transformacdo do conhecinietutitivo para o conhecimento explicito.

Com relacado asepresentacdesinferimos que o simbolismo matematico ndo € uma
condicdo necessaria, nem mesmo suficiente paraceitoalizacdo. Entretanto, contribui para a
conceitualizacdo, sobretudo para a transformac8ocaegorias de pensamentos matematicos,
em objetos matematicos (VERGNAUD, 1993). Para aster, ndo existe uma representacao,
mas multiplas representacfes de formas diferentdg eliversificados niveis. Na estrutura

multiplicativa identificamos representacdo pictari¢por meio de desenhos, imagens), a

linguagem natural e escrita, a represent%géo

Com relacdo a escolha do trabalho de Tirosh (2@@dcluimos que o conhecimento dos
professores sobre as concepcdes alternativas idagag deve estar ligado ao seu entendimento
das fontes gerais de tais concepcdes. Em outras/rpa) os programas de formacdo de
professores devem familiarizar os futuros professarom varios, e as vezes errados, tipos
comuns de processos cognitivos e como eles podemdadiversas formas de pensar.

Enfim, ainda resta pontuar que ha um caminho @e®orrido e este devera ser voltado
para a analise da aprendizagem significativa doglastes em situacdes problemas da estrutura
multiplicativa de racionais na representacdo fra@i@, e esta busca continua mostra sua

relevancia aos propositos da Educacdo Matematica.

Notas
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