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Resumen: Presentamos algunos resultados de una investigacion mas amplia cuyo
objetivo general es describir y caracterizar el razonamiento inductivo que utilizan
estudiantes de 3°y 4° de ESO al resolver tareas relacionadas con sucesiones lineales y
cuadréticas (Cafiadas, 2007). Identificamos diferencias en el empleo de algunos de los
pasos considerados para la descripcion del razonamiento inductivo en la resolucion de
dos de los seis problemas planteados a los estudiantes. Describimos estas diferencias y
las analizamos en funcion de las caracteristicas de los problemas.
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Abstract: We present some results of a wider investigation, which main objective is to
describe and to characterize the inductive reasoning used by students in year 9 and 10
when they solve problems that involve linear and quadratic sequences (Cafiadas, 2007).
We identify some differences in the use of some states considered for the description of
inductive reasoning in the resolution of two of the six problems proposed to the
students. We describe these differences and we analyze them in relation to the
characteristics of the problems.
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INTRODUCCION

La distincion entre el razonamiento inductivo y el razonamiento deductivo proviene de
la filosofia clasica. Nos centramos en el primer tipo de razonamiento mencionado,
conscientes de que, en ocasiones, es dificil distinguir ambos tipos en la practica. Nos
referimos al razonamiento inductivo en el mismo sentido que Polya (1967) habla de
induccién, como proceso cognitivo que comienza con el trabajo de casos particulares y,
a partir de ellos, se llega a una generalizacion. Diferenciamos entre este tipo de
induccidén y la induccidon matematica o completa como método formal de demostracion
en el que predomina el razonamiento deductivo. Algunos procesos de razonamiento
inductivo pueden concluir con la induccidn matematica, si bien esto no siempre es asi.

El objetivo general de nuestra investigacion fue describir y caracterizar el razonamiento
inductivo utilizado por estudiantes de 3° y 4° de ESO en la resolucion de tareas
vinculadas con sucesiones lineales y cuadraticas® (Cafiadas, 2007). Una de las
contribuciones teodricas consistié en la elaboracion de un modelo constituido por siete
pasos para analizar el razonamiento inductivo de los estudiantes, que queda descrito en
detalle por Cafiadas y Castro (2007). En este trabajo abordamos dos objetivos
especificos relacionados con los pasos del modelo de razonamiento inductivo:

! Este trabajo se ha realizado dentro del proyecto del plan nacional de I+D+I Representaciones, Nuevas
Tecnologias y Construccion de Significados en Educacion Matematica, con referencia SEJ2006-09056.

? Estas sucesiones son equivalentes, segiin la terminologia empleada por autores como Stacey (1989), a
las progresiones aritméticas de 6rdenes uno y dos.



1. Identificar si existen diferencias en las frecuencias de realizacion de los pasos en
la resolucion de determinados problemas.

2. Si existen diferencias, describir algunas de ellas en funcion de las caracteristicas
de los problemas en los que se han identificado.

Comenzamos con la descripcion de algunos aspectos generales de los marcos teérico y
metodologico de Cafiadas (2007) para después presentar: (a) una descripcion general
basada en las frecuencias de realizacion de cada uno de los pasos considerados en el
modelo, (b) diferencias identificadas en las frecuencias de realizacion de los pasos en
dos problemas concretos y (c) la relacion entre esas diferencias y las caracteristicas de
esos dos problemas. Estos resultados permitiran dar respuesta a los objetivos especificos
de este trabajo.

MARCO TEORICO

En los siguientes epigrafes, tratamos los elementos clave dentro del objetivo general de
investigacion: (a) razonamiento inductivo, (b) estudiantes que cursan 3° y 4° de ESO en
Espaia, (c) progresiones aritméticas de nimeros naturales de o6rdenes uno y dos y (d)
resolucion de problemas.

Razonamiento Inductivo

Consideramos que el razonamiento inductivo es un proceso cognitivo que permite
avanzar en el conocimiento mediante la obtencion de informacidon basada en la que
aportan los datos iniciales con los que se inicia el proceso. Pensadores e investigadores
en el ambito de la educacidn matematica consideran de gran interés el razonamiento
inductivo y algunas tareas relacionadas con el mismo para la construccion de
conocimiento. La evidencia inductiva juega un papel primordial en el descubrimiento de
leyes generales, por lo que se considera muy relacionada con la induccion (Neubert y
Binko, 1992). Vislumbrar més alld de lo que se percibe, ver alguna regularidad y
plantear conjeturas es el ‘“corazon” de la induccion, “hacer matematicas implica
descubrir, y la conjetura es el principal camino para el descubrimiento” (National
Council of Teachers of Mathematics, 2003, p. 60).

Modelo de Razonamiento Inductivo

Partiendo de la idea de induccion de Polya (1967) y basdndonos en nuestro estudio
piloto (Cafiadas, 2002) y en el trabajo de Reid (2002), determinamos siete pasos para el
modelo de razonamiento que consideramos en nuestra investigacion (Canadas, 2007):
(a) trabajo con casos particulares, (b) organizacion de casos particulares, (¢) busqueda y
prediccion de patrones, (d) formulacion de conjeturas, (e) justificaciéon de conjeturas
(basadas en casos particulares), (f) generalizacion y (g) demostracion (justificacion del
caso general).

Estos pasos han sido tenidos en cuenta en otros tipos de procesos diferentes de la
induccion que llevan a la formulacion de conjeturas para el caso general (Cafadas,
Deulofeu, Figueiras, Reid y Yevdokimov, 2007).

Los pasos del modelo de razonamiento inductivo pueden resultar utiles para describir el
razonamiento inductivo que utilizan los estudiantes, pero no todos deben darse
necesariamente, y si se dan, no tiene porqué ser en el orden descrito en el modelo.

Contenido Matematico: Progresiones Aritméticas de Orden uno o dos

La eleccion de las progresiones aritméticas de orden uno o dos como contenido
matematico para llevar a cabo nuestra investigacion surgid de la confluencia entre el



contenido que con frecuencia se utilizan en investigaciones relacionadas con la
induccién y, por otro, el hecho de que fuera un contenido sobre el que los estudiantes
tenian los conocimientos suficientes y sospechabamos que no supondria una dificultad
adicional.

Utilizando la idea de Rico (1997) sobre organizadores del curriculo, describimos el
contenido matematico, las representaciones y la fenomenologia para llevar a cabo un
analisis detallado de las progresiones aritméticas de nimeros naturales de érdenes 1uno
y dos. Estos organizadores son las tres dimensiones que conforman la propuesta de
Gomez (2007) sobre el anélisis de contenido, que guiara la descripcion que presentamos
a continuacion.

Estructuras Matematicas y Elementos

El contenido matematico lo planteamos desde dos dimensiones complementarias. La
primera dimensién tiene como objeto delimitar las estructuras matematicas a las que
pertenece este concepto matemadtico y aquellas otras estructuras matematicas con las
que se relaciona. La segunda dimension se centra en el estudio de la estructura
matematica que configura el propio concepto.

Las progresiones aritméticas son un tipo de sucesiones recurrentes. Si las primeras
diferencias entre dos casos particulares de la progresion son constantes, el patron
general se puede expresar mediante una expresion algebraica de orden uno y se dice que
es una progresion aritmética de orden uno. Si las segundas diferencias son constantes, el
patrén se corresponde con una expresion algebraica de orden dos y se dice que es una
progresion aritmética de orden dos.

Dado nuestro interés por el razonamiento inductivo, nos centramos en los términos k-
ésimos y en el término general de una sucesion como elementos implicados en el
trabajo con progresiones.

Sistemas de Representacion

Los elementos de las progresiones, como tipo particular de expresiones, siguiendo los
trabajos de Janvier (1987) y de Castro y Castro (1997), se pueden expresar en los
sistemas de representacion numérico, grafico, algebraico y verbal. Los términos k-
¢simos se pueden expresar numérica, grafica y verbalmente; el término general se puede
expresar algebraica o verbalmente.

Relaciones y Operaciones entre Elementos

Entre los elementos considerados, se pueden establecer diferentes tipos de relaciones:
entre términos k-ésimos, entre el término general y entre los términos k-ésimos y el
término general, en ambos sentidos. A partir de estas relaciones, se pueden considerar
diferentes operaciones: (a) continuacion, (b) extrapolacion, (c) generalizacion y (d)
particularizacion.

Aspectos Fenomenoldgicos

Sin intencidn de realizar un andlisis fenomenoldgico exhaustivo, detectamos situaciones
en las que dicho concepto matematico permite describir, caracterizar y clasificar
fenémenos naturales, sociales y matematicos, con el fin de que sirvan de referencia para
la elaboracion de los problemas a proponer a los estudiantes. Se dice que dichos
fenomenos pueden ser organizados (modelizados) por medio de esta estructura
matematica (Castro y Castro, 1997). Identificamos situaciones en la vida cotidiana, en
juegos populares y en juegos de mesa, y en disciplinas especificas de conocimiento que



llevan implicitas patrones que se corresponden con este tipo de sucesiones. Estas
situaciones se pueden traducir en problemas que el concepto matematico permite
resolver de manera eficiente y fiable (Kilpatrick, Hoyles y Skovsmose, 2005).

MARCO METODOLOGICO

Nuestra investigacion se desarrolla en el marco general de la resolucion de problemas,
que es considerada una actividad altamente formativa que pone de manifiesto distintos
modos de razonamiento (Segovia y Rico, 2001) y, en particular, el razonamiento
inductivo.

Sujetos

El grupo de estudiantes con los que se ha llevado a cabo el estudio empirico esta
conformado por 359 sujetos que cursan 3° o 4° de Educacion Secundaria Obligatoria en
cuatro centros publicos espafioles situados en Cullar-Vega (Granada), Granada, Madrid
y Teruel. El 91,4% de ellos tenian entre 14 y 16 afos.

Para conocer el trabajo previo realizado por los sujetos, relacionado con nuestra
investigacion, recurrimos a varias fuentes:

- Contenido del curriculo de 3° y 4° de ESO vigente en el curso en el que se llevo a
cabo el estudio empirico (Boletin Oficial del Estado, 2004).

- Entrevistas a los profesores responsables de los estudiantes, previas al estudio
empirico.

- Libros de texto que emplean habitualmente los sujetos.
- Cuadernos de trabajo de los estudiantes.

En cada una de las fuentes, centramos la atencién en aspectos relacionados con el
objetivo de investigacion: (a) razonamiento inductivo, (b) resolucion de problemas y (c)
progresiones aritméticas de orden uno o dos. En las entrevistas con los profesores
fuimos cautelosos al no referirnos directamente a estos aspectos para evitar el
entrenamiento de los estudiantes.

El curriculo espafiol de ESO incluye el desarrollo del razonamiento como uno de sus
principales objetivos. Sin embargo, contempla solo algunas acciones relacionadas con
éste como: (a) el reconocimiento de regularidades numéricas, (b) busqueda de
estrategias por parte de los estudiantes para fundamentar sus propias argumentaciones o
(c) formulacion y prueba de conjeturas.

Consideramos especialmente relevante la revision de los libros de texto porque era
utilizado por todos los profesores de los sujetos. En algunos casos, fueron publicados
antes que el Real Decreto por el que se establece la ordenacion general y las ensefianzas
comunes de la Educacion Secundaria Obligatoria en Espafia (Boletin Oficial del Estado,
2004), vigente en el curso en el que se realizd el estudio empirico. Por tanto, la
informacion obtenida de las fuentes diferentes a los documentos curriculares puede ser
incluso mas fiable que la aportada por los documentos curriculares en algunos casos.
Estas fuentes indican que:

- Los sujetos habian trabajado previamente con progresiones aritméticas de orden uno,
mientras que no lo habian hecho con las de orden dos. En la mayoria de las
ocasiones, este trabajo se realiza numéricamente y, ocasionalmente, se utiliza el
sistema de representacion grafico.



- Los estudiantes habian trabajado procesos inductivos vinculados a la resolucion de
problemas de manera ocasional. En la mayoria de los problemas, el contenido
matematico involucrado son las progresiones aritméticas.

- En ninguna de las aulas a las que pertenecen los sujetos se habian realizado tareas
relacionadas con la demostracion. La comprobacion de conjeturas utilizando casos
particulares se ha realizado en ocasiones puntuales.

Instrumento de Recogida de Informacion: Prueba Escrita

Los criterios para la seleccion de los seis problemas de la prueba escrita fueron: (a)
criterios de contenido, (b) criterios sintacticos y (c) criterios de contexto’.

Los criterios de contenido fueron:

- Elementos de las progresiones. Consideramos los términos k-ésimos como inicio del
proceso inductivo.

- Las operaciones entre elementos se tradujeron en términos de tareas propuestas.
Seleccionamos la continuacion y la extrapolacion, ya que la generalizacion y la
particularizacion forman parte de nuestros objetivos.

- Sistemas de representacion en los que se pueden expresar los elementos implicados.
Dado que partimos del trabajo con términos k-ésimos, consideramos los sistemas de
representacion en los que éstos pueden ser expresados en los enunciados de los
problemas: (a) numérico, (b) grafico y (c) verbal.

Los criterios sintacticos hacen referencia a caracteristicas del enunciado del problema.
Tuvimos en cuenta: (a) terminologia empleada comprensible para los sujetos, (b)
homogeneidad del enunciado de los problemas, de forma que la redaccidon no suponga
una dificultad afadida, (c¢) informacion proporcionada equivalente en todos los
problemas y (d) un orden en el planteamiento de los problemas que trata de evitar que
los estudiantes se vean influenciados en la resolucion de un problema por el
inmediatamente anterior.

Se seleccionaron contextos que no habian sido trabajados previamente por los
estudiantes pero que no sean lejanos a éstos.

Dos Problemas de la Prueba*

A continuacion, presentamos los enunciados de los problemas 3 y 4, que seran en los
que nos centremos en este trabajo:

* Nos hemos basado en la idea de “variable de problema como cualquier caracteristica del problema que
asume un valor particular dentro de un posible conjunto de valores” (Puig y Cerdan, 1988, p. 30). Los
autores distinguen entre variables de contenido, variables sintacticas y variables de contexto.

* Los seis problemas que constituyen la prueba se pueden consultar en Cafiadas (2007).



3. Imagina que tienes unas baldosas cuadradas blancas y otras baldosas cuadradas
grises. Las baldosas blancas y las baldosas grises son del mismo tamaio.

Hacemos una fila con las baldosas blancas:

[LITT]

Rodeamos las baldosas blancas con baldosas grises, tal y como muestra el dibujo:

- (Cuantas baldosas grises necesitarias si tuvieras 1320 baldosas blancas y quisieras
rodearlas de la forma que lo hemos hecho en el dibujo?

- Justifica tu respuesta.

4. Se esta organizando la primera ronda de un torneo. Cada equipo tiene que jugar
con cada uno de los equipos restantes dos partidos — uno en casa y otro fuera-. Si la
convocatoria es autondmica, participaran 22 equipos. Si la convocatoria es nacional,
habra 230 equipos.

- Calcula el nimero de partidos que se jugaran en la primera ronda de ese torneo si la
convocatoria es autondémica y cuantos se jugaran si la convocatoria es nacional.

- Justifica tu respuesta.

La informacion recogida fueron las respuestas escritas de los estudiantes a los
problemas. Esta informacion se complementd con las notas que la investigadora tomé
durante la realizacion de las pruebas relativas a aspectos de interés para nuestro objetivo
de investigacion.

Variables

Dentro del contexto de nuestra investigacion, consideramos la variable pasos como
variable dependiente. Las variables representacion, que hace referencia a los sistemas de
representacion en los que aparecen los términos k-ésimos expresados en el enunciado, y
orden, que se refiere al orden de la progresion aritmética involucrada en el problema,
son variables independientes.

Los valores de la variable pasos son los siete pasos del modelo de razonamiento
inductivo, presentado en el marco teorico.

Los valores de la variable representacion son los tres sistemas de representacion en los
que aparecen los términos k-ésimos expresados en el enunciado: numérico, grafico y
verbal.

Los valores de la variable orden son los 6rdenes de las sucesiones involucradas en los
problemas: 1 o0 2.

En la Tabla 1 recogemos los valores de las variables de problema con los que se
corresponden los problemas 3 y 4.



Tabla 1. Variables y valores de los problemas 3y 4

Problema
Variable 3 4
Representacion Grafico Verbal
Tarea 1 Extrapolacion  Extrapolacion
Tarea 2 Justificacion Justificacion
Orden 1 2

ANALISIS DE DATOS

El anélisis cuantitativo de datos llevado a cabo permite, en primer lugar, identificar los
pasos del modelo de razonamiento inductivo observados en las respuestas de los 359

sujetos en los seis problemas. Esta informacion permitio:

Obtener las frecuencias de utilizacion de los pasos del modelo en los seis problemas
de la prueba.

Analizar las relaciones entre las frecuencias de utilizaciéon de los pasos y las
caracteristicas de los problemas, los sistemas de representacion de los enunciados y
el orden de las progresiones involucradas en los problemas. Empleamos un analisis
logaritmico-lineal de tres factores (Pasos*Representacion*Orden), que revela los
efectos de cada uno de los factores tenidos en cuenta, considerando la posible
interaccion entre cada pareja de factores asi como la interaccidon entre los tres
factores simultaneamente.

RESULTADOS

Frecuencias de los Pasos del Modelo

Las frecuencias de utilizacion de los pasos del modelo de razonamiento inductivo

presentan una tendencia general, tal y como recoge la Figura 1.
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Figura 1. Porcentajes de frecuencias de realizacion de los pasos

En la Figura 1 se observa una alteracion en los problemas 3 y 4 en la tendencia general
de los estudiantes en los primeros pasos del modelo (relativos a los términos k-ésimos).
En estos problemas, el nimero de sujetos que trabajan y organizan términos k-€simos es
inferior que en los otros. En los problemas mencionados y en el problema 6 también se
observan frecuencias bajas en la identificacion de patron. Sin embargo, esta tendencia
no se mantiene en otros pasos del modelo, donde las frecuencias identificadas son
similares a las de otros problemas.

Destacamos que en los problemas 3 y 4 el porcentaje de alumnos que detectaron
patrones no adecuados fue del 67,8% y del 98,5% de los sujetos que respondieron a
cada uno de los problemas.

Analisis Logaritmico-Lineal Pasos*Representaciéon*Orden

Para analizar las diferencias observadas en los problemas 3 y 4, llevamos a cabo un
analisis que considera las variables pasos, representacién y orden’. Partimos de un
modelo saturado que considera los efectos de todos los ordenes posibles con las tres
variables, utilizando el método de eliminacion hacia atras. El ajuste del modelo se
comprueba mediante la razén de verosimilitud. Dado que los valores residuales
obtenidos son nulos, el unico modelo logaritmico-lineal posible para este caso es el que
incluye las interacciones de las tres variables.

En la Tabla 2 presentamos los resultados del analisis logaritmico-lineal con el estudio
de las asociaciones parciales entre las variables, que ha sido realizado mediante la Chi-
cuadrado parcial como estadistico de contraste.

> En la Tabla 1, se observa que los problemas 3 y 4 se diferencian en el sistema de representacion en el
que se expresan los términos k-ésimos en el enunciado (representacion) y en el orden de la progresion
aritmética implicada en el problema (orden).



Tabla 2. Resultados de los tests estadisticos de asociaciones parciales

Efecto Grados libertad Chi-cuadrado parcial Prob.
Orden*Representacion 2 175,130 0,0000
Orden*Pasos 6 69,441 0,0000
Representacion*Pasos 12 255,956 0,0000
Orden 1 7,469 0,0063
Repres 2 100,442 0,0000
Pasos 6 4222,179 0,0000

Segun se observa en la Tabla 2, todos los efectos parciales son significativos
(prob<0,05). Realizamos una interpretacion de los efectos relacionados con las
caracteristicas de los problemas 3 y 4 segun los parametros A estimados y los valores de
Z

Asociacion Representacion*Pasos

Segun indican los valores de la Chi-cuadrado parcial (ver Tabla 2), la asociacion
Representacion*Pasos es la mas fuerte de las interacciones de dos factores. En la Figura
2 representamos los parametros A estimados para este efecto y su diferencia con
respecto a la media.
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Figura 2. Representacion de los pardmetros estimados del efecto Representacion*Pasos

Como se observa en la Figura 2, las frecuencias identificadas en los problemas segun el
sistema de representacion empleado en el enunciado destacan por sus valores maximos
o minimos en aquellos problemas cuyos términos k-ésimos estan expresados
numéricamente.

Los valores de Ay de z obtenidos en el analisis logaritmico lineal permiten afirmar que:

- La utilizacion del sistema de representacion verbal estd asociada a una frecuencia
significativamente baja en el trabajo con los términos k-ésimos (A =0,572 y



z=2,719) en la justificacion de conjeturas (A =0,99 y z=1,95). Por otro lado,
este sistema de representacion esta asociado con una frecuencia superior a la media
de la identificacion de patron (A =0,32 y z=2,05) y de la generalizacion (A = 0,43
y z=2736). Tal y como indican los valores de las z correspondientes, estas
diferencias son significativas.

- El sistema de representacion numérico estd asociado de manera significativa con
unas frecuencias bajas en la identificacion de un patrén en los problemas propuestos
(A= 0356 y z= 254), en la formulaciéon de conjeturas (A= 0,726 vy
z= 5,219) y en la generalizacion en los problemas planteados (A =-0,507 y
z= 2,983). Sin embargo, el sistema de representacion numérico se asocia con una

frecuencia superior a la media en el trabajo con términos k-ésimos de manera
significativa (A = 0,322 y z=2,05) y en la justificacion de las conjeturas (A =1,228
y z=3,597).

- La formulacion de conjetura es el tinico paso que se asocia de manera significativa
(z=2,572) al sistema de representacion grafico. La frecuencia de estudiantes que
formulan conjeturas en los problemas en los que se utiliza el sistema de
representacion grafico es superior a la media (A =0,417).

Asociacion Orden*Pasos

Los parametros estimados para el efecto orden indican que existen ciertas diferencias en
la realizacion de los pasos considerados en el modelo de razonamiento inductivo pero
que no son significativas. Como se observa en la Tabla 2, la asociacion Orden*Pasos es
la mas débil de las interacciones de dos factores. En la Figura 3 presentamos los valores
de los parametros estimados y su diferencia con respecto a la media de A .
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Figura 3. Representacion de los pardmetros estimados del efecto Orden*Pasos

El tnico paso donde se observan diferencias significativas segun el orden de las
progresiones es en la generalizacion (|z|= 3,635). Por un lado, el nimero de alumnos

que generalizan en los problemas con una sucesion de orden uno es superior a la media
(A=0,473 y z=3,635). Por otro, la frecuencia de los estudiantes que generalizan en

los problemas que involucran una sucesion de orden dos, es inferior a la media
(A=-0,473y z=3,635).

CONCLUSIONES



En este articulo se ha puesto de manifiesto la influencia de los sistemas de
representacion empleados para expresar los términos k-ésimos y el orden de las
progresiones aritméticas implicadas en los problemas en las frecuencias de realizacion
de los pasos del modelo de razonamiento inductivo.

En los problemas propuestos, la extrapolacién fue planteada como una invitaciéon no
explicita a la generalizacion. Sin embargo, en los problemas 3 y 4 los estudiantes no han
visto la necesidad de generalizar para llegar a la extrapolacion. En estos problemas, los
estudiantes no han identificado el trabajo con términos k-ésimos como un paso Util
previo a la generalizacion ni a la formulacion de conjeturas.

El bajo nimero de sujetos que trabajan con los términos k-ésimos de las respectivas
progresiones, junto con el alto indice de patrones inadecuados en los problemas 3 y 4 y
el elevado nimero de ellos que formulan conjeturas, hacen que concluyamos que, en la
mayoria de las ocasiones, los estudiantes han llegado a la formulacion de conjeturas sin
haber trabajado previamente con los términos k-ésimos y que eso ha podido ser una
razon por la que no han tenido consciencia de la no idoneidad de sus patrones.

El analisis de datos revela que el sistema de representacion numérico esta asociado a
frecuencias maximas o minimas en comparacion con los otros sistemas de
representacion empleados en los enunciados (ver Figura 2). Esto puede deberse a la
costumbre de los sujetos a trabajar principalmente en el sistema de representacion
numérico en matematicas.

El orden uno de la progresion y el sistema de representacion grafico del problema 3 son
las caracteristicas que se encuentran asociadas a frecuencias altas en la generalizacion y
en la formulacion de conjeturas, respectivamente.

El sistema de representacion verbal es la caracteristica especifica del problema 4 que
estd asociada a una frecuencia significativamente baja en el trabajo con términos k-
€simos y a una frecuencia significativamente superior a la media en la expresion de la
generalizacion.

Los resultados presentados pueden ser utilizados para trabajar con los estudiantes
diferentes pasos relacionados con el razonamiento inductivo con distintos tipos de
problemas.
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