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Resumo

Neste artigo, apresenta-se relato parcial de uma pesquisa desenvolvida com 15 alunos de cursos de Licenciatura
em Matematica de duas Instituicdes de Ensino Superior do Rio Grande do Sul, Brasil. O objetivo desta
investigacdo € analisar dificuldades encontradas por licenciandos de Matematica ao resolver uma questdo sobre
sequéncias. Como instrumento de pesquisa, foi empregado um teste composto por uma questdo sobre sequéncia
numérica, cujas respostas foram corrigidas usando as seguintes categorias: corretas, parcialmente corretas,
incorretas e em branco. A analise foi feita por meio de descricdo e comentarios das respostas, com base em
teorizacBes sobre os Trés Mundos da Matematica. De maneira geral, constata-se que os licenciandos
participantes da pesquisa apresentam dificuldades, tanto conceituais como procedimentais, relacionadas ao
conceito de limite de uma sequéncia e parecem estar, ainda, nos estagios da matemética pratica e teérica, sem
atingir o estagio da matematica formal.

Palavras-chave: Sequéncias numéricas; Licenciandos em Mateméatica; Analise de respostas.

Abstract

In this article, we present partial report of a survey conducted with 15 students of Mathematics Teacher Training
courses at two higher education institutions of Rio Grande do Sul, Brazil. The purpose of this research is to
analyze difficulties encountered by undergraduate mathematics to solve a question about sequences. As a
research tool, it was used a test composed of a question of numerical sequence, the answers were corrected
using the following categories: correct, partially correct, incorrect and no answer. The analysis was made by
description and comments of responses, based on theories about the three worlds of mathematics. In general, it
appears that the participants present difficulties, both conceptual and procedural, related to the concept of limit
of a sequence and seems to be still in the stages of practice and theoretical mathematics, without reaching the
stage of formal mathematics.
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Introducéo

O conhecimento do professor de Matematica ndo comporta apenas dominio dos
contetdos da disciplina, mas, especialmente, o conhecimento das estratégias de ensino que
propiciam ao aluno a aprendizagem de determinado contetdo. Shulman (1986, 1987)
estabeleceu categorias que formam a base do conhecimento para o ensino e, entre elas,
destacam-se: a) conhecimento do contetado; b) conhecimento pedagdgico geral; c)
conhecimento pedagdgico do conteddo, “aquele amalgama especial de contelido e pedagogia
que é exclusivamente o campo dos professores, sua propria forma especial de compreenséao
profissional” (Shulman, 1987, p. 8). Assim, um curso de formacéo de professores, além das
horas atualmente propostas pelas Diretrizes Curriculares Nacionais para a formacéo inicial
em nivel superior em cursos de licenciatura para disciplinas pedagdgicas (Brasil, 2015),
deveria, em cada disciplina de contetdo especifico, discutir as estratégias de ensino de cada
topico, em cada nivel de ensino, para que o futuro professor, além do conhecimento do
conteudo e da pedagogia, possa fazer esse “amalgama” entre tais conhecimentos, conforme
sugerido por Shulman.

O conteudo de sequéncias numéricas, apresentado em disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral e de Anélise Matematica, pode ser abordado desde o Ensino
Fundamental, quando sdo trabalhadas atividades para descoberta de padrdes, passando pelo
Ensino Médio, em que surgem nas progressdes aritméticas e geomeétricas, até o Ensino
Superior, consideradas base para o estudo de séries. Mas, como apresentar tal conteddo de
maneira que seja compreensivel pelos estudantes em diferentes niveis de ensino? Quais
metodologias de ensino sdao mais adequadas ao seu ensino? E o0 que os professores precisam
saber sobre sequéncias para entender as necessidades de diferentes propostas de ensino desse
conteudo?

Moreira e Ferreira (2013, p. 1003) consideram que a “matematica do professor”, nos
cursos de Licenciatura em Matematica, deveria estar

[...] presente, de modo natural, em diversos lugares e momentos do curriculo de
formacdo, desde as disciplinas tradicionalmente referidas como de contetdo
matematico [...] até o Estagio Supervisionado e a Prética de Ensino, a Didética,
passando, também, pelas préticas de investigagdo em sala de aula, modelagem
matematica, resolucdo de problemas, pela histéria da matematica e da educagdo
matematica, atravessando, inclusive, as discussdes sobre avaliaces e objetivos da
educacdo escolar. (grifos do original).

Nem sempre o ensino de sequéncias numéricas, em especial na disciplina de Analise,
aponta essa presenca em possiveis abordagens nos niveis basicos de ensino; assim, julga-se
que um primeiro passo para propor mudancgas nas disciplinas de um curso de Licenciatura em
Matematica € verificar se os alunos tém claros os conceitos envolvidos, para posteriormente
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planejarem suas aulas sobre tais topicos para a educacdo basica (nos estagios ou mesmo nas
suas futuras praticas). Essa verificacdo pode ser feita por meio de atividades em que o
licenciando tenha que se expressar por escrito, para que seja possivel detectar se reconhecem
padrdes em figuras, apresentam a sequéncia simbolicamente e a definem formalmente - ou
seja, se apresentam caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica (Tall, 2013) - e quais as
dificuldades que persistem.

Os estudos sobre a producdo escrita de estudantes de Matematica de qualquer nivel de
ensino e, em especial, sobre 0s erros por eles cometidos, vém sendo desenvolvidos sob varios
enfoques tedricos, de acordo com as orientacdes dos grupos de pesquisa nos quais o tema é
discutido (Borasi, 1996; Cury, 2007; Santos, Buriasco & Ciani, 2008; Barichello, 2008;
Ramos & Curi, 2014). E consenso que as maiores dificuldades na aprendizagem, no ensino
superior da &rea de Ciéncias Exatas, sdo evidenciadas nas primeiras disciplinas matematicas
constantes da matriz curricular dos cursos. Nas Licenciaturas em Matematica, os problemas
parecem maiores porque os estudantes, futuros professores de Matematica da educacéo
basica, muitas vezes mostram ndo dominar conceitos que sdo ensinados no Ensino
Fundamental e Médio.

A formacdo de professores de Matematica, inicial ou continuada, precisa levar em
conta as dificuldades dos alunos em conteudos especificos, porque imagens de conceitos
(Tall & Vinner, 1981), construidas ao longo da escolarizacdo desses estudantes, podem
conflitar com defini¢des que Ihes séo apresentadas nos respectivos cursos, constituindo-se em
uma fonte de erros que vao prejudicar a sua futura prética profissional.

Ha vérias pesquisas, realizadas no Brasil e no exterior, que enfocam o ensino de
conteddos especificos de Matematica no ensino superior, tais como equac@es (Attorps, 2006),
calculo diferencial e integral (Zubieta & Meza, 2008), limites (Hardy, 2009), geometria
hiperbdlica (Ferreira, 2011), sistemas lineares (Nomura, 2014), entre outros, mostrando a
preocupacao com a reprovacgéo e desisténcia de estudantes dos respectivos cursos. Entre os
conteldos basilares para a compreensdo da Matematica estdo as sequéncias numéricas, que,
dependendo da matriz curricular do curso de Licenciatura em Matematica, sdo abordadas em
diferentes disciplinas.

Considera-se que as dificuldades evidenciadas no trabalho com esses contetidos, por
alunos de cursos de Licenciatura em Matematica, tém se constituido em um problema que
merece ser enfrentado por meio de uma investigacdo aprofundada. Dessa forma, os autores
deste artigo, participantes de um projeto de pesquisa apoiado por Edital Universal do
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPQ)*, propuseram uma
investigacdo a partir das seguintes questfes: Quais as dificuldades apresentadas por
professores de Matematica em formagdo inicial, em relacdo ao conteudo “sequéncias
numéricas”? Como essas dificuldades se situam em relacdo aos Trés Mundos da Matematica,

4 Processo 443118/2014-0
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conforme Tall (2004, 2013)? Este artigo apresenta a primeira parte desta pesquisa, que tem
como objetivo analisar dificuldades encontradas por licenciandos de Matematica ao resolver
uma questdo sobre sequéncias numéricas.

Uma breve revisdo de livros-texto usados em cursos superiores da area de Ciéncias
Exatas, no Brasil, mostra que a definicdo de sequéncia numérica pode ser encontrada em
livros de Calculo, de Algebra ou de Analise, na linguagem natural ou simbdlica. Malta, Pesco
e Lopes (2002, p. 95) definem: “Uma sequéncia de nimeros reais € uma lista de nimeros
ordenados pelos naturais, isto €, uma sequéncia nos da um numero real que é o primeiro
termo da sequéncia, um ndmero que é 0 2° termo da sequéncia e assim por diante”. (grifo dos
autores).

Stewart (2001, p. 693) ja traz mais simbologia para a explicacdo: “Uma Sequéncia
pode ser pensada como uma lista de nimeros escritos em uma ordem definida: a1, a., as, as,
...an, ... O nimero ai é chamado de primeiro termo, a» € o segundo termo, e em geral a, é 0 n-
ésimo termo.” (grifos do autor).

Lima (1999, p.22) define uma sequéncia de numeros reais como “uma fungdo X:
N—R, que associa a cada nimero natural n um ndmero real X, , chamado o n-ésimo termo da
sequéncia”. Segundo 0 mesmo autor (p. 23), o nimero real a “¢ o limite da sequéncia (Xn)
quando, para todo numero real £>0, dado arbitrariamente, pode-se obter no € N tal que todos
0s termos Xn, com indice n>no, cumprem a condicao [x»- a| < & . (grifos do autor).

Portanto, em alguma disciplina do curso de Licenciatura em Matematica, o aluno
devera ter encontrado 0s conceitos de sequéncia, limite de uma sequéncia, convergéncia de
sequéncia e limites no infinito. Para poder trabalhar com a educacao basica, é necessario que
o futuro professor compreenda esses conceitos, pois vai encontra-los em varios conteudos do
Ensino Fundamental ou Médio. Na educagido basica, o tema “sequéncias” pode envolver,
entre outros itens, o conhecimento de aproximag6es do nimero Pi e de valores de funcGes
logaritmicas, trigonométricas ou exponenciais, bem como o préprio estudo de aproximacéo
de funcbes por polindbmios. Também pode ser aprofundado o estudo de progressdes
aritméticas e geométricas, em relacdo com problemas de Matematica Financeira. Dessa
forma, enfocando um contetdo que permite o transito entre diferentes disciplinas e niveis de
ensino, é possivel lidar com dificuldades de professores em formacéo inicial, que podem ter
sido mascaradas em avaliacdes somativas, que investigam o desempenho final do aluno, com
vistas a sua classificacdo ou certificagéo.

A fundamentacéo teorica para a analise dos dados desta pesquisa é baseada nas ideias
de Tall (2004, 2013) sobre os Trés Mundos da Matematica. Tais ideias sdo referenciadas,
brevemente, a seguir.

Pressupostos Tedricos

Segundo Tall (2004, 2013), o desenvolvimento cognitivo de um sujeito, em

Matematica, envolve trés mundos: mundo conceitual corporificado, mundo proceitual
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simbolico e mundo formal axiomatico. O mundo conceitual corporificado € relacionado a
nossa percepcdo do mundo real e a nossa agdo sobre ele. Por meio da reflex&o e do uso da
linguagem, podemos enfocar aspectos de nossa experiéncia sensorial, que nos levam a
imaginar elementos provenientes da nossa visualizacdo ou da nossa imaginagdo. Lima (2007,
p. 74) considera que a corporificagcdo “se refere a experiéncias que envolvam objetos fisicos e
observacdo, descricdo, acdo e reflexdo sobre eles”, mas também se refere a experiéncias
mentais, por meio das quais um individuo pode manipular um objeto em seu pensamento. Por
exemplo, por meio da visualizagdo de um padrdo que se repete, podemos imaginar uma
sequéncia numérica e representa-la por meio de desenhos ou de simbolos matematicos.

O mundo proceitual simbolico é relacionado ao uso dos simbolos que utilizamos em
Matematica, para indicar as acOes e percepcOes presentes no mundo corporificado. Os
simbolos representam tanto o significado dado aos conceitos quanto as acles que sdo
efetuadas. Gray e Tall (1994) fazem uma disting@o entre “processo” e “procedimento”: para
eles, “processo” ¢ usado em termos gerais, como quando se menciona o processo de adicao,
enquanto que “procedimento” se refere a um algoritmo especifico para implementar um
processo, tal como o algoritmo da adicdo. Em seguida, os autores se referem a forma como
processo e conceito sdo combinados em uma Unica nogdo, a que eles ddo o nome de
“proceito”. Por exemplo, quando um matematico estd usando a mesma notagdo para
representar tanto o processo como o seu produto, tal como no simbolo 5+4, que indica, ao
mesmo tempo, 0 processo de adicdo e 0 seu proprio resultado, a soma 9. Outro exemplo dado
pelos mesmos autores envolve a notacdo lim,, . a,, que indica tanto o processo de tender a

um limite de uma sequéncia quanto o conceito do valor do limite.

O mundo formal axiomatico ¢ o mundo baseado em propriedades, que sdo expressas
em termos de definicdes, axiomas e teoremas que formam o sistema axiomatico. As
intersec¢Oes entre os mundos gerou o esquema descrito na figura 1, adaptada e traduzida de
Tall (2013), no qual sdo detalhados esses mundos e a existéncia de trés estagios de
desenvolvimento, ndo hierarquicos, intitulados matematica pratica, matematica tedrica e
matematica formal.

A matematica pratica envolve experiéncias tais como “reconhecer ¢ descrever
figuras; dar simbolos aos elementos envolvidos; fazer calculos aritméticos ou algébricos;
enfim, atividades praticas corporificadas e simbolicas, que ndo envolvem caracteristicas do
mundo formal axiomatico”. (Macéo, 2014, p. 38).

O estagio da matematica tedrica “inclui os niveis mais sofisticados de
corporificagdo e simbolismo” (Tall, 2013, p. 19) ¢ o da matematica formal refere-se ao
“desenvolvimento de provas axiomaticas formais, baseadas em definicbes da teoria dos
conjuntos € provas matematicas de teoremas”. (Ibid, p. 19).
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FORMAL
Matematica Formal Axiomatico
Formal
Matematica Formal Provas Formal
Tedrica Corporificado combinando Simbdlico
corporificacdo e
simbolismo
Espaco e Forma Simbolico Aritmética
Matematica Corporificado generalizada
Préatica Aritmética
NUmeros
SIMBOLICO

CORPORIFICADO

Figura 1 — Interseccdes entre os Trés Mundos da Matematica
Fonte: adaptacdo pelos autores de figura elaborada por Tall (2013, p. 198)

Nem todos os individuos passam da mesma forma pelos Trés Mundos da Matematica,
porque h& influéncias diversas, de seu meio ambiente, de sua formacdo escolar e das
dificuldades que encontrou no seu aprendizado. Lima (2007) considera que, para cada
conceito, os estudantes formam imagens individuais, pois, como afirmam Tall e Vinner
(1981, p. 152), a imagem de conceito “¢ construida no decorrer dos anos por meio de
experiéncias de todos os tipos, mudando a medida que o individuo encontra novos estimulos
¢ amadurece.”

Para seu desenvolvimento cognitivo, um aluno de Licenciatura em Matemaética
precisa passar por esses estdgios e, ao fazé-lo, recorre a conhecimentos aprendidos
anteriormente, que Tall intitula “met-before” e que podem ser inerentes ao assunto a ser
apreendido ou frutos de uma aprendizagem anterior. Lima (2007) traduziu a expressdo por
“ja-encontrado”.

Lima e Tall (2008) consideram que um “ja-encontrado” pode influenciar a
aprendizagem de maneira positiva ou negativa. Um exemplo de influéncia positiva é o
conhecimento de procedimentos para simplificar fracGes algébricas, que auxiliam o0s
estudantes quando resolvem um exercicio de célculo de limite de uma funcéo racional. No
entanto, se um aluno memorizou tais procedimentos e acredita que “termos semelhantes no
numerador e denominador sdo cancelados”, ele comete erros quando “cancela” uma parcela
de uma soma com a mesma parcela em outra distinta.

Sob a influéncia representada pelas suas experiéncias anteriores, licenciandos em
Matematica, ainda que reconhecam suas dificuldades em termos de conteddos ou de
metodologias de ensino, muitas vezes ndo conseguem modificar a situacédo, pela falta de
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condigdes (de tempo, de estudos ou de orientacdo) para discuti-la. Analisar respostas que
mostram predominancia de um dos Trés Mundos da Matematica, bem como dos elementos
“ja-encontrados” que influenciam essas respostas, ¢ uma maneira de auxiliar esses
licenciandos na superacdo de suas dificuldades, de forma a ndo gerarem obstaculos a
aprendizagem de seus futuros alunos.

Metodologia da Pesquisa

Nesta pesquisa, de carater qualitativo, foram analisadas respostas a uma questdo sobre
0 contelido de sequéncias numéricas, aplicado a 15 alunos de Licenciatura em Matematica de
duas Instituicbes de Ensino Superior do Estado do Rio Grande do Sul. Os alunos
frequentavam os Gltimos semestres dos respectivos cursos, ja tendo estudado o contetido de
sequéncias numéricas em disciplina de Analise Matemaética. A questéo foi aplicada em sala
de aula, tendo sido previamente solicitada aos alunos a assinatura de Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. Cada aluno® foi identificado pela letra A, seguida de um
nUmero, para preservar seu anonimato.

A questdo € indicada a seguir:

A n Lo .
A sequéncia (an == Jtem 0S Seus primeiros termos representados na flgura
n-+

abaixo.

06T

05T ©

04+ o

031 o

01T

0.0

(a) A figura permite concluir que a sequéncia € convergente? Por qué?

(b) Considere, também, a definicdo do seu termo geral e determine qual é o limite desta
sequéncia quando n — +oo.

O item a exige conhecimento conceitual e o b, principalmente conhecimento
procedimental. No item a, espera-se que o aluno justifique que a sequéncia converge porgue,
a medida que n cresce, os valores da funcdo se aproximam de zero; essa € uma resposta

5 Para preservar a identidade dos(as) alunos(as) desses cursos de Licenciatura em Matematica, usou-se o género
masculino para mencionar cada um(a) deles(as).
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correta em linguagem natural. Mas a resposta também pode ser expressa em linguagem
simbolica: a sequéncia (an) converge para 0 porque, para cada >0, existe no € N tal que n>ng

=> |an| < £, Essas sdo, portanto, respostas corretas.

A resposta € parcialmente correta quando o aluno conclui que a sequéncia é
convergente, mas usa argumentos incorretos para justificar. E incorreta quando o aluno
considera que a sequéncia ndo é convergente ou ndo sabe decidir sobre a convergéncia.

No item b, espera-se que o aluno utilize alguma estratégia para o calculo, obtendo
~—— =0, em que o resultado e a estratégia corretamente apresentada caracterizam

limn g E
resposta correta. Considera-se que a resposta é parcialmente correta quando o aluno seleciona
estratégia adequada para o calculo do limite, mas comete erros de linguagem matematica. E
incorreta quando erra o célculo do limite ou quando simplesmente apresenta uma resposta

sem qualquer desenvolvimento.

Em cada item, a resposta € considerada em branco quando o aluno ndo escreve
qualquer expressao ou apenas copia os dados do enunciado, sem tentativa de solucionar.

Apresentacdo e Anélise dos Resultados

Por meio da correcdo, foram obtidos os resultados sintetizados no Quadro 1, a seguir,
em que as categorias de corregdo das respostas sdo indicadas por: C (correta), PC
(parcialmente correta), | (incorreta) e EB (em branco).

Quadro 1 — Categorias de respostas por aluno

Alunos | Itens da questdo | Alunos | Itens da questdo

a b a b
Al EB EB A9 [ I
A2 C PC Al10 C PC
A3 EB PC All C I
Ad I I Al2 PC I
A5 C PC Al3 PC I
A6 EB EB Al4 EB I
A7 EB I Al5 I I
A8 [ PC

Fonte: dados da pesquisa

Esses dados foram sintetizados no Quadro 2, com a distribuicdo do numero de
respostas em cada categoria:
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Quadro 2 - Distribuicdo do nimero de respostas em cada categoria

Item C PC I EB
N. % N. % N. % N. %
a 4 26,7 2 13,3 4 26,7 5 33,3
b 0 0,0 5 33,3 8 53,3 2 13,3

Fonte: dados da pesquisa

No Quadro 2, destacam-se o fato de ndo haver acertos no item b e a alta percentagem
de respostas erradas. Como a amostra é pequena, ndo foram criadas categorias de erros e a
analise é feita sobre todas as respostas, questdo por questdo, com comentarios sobre as
dificuldades apresentadas.

Para cada item, sdo apresentadas as respostas corretas, parcialmente corretas e
incorretas.

1) Itema:
Respostas corretas:

Os alunos A2, A5, A10 e All acertaram a resposta, mas apenas justificaram em
linguagem natural, com algumas impropriedades nessa linguagem. A2, por exemplo,
escreveu que “a sequéncia converge, pois quanto maior o0 ‘n’, mais proximo de zero o ponto
“an estara”. Entretanto, a, N0 € um ponto, é o valor da sequéncia, ou seja, € a ordenada do
ponto (n,an). A10 escreveu: “quanto maior o namero de n, mais proximo de zero a sequéncia
se aproxima”. Nesse caso, ha impropriedade na linguagem matematica (nUmero de n) e na
lingua natural (a sequéncia se aproxima mais préximo de zero?). All considerou que “a
figura permite concluir que a sequéncia € convergente pois ela tende para um ndmero
finito”, sem identificar este nimero.

As respostas parecem indicar uma permanéncia no mundo conceitual corporificado,
haja vista que se ancoram em explicagOes sobre proximidade e tendéncia, sem apresentar
qualquer simbolo ou defini¢do formal para a convergéncia.

Respostas parcialmente corretas:

Os alunos A12 e Al3 acertaram parcialmente a resposta: A12 precisou substituir, na
formula do termo geral, o valor de n por 1 e por 2 para se convencer de que “ela tem um valor
determinado, se aproxima de zero”, o que ¢ ndo ¢ considerada justificativa valida, pois os
dois valores encontrados, a1=0,5 e a,=0,4, ndo mostram essa “aproximag¢do” a zero. A13, da
mesma forma, precisou substituir n pelos valores 2, 4, 6, 8 e 10, para entdo se convencer de
que “a figura converge para zero”.

Ambos, ao agir sobre o objeto matemaético representado pela figura, fizeram célculos
para chegar a conclusdo sobre a convergéncia e estdo, assim, evidenciando elementos dos
mundos corporificado e simbdlico.

Respostas incorretas:
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Os alunos A4, A8, A9 e A15 responderam incorretamente. A4 considerou que a
sequéncia ndo é convergente e escreveu: “N&o, pois podemos verificar a convergéncia da
esquerda para a direita, contudo, da direita para a esquerda nao € possivel”. Considera-se
que A4 confundiu o conceito de limite no infinito com limite em um ponto, pois sua resposta
parece indicar que visualizava o ponto de abscissa zero. A8 escreveu: “pela figura
observamos que os valores dos termos decrescem a medida que n cresce, mas nao podemos
concluir que seja convergente, pois ndo sabemos o valor assumido pela sequéncia”. A9
apenas afirmou que “Sim”. A15 afirmou que “ndo, pois precisamos de mais pontos para
visualizar”.

Essas respostas indicam uma dificuldade em generalizar as informacdes dadas a partir
de uma figura e de uma expressao para o termo geral, pois esses alunos ficaram presos aos
elementos corporificados, apoiando-se, por exemplo, na “convergéncia da esquerda para a
direita”, como afirmou A4, o que parece ser, apenas, uma visualizacdo da tendéncia dos
pontos. A necessidade de “visualizar mais pontos”, expressa por AlS, também mostra essa
permanéncia no mundo corporificado.

Item b:
N&o houve respostas corretas ao item b.
Respostas parcialmente corretas:

Os alunos A2, A3, A5, A8 e Al0 acertaram parcialmente a resposta ao item b. A2

escreveu: lim,_,. = ;’H . Usou incorretamente o sinal de igualdade e ndo continuou,
(]

abandonando a expressio e escrevendo que: “n<n?+1, como o denominador é maior do que o
numerador, esta fragdo ird se aproximar de zero, mas nunca sera zero”. Nota-se que 0 aluno
tem um conhecimento conceitual de limite no infinito, mas ndo sabe encadear os simbolos de

T n

. 1
forma a apresentar uma resposta formal. A3 escreveu: “lim,, praier e b 0”. Mostra

saber qual procedimento usar, mas erra na linguagem matematica utilizada, visto que

T a0

abandona o simbolo de limite. A5 escreveu: “lim,, _,__ == 2oy = 07, em que repete a falta

do simbolo de limite e, ainda, substitui n pelo simbolo do infinito, como se fosse um nimero
para usar no calculo. A8 substituiu n por x e an por f(x), escrevendo, entdo:
X =3 o

o
“i- —_ _— — — _— 2
m, .. ———== =—=-=10
mEm kT .1+ o1

Este aluno parece conhecer o procedimento de céalculo de um limite no infinito, mas
erra detalhes da linguagem matematica. Por fim, A10 escreveu: “0 limite desta sequéncia é
zero porque quanto maiores os valores tomados para n, mais proximos de zero estdo os
resultados”. Mesmo que esteja correta a ideia, solicitava-se, no item, que o respondente
considerasse o termo geral e determinasse o limite.
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Esses alunos mostram, portanto, que conseguem desenvolver atividades
corporificadas e simbdlicas, mas ndo conseguem, ainda, transitar pelo mundo formal
axiomatico.

Respostas incorretas:

Oito licenciandos erraram a resposta a esse item. A4 e Al3 apenas escreveram as
respostas: A4 indicou que “a sequéncia tende a zero”, sem qualquer calculo ou justificativa.
A13 escreveu: “Sim, a figura converge para zero”. A7, A9, All e Al4 indicaram a mesma
resposta, s6 que com simbolos: A7, All e Al4 escreveram: “lim # = 0" e A9 ainda

T —H0

errou a indica¢do da sequéncia, escrevendo apenas: “lim, _, n = 0"; ndo houve, portanto,
a0

Mo Ty pfaq

justificativa para a resposta. A12 escreveu: “lim = 1” ¢ AlS indicou que

T

“lim, ., ——= 0" e depois listou as substituicbes de n por 1, 10, 100 e 1.000, com 0s

R !
respectivos calculos do limite, para concluir: “O limite pela direita se aproxima de zero”.

Ainda surgem caracteristicas do mundo corporificado, como na resposta de Al5, que
precisou substituir n por varios valores numéricos para dar a resposta; 0os demais alunos que
erraram parecem entender que devem operar com 0s simbolos, ou seja, transitar pelo mundo
operacional simbolico, mas ndo sabem desenvolver os procedimentos.

Numa sintese das respostas ao item a, considera-se que a maior parte dos participantes
mostram nao saber expressar o conceito de sequéncia convergente em linguagem simbdlica,
haja vista que nenhum deles indicou a definicdo formal, com uso de e. Reconhecem a
convergéncia na figura, até conseguem visualizar o ponto de convergéncia, mas permanecem
no estagio da matematica prética.

Ja no item b, as tentativas de usar simbolos para calcular o limite da sequéncia
esbarram em dificuldades com a linguagem matematica; assim, parece-nos que os alunos
ainda estdo no estagio da matematica pratica, pois ndo houve qualquer “demonstracio
formal” para justificar a resposta sobre o limite da sequéncia.

Nas respostas a ambos os itens, também é possivel apontar “ja-encontrados” que
influenciam positiva ou negativamente as justificativas dos alunos. Na resposta ao item a,
por exemplo, consideramos que A4, ao escrever “N&o, pois podemos verificar a
convergéncia da esquerda para a direita, contudo, da direita para a esquerda nédo é
possivel”, usou um conhecimento inerente ao assunto “limite”, mas pode ter pensado na
representacdo geométrica de limite de uma funcdo em um ponto, como a da funcéo dada por

f(x) =— | indicada na figura 2:

x—2 '’
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Figura 2 - Representacao gréfica da fungdo f(x) = f

Fonte: elaboracéo dos autores

Esse “ja-encontrado” pode ter influenciado o respondente quando visualizou o grafico
da sequéncia e pensou em termos de limite a esquerda e a direita.

Ja A2, na resposta ao item b, pode ter usado um conhecimento anterior, de que o valor
de uma fracdo com numerador e denominador positivos e denominador maior que 0
numerador estd entre 0 e 1; assim, justificou corretamente a convergéncia da sequéncia,
apesar de ndo saber usar representac@es simbolicas para o calculo do limite.

Outra dificuldade que pode influenciar negativamente a aprendizagem dos futuros
alunos desses licenciandos é relacionada ao sinal de igualdade. Ponte, Branco e Matos (2009)
consideram que ha& pelo menos trés significados para o sinal de igualdade, relacionados a
nocao operacional, a ideia de equivaléncia e a noc¢éo de relacéo.

O primeiro significado é o mais usado nos anos iniciais, como, por exemplo, quando
“os alunos realizam opera¢des de um modo sequencial, da esquerda para a direita, usando o
sinal de igual tanto como “separador” entre dois raciocinios como para introduzir um novo
resultado” (Ponte, Branco & Matos, 2009, p. 22).

Trivilin e Ribeiro (2015) consideram que, em listas de exercicios do tipo “3+4=", os
alunos “aprendem que devem armar e efetuar a operagao e, na sequéncia, dar a resposta apos
o sinal de igualdade.” (p. 45, grifo dos autores).

Outro significado, ligado a ideia de equivaléncia entre expressdes, é 0 que aparece em
equagdes, como, por exemplo, 5+x=13, em que se pergunta qual o valor de x que torna
equivalentes as expressdes nos dois membros. Finalmente, como sinal indicativo da nogdo de
relacdo de dependéncia entre duas varidveis, aparece em equacdes do tipo y=x+7.

Kieran (1981) comenta que, frequentemente, os alunos usam o sinal de igual apenas
como um “link” entre diversos passos ¢ exemplifica um erro realizado por estudantes de
curso superior, ao calcular a derivada de uma funcdo: os alunos encadearam o sinal de
igualdade desde a expressdo “y=f(x)” até o resultado final da derivada da fungdo f,

desenvolvendo os passos da derivacao e ligando-os com o sinal de igual.
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Tambeém analisando significados atribuidos a igualdade, Badaré e Lima (2011) trazem
sua interpretagdo conforme a teoria dos Trés Mundos da Matemaética. Assim, no mundo
corporificado, “quando o sinal de igualdade é encontrado, ele ¢ relacionado a coisas
concretas, como indicar o resultado de uma contagem ou o lugar onde a resposta de uma
expressao deve ser colocada” (p. 3).

Ja no mundo simbolico, quando Gray e Tall (1994) se referem a forma como processo

e conceito sdo combinados em um “proceito” ¢ exemplificam com a notac¢ao "lim,__ a,",

parecem estar indicando que os alunos entendem a notacdo como o préprio processo e talvez
por esse motivo tendem a encadear passos, como no exemplo dado por Kieran (1981), citado
acima, e como nos erros cometidos pelos alunos A3, A5 e A8, ao responderem ao item b da
guestdo proposta nesta pesquisa.

No mundo formal, segundo Badar6 e Lima (2011, p. 4), o simbolo de igualdade
“extrapola o entendimento que lhe ¢ dado no mundo simbdlico, passando a ser entendido
como a indicacdo de uma verdade, resultado de uma prova, ou entdo, algo que ainda precisa
ser provado para alcangar essa situagao”. Esse entendimento da igualdade parece néo ter sido
atingido pelos participantes desta pesquisa, porque a énfase das respostas ao item b foi no
calculo, no encadeamento das expressdes encontradas. Suas dificuldades, simboélicas e
formais, podem ter feito com que nenhum dos 15 alunos respondesse corretamente a esse
item da questao.

CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa aqui relatada faz parte de uma investigagdo maior, apoiada pelo Edital
Universal do CNPq, que, além da analise de erros cometidos por licenciandos em questdes
sobre sequéncias, propde-se a desenvolver atividades sobre sequéncias numéricas para serem
aplicadas em aulas de Célculo ou Analise dos cursos de Licenciatura em Matematica das
instituicbes envolvidas na pesquisa.

Pela analise que foi feita sobre as respostas a questdo apresentada neste artigo,
concluimos que esses 15 licenciandos estdo ainda no estadgio da matematica préatica, pois
precisam apoiar-se em elementos corporificados para justificar suas respostas; além disso,
parecem, também, ter dificuldades relacionadas a linguagem matematica que, talvez, nédo
tenha sido suficientemente trabalhada em suas aulas ou, ainda, que o sinal de igualdade e o
simbolo de limite, em seus significados como operadores, podem ter influenciado
negativamente as respostas.

Ball, Thames e Phelps (2008, p. 395), com base nas ideias de Shulman, propuseram
uma categorizacdo para o conhecimento matematico para o ensino, entendido como “o
conhecimento matematico necessario para levar adiante o trabalho de ensinar matematica”.
Esses autores consideram, inicialmente, que muitos estudos questionam o que os professores
precisam saber, quais conteudos devem compreender. Mas, por Ihes parecer ébvio que 0s
professores precisam saber contedos e procedimentos que vao lecionar, decidiram
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determinar “que mais os professores precisam saber sobre matematica e como e¢ onde os
professores podem usar tal conhecimento matematico na pratica” (Ibid., p. 395).

Pelos resultados desta pesquisa, parece que esses futuros professores estdo ainda
ancorados no mundo corporificado, apresentando alguns elementos do mundo simbdlico,
mas com dificuldades que precisam ser superadas antes de trabalhar com estudantes da
educacdo béasica. Em cursos de formagdo de professores, consideramos que € necessario
fazer uma “jornada” pelos Trés Mundos da Matematica, em relagdo a qualquer dos conceitos
e procedimentos apresentados, iniciando com atividades de matematica pratica, apoiadas em
figuras e simbolos ja conhecidos, para, aos poucos, atingir o estagio da matematica formal.

Espera-se que o futuro professor tenha conhecimento do formalismo envolvido nos
conceitos e demonstracGes sobre sequéncia, mas, como apontam Fiorentini e Oliveira (2013,
p. 925), “o professor precisa saber que uma demonstragdo ndo deve ser, necessariamente,
sempre formal e fazer parte de um sistema axiomatico”. Entretanto, para que tenha
consciéncia dessa possibilidade, esse futuro professor precisa ter, durante Sseu curso,
oportunidade de compreender os significados dos conceitos em cada um dos mundos.

Em um curso de formagéo inicial de professores, acreditamos que os docentes
formadores podem proporcionar atividades que levem em conta ndo s6 0 conhecimento
formal, mas também os melhores exemplos e a melhor abordagem metodoldgica para que 0s
futuros professores possam justificar afirmativas, verbais ou escritas, que serdo apresentadas
aos alunos.

No tocante as sequéncias numéricas, por exemplo, o futuro professor pode passar pelo
mundo corporificado, trabalhando com padrdes e generalidades, para mais adiante entender o
simbolismo envolvido nas definicdes e propriedades e, finalmente, atingir o mundo formal,
trabalhado, por exemplo, em disciplinas de Analise Matematica. Ao preparar suas aulas
sobre sequéncias, o professor vai precisar voltar aos trés mundos e transitar entre eles, para
ter consciéncia das suas especificidades. Essas oportunidades de ir e vir entre os Trés
Mundos da Matematica devem ser estimuladas pelos docentes formadores, em qualquer
conteddo trabalhado nas disciplinas.

Considera-se que as discussdes sobre dificuldades de licenciandos em Matematica
deveriam ser estimuladas, para que a formacao inicial os capacite a apresentar os contetdos
da educagdo basica de uma forma que passe pelos Trés Mundos da Matematica e que
envolva metodologias variadas e exemplos adequados ao nivel de ensino dos alunos da
educacdo basica. Dessa forma, acreditamos ser possivel, nos cursos de formacéo inicial de
Matematica, proporcionar a base para uma préatica profissional adequada a escola atual, com
todas as suas especificidades e necessidades.
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