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RESUMO: Neste trabalho traduzimos parte do livro do jesuita genovés
Gerolamo Saccheri (1667-1733) denominado Euclides ab omni naevo vindicatus:
sive conalus geomelncus quo stabiliunlur prima ipsa universae Geometrae Prin-
cipia (Mildo, 1733) e tecemos alguns comentdrios sobre o mesmo,
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ABSTRACT: We translated part of the Saccheri’s book Euclides ab omni nagvo
vindicalus: sive conalus geometricus quo stabiliuntur prima ipsa universag
Geomelriae Principia (Mildo, 1733) and did some remarks about it.
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1. Introdugdo

E conhecido o valor histérico do livro de Saccheri (1667-1733) denominado
Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conalus geometricus quo stabiliuniur prima ipsa
universae Geomelriae Principia (Milao, 1733). Nele, Saccheri estuda o chamado pos-
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tulado das paralelas de Euclides. Acreditamos que esse fato justifica a nossa tradugdg.
de parte dele. Além disso, temos mais trés outros motivos que justificamos abaixo,

Primeiro, pelo carater inovador da obra. A partir do século XVII, a obra de
Euclides, apesar de ser considerada modelo de axiomalizagdo para as teorias ma';
tematicas, comegou a sofrer criticas. Algumas dessas vinham desde a Antiglidade
e referiam-se ao quinto postulade, ou como & mais conhecido, o postulado das "
ralelas. A sua formulagéo sugeria ser ele mais um teorema que um axioma, Outras.
criticas, de ordem formal, faziam restricdes ao excessivo uso de demonstragoes po ]
absurdo na obra de Euclides, dada a posig#o contraria de Aristételes a esse lipo dﬁ
raciocinio. Embora o estagirita reconhecesse que demonstragdes por absurdo po-
deriam sempre ser convartidas em diretas, afirmava que eslas ultimas eram preferi-
veis aguelas. Com Descartes e o rigor do método analitico houve uma tendéncial
geral que pregava a transformagao de todas as demonstrac@es da geometria em di-
retas. Honrosa excegdo consistiu na tradigao pedagdgica jesuila ao aceilar, sem
maicres restrighes, o raciocinio por absurdo. Segundo GARDIES (1991, p. 166) ‘gl
reconhecimento da plena legitimidade deste tipo de demonsiragdo tornou-se uma
constante da tradigdo pedagdgica da Companhia de Jesus: J& na metade do séculg’
XVIl, o padre Tacquet, em seus Elementa euclidea geomeriae planae ac sah'daa,:
acrescenta um apéndice onde mostra que a verdade se deixa deduzir diretamente
do falso”. Saccheri foi o primeiro gedmetra ocidental a tentar uma demonstragao pnr:
absurdo para o quinto postulado, o que o conduziu a um novo tipe de geometria,
apesar de ele ndo o ter percebido, .

O segundo motive que nos levou a esse empreendimento fol o fato de poder-
mos observar pela analise de Evclides defandido de todo afague como as crengas
de Saccheri acerca da verdade absoluta da geometria euclidiana - como o proprio
titulo indica - interferiram em sua obra, fazendo-o usar hipdteses implicitas para ne-
gar a existéncia da nova geomelria a qual seus trabalhos conduziram.

O terceiro e dltimo motivo relaciona-se 4 dificuldade de encontrar esta obra dis-
ponivel em uma tradugdo portuguesa. Quando estavamos elaborando nossa disser-
tagdo de mestrado sobre as geometrias ndo-euclidianas (BRITO, 1995) deparamo-nos
com a necessidade de analisar a obra do padre jesuita’. Apesar de termos uncuntm.-.
do alguns extratos dessa obra em alguns livros (SMITH, 1959; TRUDEAU, 1987;
BONOLA, 1955), conseguimos apenas um no qual a primeira parte de Euclides de-

1.Esstan tradugdo ulilizada no presente lexto. Ao elaborarmos agquala dissanachio de mestrado infarass
sava-nos particularmante traduzir o prefdcio da obra de Saccheri e os leoremas que conduziam & lm-
possibilidade do dngulo obtuso. O prafdcio foi traduzide a partir do texto em alemdo contido no lvig
(ENGEL o STACKEL, 1368) enire &5 paginas 45 g 47. A radugdo dos teoremas foi feita a partir dnt'
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fendidoe de lodo atague era apreseniada integralmente. Este livro estava escrito em
alemdo (ENGEL e STACKEL, 1968)".

A seguir, apresentamos uma tradugdo do prefacio da obra de Saccheri acom-
panhada dos teoremas que, segundo ele, conduzem a uma demonstragao do quin-
to postulado no caso do angulo obtuso. Devido ac fato de termos um objetivo pe-
dagégico quando realizamos a tradugio dessas demonstragdes, acabamos inse-
rindo algumas explicagdes as mesmas e omitindo alguns lecremas, como podera
ser observado pela numeragao das proposigdes, j& que elas acompanham aque-
las de Saccheri.

2. Tradugao do Prefacio

Euclides defendido de todo ataque
Gerolamo Saccheri

Agqueles gue estao familiarizados com a matematica e, em particular, com
a geometria, reconhecem os méritos dos Elementos de Euclides. Testemunham
esse fato, entre outros, Arquimedes, Apolénio, Teoddsio e inumeros outros ma-
tematicos desde a Antiglndade ale os nossos dias, cujas obras tém por funda-
mentos o trabalho de Euclides. Contludo, apesar de seus méritos renomados,
gedmelras encontraram algumas imprecisdes, das quais mencionaremos, de ini-

cio, trés,

A primeira, diz respeito a uma observagio de Clavius sobre a redagdo do a-
xioma das paralelas onde Euclides afirma que “se uma rela incidente sobre duas ou-
Iras retas forma com elas dngulos internos e do mesmo lado menores que dois re-
fos entdo, essas duas relas prolongadas encontar-se-do do lado em que a soma dos
dngulos internos for menor”.

Certamente ninguém duvidaria do teor de verdade dessa afirmagao. Contu-
do, as criticas a Euclides derivam do fato de ele ter qualificado essa afirmagao como
se o leor dela fosse lacilmente subssumido e, além disso, usa-la somente na de-
monstragdo do teorema 29. Talvez, por isso, ndo poucos, ao longo da histdria, ten-
laram deduzi-lo como um lecrema a partir dos demais axiomas.

£. Este livro pode ser anconirado no Institulo de Matemdtica, Estatistica ¢ Ciéncias da Computagdo (IMECC)
- UNICAMP.

4. A formulagdo usada modemamente: “por um ponto fora da urna reta passa uma dnica paraiela a uma reta
dada® é devida a John Playfair (1748-1818),

ZETETIKE = CEMPEM - FE/UNICAMP - v. 6 - n* 10, = Jul./Dez, de 1958 107



As tentativas de demonstrar a proposigdo de Euclides como um tecremg
constituiram tarefa a que se propuseram muitos gedmelras ao longo da historia. In-
tuitivamente, Euclides considerava paralelas as relas coplanares que, prolonga--
das indefinidamente, jamais se encontrariam. Alguns dagqueles gedmetras subsfj-
tuiram aquela proposigéo por outra que afirma que retas paralelas sdo relag
coplanares eqiidistantes, isto &, que os segmentos de perpendiculares a elas, com-
preendidos enire as mesmas, s30 congruentes. '

O problema relativo ao axioma das paralelas surge a partir do teorema 29
do livro | de Euclides e, conseqiientemente, em quase toda sua formulagéo da gau.-
metria. Alem da formulagao de Euclides, varios autores usaram versdes equivale
tes & as empregaram nas demonstragbes das demais proposigdes da geometria..

Posto isso, o leitor podera compreender o objetivo do primeiro livro de mey
tratado. Uma explicagdo detalhada de ludo o que foi exposto acima precede o
axioma 21 de meu livro.

Vou dividi-lo em duas partes. Na primeira seguirei os passos de meus.
antecessores sem me preocupar com a natureza ou nome daquela linha na qual
os pontos distam igualmente de uma dada reta imaginaria. Sem qualquer sombra
de duvida, precisarei apenas do discutivel axioma de Euclides. Por isso, gu ndo
usarei os resultados anteriores do primeiro livro de Euclides nem os teoremas 27
e 28, nem mesmo o 18 e 0 17°, exceto onde se trata claramente de uma porgao do
plano limitada por um Iridngulo. Na segunda parte, provarei, para dar uma nova
redagdo ao axioma de Euclides, que a linha cujos pontos dista igualmente de uma
reta dada @ uma linha reta. Todos entenderio que os fundamentos da geometria,
a partir dai, devem passar por um exame severo. Passaremos agora as duas ou-
tras imprecisdoes encontradas na obra de Euclides.

A primeira trata da sexta proposigao do quinto livro sobre grandezas propor-
cionais, a segunda consiste na quinta explicagdo do sexto livro sobre as relagtes.
Esle sera o0 meu alvo dnico do segundo livro: discutir profundamente as explica-
¢oes de Euclides e mostrar, ao mesmo tempo, que a obra de Euclides foi injusta-
mente criticada.

E oportuno ainda observar que provarei nessa ocasido uma certa proposis
¢do gue pode ser utilizada em toda a geometria, sem que se necessite tlaquelg'
axioma cuja utilizagdo torna-se necessaria a partir do teorema 18 do quinto livro.

4. Saccheri faz essa ressalva, tendo em vista que o lecrema 17 & a reclproca do postulado das paralelas e
o5 teoremas 16, 27 & 28 podem ser demonsirades faciimente com o wso de tal postulado. Euclides, po;
rém, ndo o ulllizou nessas demonstragdes.
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Teoremas

{Proposigao | e Corolério 1): “Se um quadrilatero tem os angulos conseculivos
A e B retos, & os lados AD e BC congruentes, entdo o angulo C & congruente ao an-
gulo D; mas se os lados AD e BC forem de medidas diferentes, entdo enlre os dois
angulos C e D sera maior o que for adjacente ao menor lado, e vice-versa.”

Vamos fazer primeiro a demonstragao referente ao caso dos lados AD e BC
serem de medidas iguais, como mostra a ligura 1.

i 1 Figura 2
Figura D

iy B A

Liguemos os pontos Ae C e depois D e B. Consideremos os triangulos CAB e
DBA. A seguir, pela proposigao 4 dos Elementos - ‘se dois triangulos tém dois lados
iguais e 05 angulos respectivamente formados por estes lados forem congruentes,
entao os triangulos sao congruentes’ -, temos que AC e DB sao congruentes.

Consideremos os tridngulos ACD e BDC. Pela proposi¢éo euclidiana - 'se dois
tridngulos tém todos os lados correspondentes congruentes, entao estes trizngulos
sdo congruentes’ -, segue gue os angulos ACD e BDC sao congruentes.

Suponhamos agora que as medidas de AD e CB sao diferenles, como mos-
tra a figura 2
Consideremos DA>CB. Queremos mostrar que £ CDA < £ DCB.
Marquemos E sobre DA de forma que EA=CB.
Tracemos EC
£ CDA < £ CEA , pois, em um tridngulo, o maior lado € adjacente ac menar angulo. I1sso
nos & garantido pela proposigao 18 dos Elemenios.
< CEA = # ECB, pelo teorema que acabamos de demonstrar.
Por construgdo, « ECB < £ DCB.
Portanto, pela propriedade transitiva, £ CDA < £ DCB.

Se DA< CB, mostramos de maneira andloga que £ CDA > £ DCB,
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Por hipétese, seja o tridngulo ABC (figura 4}, no qual dois lados - por exemplo
AB e AC - foram bissectados em D e E. Desenhemos DE e a prolonguemos nos dois
sanlidos. Assim, determinaremos a reta /. Tracemos as perpendiculares a | pelos pon-

Como estamos considerando iguais as medidas das perpendiculares, entfg,
os Angulos CDA e DCB serao necessariamente congruentes. Pela hipotese eucli-
diana - ‘a soma dos angulos internos de um lridngulo @ igual a 180" - os angulos
C e D sao também retos. Desse modo, se os considerarmos oblusos ou agudos, es-

taremos negando o quinto postulado. Se chegarmos em algum absurdo, teremos Figura 4
demonstrado o guinto postulade. Dessa maneira, trabalhamos com as hipoteses des-
ses dois angulos serem obtusos, e depois com a de serem agudos. A

{Proposigao lll) : *No quadrilatero isésceles com dois angulos consecutivos:
retos teremos, de acordo com a hipétese do angulo reto, ou do dngulo obtuse, ou D E
do angulo agudo, respectivamente AB = CD, ou AB > CD, ou AB < CD"

G
De fato, pela hipétese do &ngulo reto, segue imediatamente que AB = CD. F
Para demonstrarmos a lese do dngulo obluso, consideremos o quadrilatero ABCD!
e tracemos MM', a mediatriz de AB, conforme a figura 3.
O segmento MM’ divide o quadrilatero ABCD em dois oulros congruentes, E C
com angulos retos em M e em M.
tosBeC.
Figura 3 .
’ Agora, tracemos a perpendicular a reta | pelo ponto A (figura 5). Assim, de-
M ~ terminamos o ponto H sobre a reta /. Ha trés casos a considerar. O ponto H pode estar
P = antre D & E, ou pode coincidir com o ponto D ou pode estar fora do segmento DE.
Como em nossos estudos ja vimos que, nos trés casos, chegamos a mesma conclu-
sdo, mostraremos somente um deles: o primeiro ¢aso.
B Hestdentre DeE,
A M Figura 5
Se # ADM' é obtuso, entao £ ADM' > <~ DAM, assim leremos, pela proposigio A
anterior que AM = DN, e, da mesma forma concluimos que BM » CM'. Portanto, AB> CD.
Da mesma maneira, demonstramos que, pela hipdlese do angulo agudo, teremos.
AB < CD. Por redugio ao absurdo, dempnstramos o teorema inverso a esse. F D E &
Para facilitar a comunicagio, vamos chamar de "angulos do topo"* a esses’ H
dois o5 quais podem ser ou retos, ou obtusos, ou agudos e que sio oposios aos dols
angulos relos formados pelas perpendiculares a base.
(Proposigdo 1X): “Segundo se verlfique a hipotese do angulo reto, a do an- g c

gulo obtuso ou a do agudo, a soma dos angulos de um tridngulo sera respectiva-
mente igual, maior ou menor que dois retos.”

Por construgdo, temos que os tridngulos BFD e AHD sao congruentes, o que
implica que FB = AH
4 CGE e o A AHE s8o congruentes

5. Expressio utilizada por Trudeaw (1987 132) para relesii-se acs dngulos opostos aos dois dngulos ri=
los formados pelas perpendiculares.

1
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GC = AH
=]

FB=GC

Portanto, GFBC é um quadrilatero cujo lopo & BC. Demonstramos a primeira

parte do tecrema. Na seqiéncia, demonstraremos a segunda parte.
1) £ DBF = # DAH, por congruéncia de triangulos (FED & HAD).

2) £ DBF + # ABC = ~ DAH + £ ABC, pelo axioma 2 aplicado ao passo an-
terior.

3) £ ECG = £ EAH, por congruéncia de triangulos.

4) £ ECG + £ ACB = £ EAH + £ ACB, pelo axioma 2 aplicado ao passo an-

terior.

§) £ DBF +£ ABC +£ ECG +£ ACB =~ DAH +# ABC+~ EAH +~ ACB, pelo
axioma 2 aplicado aos passos 2 e 4.

Portanto, £ FBC + 2 GCB =/ BAC + ~ ABC + £ ACE .

Assim, concluimos que a soma dos angulos internos de um tridngulo pode
ser malor, menor ou igual a dois retos.

Vamos demonstrar o absurdo dessa hipdtese para o caso do angulo obtuso.
Para isso, comegaremos demonstrando a seguinle proposigao:

(Proposigao Xll): "Se a soma das medidas dos dngulos internos de um trian-
gulo for maior que dois retos, entdo uma perpendicular e uma obliqua a uma mes-

ma reta se encontram”.

Figura 6
An
-
C
Al D
A A B An
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Sejam AC e BD duas retas: a primeira obliqua e a segunda perpendicular & reta
AB (Figura 6). Sobre AC, do lado do éngulo agudo £ CAB e da perpendicular BD, to-
mamos o segmento arbitrario AA e construimos sua projecao AA’ sobre AB. Se o pon-
to B estiver entre AA’  a damnns!ral;in & imediata. Caso contrario, determinamos um
numero n bastante grande para que o enésimo multiplo de AA’ seja maior que AB.
A seguir, sobre o lado AC, do lado de AA , construimos AA m::lllipla de AA , segun-
do o namero n. Tragamos a partir do pnnio A a perpendmuiar A A. sobre hE Forma-
mos o tridngulo AA A' | cuja soma & maior quE dois retos. Como, pnr construgdo, o £
BAA éagudoeo Z AN’ A éreto, entdao o £ AA A' & obtuso. Sabemos que o maior
ingu!ﬂ se opbe ao maior lado - pela proposigao 18 dos Elementos. Temos:

AA' > Aa |

AA_> AB por construgao;

Pela propriedade transitiva, M‘ﬂ:- AB;

Portanto, BD perpendicular ao lado AB encontrara a reta AA obliqua a AB.

O passo seguinte de nossa demonsiragao é utilizar duas retas a e b, corta-
das por uma transversal ¢, formando angulos internos, do mesmo lado, ndo suple-
mentares e verificar o que ocorre na hipétese do angulo obtuso.

Utilizamos a seguinte figura:
Figura 7

c

A H

Sejam AB e CD duas retas cortadas pela rata AC.
Suponhamos, por hiptese, que: 1) £ BAC + £ ACD £ 1807 ;
2) a soma das medidas dos angulos Internos do triangulo & maior que 180%

Entao, um dos angulos £ BAC ou £ ACD, suponhamos, o primeiro, sera agu-
do. A partir de C, tragamos uma perpendicular CH sobre AB. No triangulo ACH, em
virtude das hipdteses feitas, teremos £ HAC + £ ACH + ZCHA > 180°.
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Paorém, também por hipdtese, lemos £ BAC + £ ACD < 180%
Combinando estas duas relagdes obtemos: © CHA > £ HCD.
Como £ CHA é reto, o £ HCD é agudo.

Pelo tecrema que acabamos de demonstrar, podemos concluir que as retas
AB, perpendicular a CH, e CD, obliqua a CH, se encontrarde. Ou seja, com a hipg-
tese do Angulo obtuso, demonstramos que o quinto postulado & verdadeiro. Portan-
to, por redugdo ao absurdo, concluimos que a hipétese do dngulo obtuso é falsa.

3. Consideragies acerca da obra de Saccheri

Pelo exposto acima, podemos concluir claramente que Saccheri ndo teve uma
visao precisa do significado de sua obra, como afirmamos inicialmente. De fato, ele
nem de longe percebeu que ela se conslituiria no germe de uma das mais fecun-
das descoberlas de todo o pensamento humano &, em particular, no campo restrito
da geomaetria.

As conseqiéncias dos trabalhos de Saccheri, bem como dos de Riemann,
Lobalcheviscki, Bolyal e outros fogem ao escopo desse trabalho. Contudo, para en-
cerrar, ressaltamos o papel das obras desses autores para o desenvolvimento do
modernc método axiomatico e sua influéncia nos fundamentos da matematica, da
ldgica e da filosofia das ciéncias formais que ditaram lodo o caminho destas cién-
cias, a partir da segunda metade do século XIX.
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