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RESUMO: Os autores acreditam que uma nova abordagem dos sistemas numé-
ricos deve ser construida especificamente voltada para a formagao de profes-
sores. Tal abordagem leria que partir fundamentalmente da problematizacao das
rapresentagdes conceiluais jd existentes entre os licenciandos e chegar a uma
visao global do conjunto R que efetivamente instrumentalize para o ensino.

Para conhecer melhor essas imagens conceituais, fol aplicado um questiona-
nao a 84 alunos dos cursos de Matematica da UFMG & da UFSC & os resulta-
dos sio analisados neste antigo. O significado da incomensurabilidade de dois
segmeantos, o senfido e a necessidade dos iracionais passam ao largo de qua-
se lodas as respostas. Esse parece ser o ponto central das dificuldades na
compraensdo de uma série de conceilos ligados a estrutura dos reais.
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ABSTRACT: Real numbers: conceplions of perspective mathematics teachar

The authors believe that a specific approach to the numeric sistems - especially
designed for the teaching degrees - should be developed. They propose that such
an approach should spring from whalever conceplual idealizalions are currant
among undergraduate students and reach a global understanding that will actually
ald teaching at the fundamental and high school level.
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This article presents some analysed results of a survey conducted among 84
students of Mathematics with the Federal Universities of Minas Gerais and
Santa Catarina, Brazil, aimed at a greater understanding of their “conceptual
images” about the set of the real numbers. It was noted that very few studenls
are aware of the meaning of the incomensurability of two line segments, and the
cansequent need for the irracional numbers. This may be the core of the usual
difficulties tound among Brazilian students to comprehend various concapts
related to the structure of the real number set.

KEYWORDS: Teacher training; Prospective Mathematics Teacher; Mathematics for
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Introdugao

A literatura existente em portugués sobre o ensino-aprendizagem dos nume-
ros irracionais e reais € escassa. Pesquisas que procuram caplar as concepgies de
alunos, professores da escola basica e licenciandos sobre numeros irracionais,
incomensurabilidade, representagdo decimal infinita, continuidade, etc., quando exis-
tem, ndo sao acessiveis. Apos um extenso levantamento bibliografico sobre o assun-
to encontramos apenas trabalhos produzidos no exterior. TALL, (1994), TALL e
SCHWARZENBERGER (1978), J. ROBINET (1986), FISHBEIN, TIROSH & HESS
{1979), FISHBEIN, JEHIAM e COHEN (1995), séo exemplos de trabalhos que pro-
curam conhecer as concepgdes dos alunos sobre nogdes subjacentes ao conceito
de numero real. Estes trabalhos sdo muito interessantes e dleis para qualquer es-
tudioso do assunto, mas nao refletem necessariamente, nem completamente a rea-
lidada no Brasil. Para que se possa formar uma massa de informagdes mais com-
pleta referenciada na nossa realidade e comparar os resultades, além de conhecer
& analisar outros angulos de visdo, achamos importante que se amplie, aqui, o vo-
lume de trabalhos nessa direcao.

Os numeros reais sao tema de fundamental importancia na formagéo do profes-
sor de Matematica. Se, por um lado, o aluno que entra para a Licenciatura nao tem ainda
uma vis&o ledrica mais abrangente sobre os numeros reais, por outro, ele possui uma
experiéncia escolar de varios anos ao longo da qual construiu certas “imagens
conceituais” (TALL e VINNER, 1981)- corretas ou ndo do ponto de vista da tearia mate-
matica - que constitluem o seu saber sobre este conjunto numérico. Detectar essas ima-
gens torna-se extremamente importante, do ponto de visla da agao didatico-pedagdégi-
ca, na medida em que elas sdo “psicologicamente resistentes” (FISHBEIN, JEHIAM e
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COHEMN, 1985) e, quando ignoradas no processc de ensino, podem se transformar em
obstaculos para a aprendizagem. E ingenuidade acreditar que os alunos véo abando-
nar suas imagens, construidas ao longo da vida escolar, para substitui-las de imediato
por uma definigdo formalmente correta apresentada pelo prolessor de um curso de Ana-
lise na Universidade. De um modo geral, o aluno tende a manler as suas imagens
conceituais @ acrescentar a elas uma versao (possivelmente distorcida) da definigéo for-
mal apresentada. Dessa forma ele constrdi uma espécie de mosaico com varias repre-
sentagdes de um determinado conceito recorrendo a uma ou outra dessas representa-
goes, dependendo das circunstancias. Um aluno do 5.° periodo da Licenciatura em Ma-
temdtica da UFMG, respondendo a uma questdo, em sala de aula, explicita essa dina-
mica. A questio @ a seguinte :

Marque a alternafiva correta; a) 0,999, <1 b)0,999..tendeal ¢)0,999.. =1.

A resposta do aluno foi:

= Existe uma justificativa matematica, uma demonstragdo através de operagdes
com dizimas periddicas e fragdes que prova que a igualdade (c) & verdadei-
ra, Ndo me recordo dela agora, mas sei que & verdadeira. Num primeiro mo-
mento tem-se o impeto de achar que todas as afirmativas sdo satisfatdrias. Na
verdade eu ainda acho (grifo nosso) que as duas primeiras nao sao falsas,
pois, dentro do que & passado no 1.2 e 2.7 graus, elas tém uma logica bas-
tante aceitavel.

D. Tall comenta sobre o ensino de Matematica na Universidade:

.. a logical presentation may not be appropriate for the cognitive development
of the learners. Indeed, much of the empirical theory reported in the later
chapters of this book reveals cognitive abstacles which arise as students
struggle to come to terms with ideas which challenge and contradict their
current knowledge structure. Fortunalely, we are also able to repor! empirical
evidence that appropriate sequences of learning and instruction designed fo
help the student actively construct the concepls can prove highly successful.
(TALL, 1991, cap.1, p. 3).

A questdo que se impde, entdo, na formagao matematica do futuro professor,
& o estabelecimento de uma seqiéncia didatico-pedagdgica eficaz que substitua a
seqléncia puramente légico-formal usualmente adotada.. Para a elaboragao dessa
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sequéncia didética é fundamental conhecer e analisar as imagens que os alunos pos-
suem sobre os conceitos a serem trabalhados. Esse procedimento, ndo usual no es-
paco da formag@o matematica dentro das Licenciaturas, consiste fundamentalmente
em reconhecer, no processe de ensino-aprendizagem da Matematica, nao somente
aquilo que se vai ensinar, mas também aqueles que se empenham em aprender.

Para conhecer melhor essas “imagens conceituais”, aplicamos um guestiona-
rio a B4 alunos dos cursos de Matemdtica da UFMG e da UFSC, sendo 34 do 27 pe-
riodo, 38 do 4% e 12 do 7°. Dividimos as questdes em dois grupos A e B, cada um
deles com 11 perguntas, sendo as 6 primeiras comuns aos dois grupos. Esta divi-
sio foi feita para gue o questionario ndo ficasse muito extenso. O grupo A foi res-
pondido por 36 alunos e o B por 48 alunos.

A aplicagio se deu em condigdes normais de sala de aula, com duragao de
100 minulos, respostas individuais e sem identificagao dos alunos.

Como ja foi observado, nosso objetivo ndo era provar conjecturas, obter da-
dos estalisticos ou caracterizar certas dificuldades no aprendizado como “obstacu-
los epistemoldgicos” (mesmo porque ndo temos uma visdo reprodutivisia do proces-
so cognitive). Queriamos conhecer as pré-concepgdes e imagens que pudessem
obstaculizar a aprendizagem dos conceitos relativos aos numeros reais na Licenci-
atura. Dai a forma como estruturamos o questiondrio. As questdes sao abertas e as
vezes convidam a apresentacao de respostas numa linguagem mais informal e es-
pontanea; a analise dos resultados &, conseqlentemente, mais qualitativa.

A seguir, comentamos os resultados questao por quesiao. A integra do ques-
tionario, bem como o quadro de resposlas podem ser encontrados em FERREIRA,
M. C. C., MOREIRA, F.C., e SOARES, E. F. (1939) e S0ARES, E. F. (1999).

Andlise dos Resultados

Existéncia do elemento maximo (ou minimo) em subconjuntos de R

Na nossa experiéncia de ensino na UFMG e UFSC, temos encontrado, com
certa frequéncia, referéncias ao “primeiro nimero (racional) depois do 17, ao “Olti-
ma numero (real) antes do 2", ou expressbes dessa natureza. Trata-se, ao nosso ver,
de uma espécie de recorréncia “inconsciente” ao conjunto dos numeros naturais, o
que indica alguma falha no processo de ampliagdo dos conjuntos numéricos (dos
naturais até os reais) por que passou ¢ aluno. Muitas vezes a énfase é posta ape-
nas nas novas possibilidades de operagio no conjunto mais amplo de forma que se
perdem relagdes importantes entre o conjunto original que loi ampliado e o nove,
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Analisando as respostas dadas a seguinte queslao:

Questado 1: a) O conjunto A=(x € Q; Dex<1} tem um menor elemeanto?

b) O conjunto B={ x € Q; x’<1) tem um maior elemento?

vimos gque mais do que um, eém cada Irés alunos, ndo reconhece claramente guan-
do um determinado subconjunto limitado de R possui elemento maximo ou elemento
minimo,

Estes resultados sugerem que é preciso enfatizar, para além da simples re-
lagao de inclusdo, uma visdo global dos conjuntos numericos: como um se situa den-
tro do autro, as propriedades que sdo generalizadas para o campo mais amplo e
aguelas gque sao especificas do conjunto mais restrito,

Por exemplo, qualguer subconjunto nac vazio de N pode ser enumerado de
tal maneira que a ordem da enumeragao respeile a ordem dentro do subconjunto,
Isso decorre do fato evidente de que todo subconjunte ndo vazio de N possui um
menor elemento. E verdade também que todo subconjunto de N nado-vazio, limita-
do, possul um maior elemento. Em Q, que & uma ampliagao de N, nada disso acon-
tece, embora todo subconjunto seja enumeravel.

Essa “imagem” de Q e de R como conjuntos cujos subconjuntos limitados de-
vem possuir elemento minimo (efou méximo) pode criar obstdculos & compreensao
da nogao de irracionalidade e da prépria natureza do continuo numérico.

Caracterizacdes de nimero irracional

As caraclerizagdes de niomero irracional mais encontradas nos livros didati-
cos para a Escola Basica sao as seguintes:

a) o nimero que ndo pode ser escrito como fragao;
b) o numero cuja representacdo decimal & infinita @ nao-periddica,

Em ambas fica pressuposto o entendimento do que seja ndmero, isto &, nu-
mero real. Apesar disso, em seguida, define-se o conjunto dos nimeros reais como
a unido dos racionais com os irracionais. Essa falta de consisténcia na conceituacéo
de numero revela-se nas respostas dadas & seguinte questao:

ZETETIKE = CEMPEM - FE/UNICAMP - v, 7 - n¥ 12, = Jul/Dez de 1995 99



Questdo 2: Para vocé, o que & um numero irracional?

&>

Vinte e dois alunos apresentaram a caracterizagdo a) acima, qualro a caracleri-
zagao b) e sete outros citaram as duas. Islo perfaz cerca de 38% das respostas;

O cinco alunos deixaram em branco ou responderam gue nao sabiam ou nao
sabiam explicar;

¢ quatro alunos caracterizaram os irracionais como nimeros que nao podem
ser escritos na forma a/b, sem mencionar gque a e b deveriam ser intairos;

0 dois alunos escreveram: "Um ndmero irracional € um nimearo que ndo con-
seguimos escrever da forma a/b com a, b € R" e “E aquele que nédo pode ser
expresso em forma de razaoc”.

Essas Gltimas respostas, assim como algumas respostas a outras parguntas deste
gquestionario, sugerem gue muitos dos alunos que deram a caracterizagio a), usando a
palavra Iragao, poderiam néo ter em menle que esta significava a razao de dois inteiros.

Os quase 50% restantes associam, as vezes de maneira bem explicita, os irra-
cionais com tudo aquilo que nao & familiar ou bem compreendido. Isto mostra o ar de
mistério que cerca os irracionais mesmo para alunos gue optaram pelo curso de Mate-
matica no 3.7 grau. Eis algumas das resposlas apresentadas:

= numeros diliceis de imaginar,

*  numeros que nac sao exatos;

* 530 numeros indefinidos, sel que exislem, mas ndo sel como determind-los;
*  numercs que s podem ser representados por i

= um numero que, depois da virgula, apresenia infinitas casas decimais;

= s5ao as lragdes que nao dao exatas (dizimas periddicas);

= um numere irracional é aguele formado pela divisdo do numerador de uma fra-
¢éo pelo denominador desla frag@o de modo que esta divisdo ndo & exata e nun-
ca tem fim.

Chamamos atengdo para as trés Gltimas respostas, que associam, de algu-
ma maneira, irracionais com representagdo decimal infinita. Observamos ainda que
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grande parte dos alunos que conceiluaram os irracionais em alguma das duas for-
mas (a) ou (b) mencionadas anteriormente, mosiraram dificuldade com questdes que
exigem a compreensdo do verdadeiro significado dessas definigdes (veja questdes
3,4 & 5 em seguida e também a questao 11 dos questiondrios A e B).

Aprofundando o conceito de irracionalidade

Como vimos na questdo 2, aproximadamente 38% dos alunos apresentaram
uma definigao formalmente correta de numero irracional. Vejamos o que acontece
guando & necessario ultrapassar o simples enunciado da definicdo e penetrar em
seu significada.

Com esse objetivo, foram incluidas as seguintes questdes:

Cluestdo 3: O que leva vocé a acreditar na existéncia de numeros irra-
clionais?

Questio 4: Vocé quebra uma barra de chocolate em dois pedagos ao aca-
so. E sampre possivel exprimir a razdo entre os “tamanhos”
desses dois pedagos (as areas deles, por exemplo) por um
numera racional?

Questdao 5 Sabe-se que & € a razdo entre 0 comprimento de uma cir-
cunferéncia @ o seu diametro, Chamando de C o compri-
mento da circunferéncia (em cm) e de D a medida do dia-
metro (em cm) obtemos x =C/D. Isso levou um aluno a con-
cluir que = era racional. O que vocé diria a um aluno que |he
apresentasse tal conclusao?

Estas questdes demandam um entendimento um pouco mais aprofundado do
concaito de irracionalidade.

Nés esperavamos que quase todos os alunos dessem a seguinte resposta a
questio 2: "namero irracional é aquele que nao pode ser escrito como fragao”. Por isso
a guestao 3 tem a intengdo de complementar a 2, como se perguntassemos; “mas exis-
te numero que nac pode ser escrito como fragao?". E claro que néo poderiamos ter
formulado a pergunta nessa forma para ndo induzir a resposta & questao 2.
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Das 84 respostas apresentadas a questdo 3 consideramos 15 (menes de
18%) satisfatdrias (mencionaram, mesmo que de forma imprecisa, algum elemento
relevante associado a necessidade de criagdo dos numeros irracionais). Eis duas

destas respostas:

= o fato de que existem segmenios que medem por exemplo wfz (a diagonal de
um gquadrado de lado 1);

= 5@ nao tivesse esses nomeros a rela teria pequenos furos.

Isto significa que pelo menos 52% dagqueles que apresentaram, na queslao
2, uma das duas definigdes la mencionadas, ndo conseguem citar uma razao que
os leve a acreditar que certas quantidades ndo podem ser expressas como uma
razao de inteiros, isto &, um argumento que os convenga de que 0s racionais nao
nos bastam.

¢ Vinte alunos (quase 24%) responderam que nunca haviam pensado sobre o
assunto, que nao sabiam ou deixaram em branco.

Eis algumas oulras resposlas:

= os professores e os livros didaticos,

* nada me leva a ver os irracionais;

* a infinidade de nimeros existentes entre 2 inteiros,
* 05 exercicios que eu tenho que resolver;

* lalvez eu nem acredile, apenas aceile;

* na praticidade, na viabilidade, na facilidade que eles nos auxiliam nos cal-
culos. Como por exemplo o numero n. O que seria da nossa trigonometria
sem o mesmo?

Ma gquestdo 4 queriamos verificar com que lregléncia a possibilidade da
incomensurabilidade esta presente nas consideragdes dos alunos,

Embora cerca de 64% des alunes tenham respondide nao (a resposta corre-
la), somente em dois casos essa resposta foi acompanhada de uma explicagao
salisfatoria. Nas outras explicagdes, entretanto, aparece com certa freqliéncia a con-
clusao de que a razdo entre 2 nimeros reais @ irracional se um deles (ou ambos)
tor irracional. Eis algumas respostas que indicam isso;

*= ndo, pois na quebra os pedagos podem apresentar valores irracionals;

* ndo, pois se um pedago partido for um circulo nao se consegue exprimir
a razao entre a area restante e a do circulo por um ndmero racional
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{Note-se a idéia de que a area de um circulo - provavelmente por envol-
ver o numero n - & sempre irracional).

Observamos que se o valor total da area da barra de chocolate for conside-
rado racional (T) e os pedagos x e y forem irracionais, entdo a razdo -YE-T—;L:,;-J é
irracional. Dois alunos parecem ter considerado esse raciocinio, embora néo o te-
nham explicitado claramente. Eis suas respostas:

* ndo, pois poderiam ser ambos os pedagos com area irracional e quando so-
mados dar um numero racional que & a area fotal, por exemplo.

« ndo, pois essa razao pode ser irracional. Se chamamos de 1 o comprimento
do chocolate, entre 0 & 1 existem infinitos nimeros irracionais.

Por outro lado, cerca de 29% dos alunos responderam sim. Na maioria dos
casos a resposta sim veio sem nenhuma explicagdo e lalvez possa eslar relaciona-
da com a compreensdo incorreta da idéia de razdo (veja questéo 2). Quando se es-
tuda o conjunto dos racionais, a palavra razao & geralmente utilizada como sindni-
mo de fragdo e, portanto, toma o sentido particular de razéo entre inteiros. A exten-
sao de Q para H, sendo feita sem o cuidado necessario, pode manter a associagao
do conceito de razao com nimero racional. A resposta de um aluno parece indicar
15ta:

* acredito que sim, pois uma vez partido o chocolate, por exemplo, tera a nogao
de divisao, @ que eu represento como fragdo, logo & um ndmero racional,

As outras explicagOes para a resposta sim podem ser resumidas como: “toda
medida @ expressa por um numero racional”. A andlise destas respostas ficou pre-
judicada pela forma ambigua com gque a questao foi formulada. Num sentido estri-
tamente pratico toda medida & realmente expressa por um nimero racional e o con-
texto em que deveria ser interpretado o problema ficou indefinido.

Ma questdo 5, obtivemos o quadro de respostas apresentado a seguir:

0 onze alunos (cerca de 13%) afirmaram que a conclus&o do hipotético aluno
esla errada e explicaram corretamente onde esla o erro;

0 pito alunos responderam “ndo sei”;
9 cinco deixaram em branco (cerca de 16%);
9 cinco afirmaram que a conclusao era correla;

0 quarenta alunos (cerca de 48%) disseram que a conclusdo é falsa mas nao
souberam apontar corretamente onde esta o erro no raciocinio. Eis algumas
rasposias:
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« & nao é realmente (grifo nosso) igual a c/d. E aproximadamente igual;
* ¢f/d ndo & uma divisdo exata, portanio ndo & um numero racional,
* que nem sempre a razdo de dois racionais & racional;

« geometricamente sua representagao estaria correta, mas n tem seu valor
matematico que € irracional, e portanto nac seria possivel representa-lo
na lorma a'b, b = 0.

# Quinze (cerca de 18%) afirmaram que a conclusa@o era falsa, sem dar nenhu-
ma explicagao.

Além da identificagdo da idéia de razao entre nimeros reais com fragéo (ra-
zAo entre inteiros) as explicagdes dadas nesta questao apontam ainda em duas di-
regbes, gue analisamos abaixo.

Ma pratica, toda medida ¢ expressa por um ndmero racional e, portanto,
uma razdo entre duas medidas & sempre racional. Esse consenso exlrapola a
pratica imediata e @ levado a siluagoes tedricas em que faz sentido considerar
também os irracionais. Assim, toda razao entre “numeros” se converte em razao
entre inteiros. No caso da quesldo 5, aparece entdo uma contradigao: por um lado
n & a razao entre 2 niumeros (o comprimento & o didmetro da circunferéncia) e,
portanto, deve ser racional. Mas, por outro lado, & sobejamente conhecido o fato
de m ser irracional.

O aluno também lende a associar ao numero irracional a idéia de imprecisao,
nao exaliddo. A falta de significado para a representagao decimal infinita & nao pe-
riddica & uma das responsaveis por isso (“nao se sabe o que vem depois da virgu-
la"). Sendo o perimetro da circunferéncia e seu diametro entes geométricos cujos
comprimentos sao finitos, suas medidas sao pensadas como ndmeros racionais, o
que também leva a contradigdo mencionada.

Alguns alunos reconheceram a razdo c/d como um numero irracional. Mas ao
tentarem justificar deixaram claro que, para verificar se a divisao de dois reais & ra-
cional, olhavam para cada um deles separadamente. Assim, se para estes alunos,
¢, por exemplo, era irracional, enldo a razao c/d também seria (compare com a gues-
tao 4).

A distribuigao dos ndmeros racionais e irracionais na reta real

Agui investigamos a percepgdo dos alunos sobre a maneira como os racio-
nais e os irracionais se distribuem dentro dos reais. Essa questdo & importante j&
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gue os irracionais “completam” os racionais para formar R. Uma boa percepgdo de
como se situam Q e R - Q na reta numerica e fundamental para compreender o
papel desses conjuntos na formagao dos reais e a propria natureza do continuo
numerico.

Questéo &: a) Encontre um nimero racional e um irracional entre % e %.
b) Encontre trés nimeros racionais e trés irracionais antra

2 3
-ﬁ-HT.

) Quantos nimeros racionais existem entre % e -f—? Eir-
racionais?

Explique sua resposta.

0  Apenas 42% dos alunos afirmaram que existem infinitos racionais e infinitos
irracionais entre % =] % , mesmo computando as respostas sem justificativa
ou com justificativa incorreta.

L

Move alunos (cerca de 10%) apresentaram uma justificativa correta para o
caso dos racionais e apenas trés para o dos irracionais.

O Apenas 25% conseguiram exibir 3 irracionais entre .E_ e % enquanto 44% exi-
biram 3 racionals.

Transcrevemos abaixo algumas das explicagdes referentes a esta questao.

*  Creio que existam infinitos numeros racionais, porém um nudmero finito de ir-
racionais, porque o conjunto dos racionais € muito maior que o dos irracio-
nais. Além disso ha um limite para este conjunto {.:. -

4

* Nao conhego nenhum método de encontrar nimeros irracionais. Talvez pu-
desse solucionar este problema descobrindo primeiro um irracional atraves
de uma férmula que nao me lembro mais.,

» Niao ha numeros irracionais entre % e % ,

* Irracionais infinitos. Racionais apenas a média entre os dois.

* E complicado achar nimeros entre -% e %, pois 56 obteremos esta resposta
se dividirmos um numero irracional por um nimero racional.

* Muitos racionais. Irracionais também acho que muitos.
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» Bacionais, nenhum; irracionais, infinitos. Entre dois numeros quaisquer exis-
tem infinitos outros numeros.

E interessanie observar que muitas das respostas incorretas nos itens a) e b)
associavam dizimas periddicas com irracionalidade, isto &, representagdes decimais
infinitas com irracionalidade. (Veja a questao 2 deste questionério.)

Passamos agora a comentar as questdes de n.? 7 a 11 de cada questionario.
Lembramos que as 6 questdes que acabamos de analisar eram cOmMuUNs a0s ques-
tiondrios A e B,

Formas decimais infinitas (Questionario A)

Parece bastante aceitavel para os alunos que qualguer forma decimal, finita
ou nido, periddica ou ndo, corresponda a um ndmero real, |sso era esperado. Dos 36
alunos que responderam a

Questao 7: Seja oo = 0,12345678910111213... (as proximas casas de-
cimais continuam a sequéncia dos naturais). Pergunia-se:
o @ um ndmero? Expligue sua resposta.

@ Trinta e dois alunos responderam que « & um nimero, muitos acrescentan-
do que se trata de um ndmero irracional.

% Um aluno disse que “é um numero esquisito, mas & numearo”.

¢ Apenas um aluno afirmou que o ndo e um numero por ter infinitas casas de-
cimais.

As explicagdes, entretanto, ndo indicam que tal consenso seja resultado de
uma compreensac verdadeira do significado da representagao decimal infinita. Eis
algumas explicagdes apresentadas:

* o &um numero, pois & uma seqléncia numérica;
* @ &um numero, pois & formado por casas decimais que sao algarismos;

* @ & um numero, pois & gerado por uma seqiéncia;
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= o & um numero racional pois & uma dizima periddica e podera ser represen-
tado na forma de fragao.

Menhuma resposia caminhou na diregao de uma interpretagio mais consis-
tente da forma decimal infinita como representando uma “quantidade” (o limite da

soma 716 - %h..] ou um ponto precisamente situado na reta orientada.

Um aluno parece ter percebido a dificuldade da explicagio diante da falta de
uma conceituagio dos numeros reais. Ele diz:

« Acho que ¢ & um niomero. S6 que eu ndo vi (nao sei se existe) uma defini-
gao de nimero, portanto nao sel explicar por que « é um ndmero,

Passibilidade de divisao infinita de um segmento (Questionario A)

As perguntas 8, 9 e 10 a seguir foram extraidas, com pequenas modificagdes,
de FISHBEIN, TIROSH & HESS (1979).

Questao 8: Considere o segmanto AB (figura abaixo). Sejam H1 o pon-
to médio de AB, H, o ponto médio de AH , H, o ponto mé-
dio de A.H! e assim sucessivamante. Deste modo estabe-
lecemos um processo de divisdo ao meio dos segmentos
AB, AH1. AH=. atc.

Esle processo lerd necessariamente um fim ou pode ser
continuado indefinidamenta?

A H, H, B

Cuestdo 9: Considere dois segmentos AB e CD com AB maior que CD
{veja figura abaixo). Sejam H o ponto médio de AB,H o
ponto médio de AH , H, o ponlo médio de AH_ e assim su-
cessivamente. Deste modo estabelecemos um processo de
divisdo ao meio dos segmentos AB, AH , AH_, elc. Em
cada etapa do processo consideramos o ponto médio do
sagmanio obtido na etapa anterior. Estabelecemos um pro-
cesso andlogo para o segmento CD considerando agora
os pontos Qe A_em CD de tal modo que CQ,, QR e
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RD 1ém o mesmo comprimento, isto é, os pontos Q eR,

dividem o segmento CD em trés partes iguais. Numa sagun-
da etapa deste processo, sejam Q2 e A2 pontos que dividem
CQ, em trés partes iguais, isto &, CQ,, Q R eRQ témo
masma comprimento & assim amsslvarnenla {weja figura).

Pergunta-se:

a)Vocé acha que um desles processos lera mais etapas do
que o outro?

b)Se vock respondeu sim @m &), qual deles tard maior nu-
mero de etapas?

| I - | ]
A H, H BCQRH R D

Questdo 10: Considere um tridngulo equildtero ABC e sejam A , B eC
respactivamenle, os pontos médios de AB, BC e AC (veja
figura). Considere o novo tridngulo A B C esejamA_ B e
C,. os pontos médios de seus lados e assim sucessivamen-
te. Desle modo estabelecemos um processo de consirugao
de tridngulos equildteros a partir de um tridngulo equilatero
dado. Esle processo tard necessanamente um fim ou pode
ser continuade indefinidamenta?

C,

Agrupamos estas 3 perguntas porque fratam essencialmente da mesma ques-
tao: a possibilidade da subdivis@o infinita de um segmento. Nao pedimos nenhuma
explicagdo para as resposias porque estdvamos interessados em detectar a intui-
¢éo imediata dos alunos e ndo algum tipo de raciocinio elaborado.

Uma percepgdo incorreta desta questdo pode se constituir em obstaculo
para a compreensac de uma série de conceitos importantes ligados aos nime-
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ros reais: incomensurabilidade, representag@o decimal infinita, numero irraci-
onal, continuidade dos reais, elc.

Observando as respostas de cada aluno para as 3 perguntas, notamos que o
mesmo aluno pode respondar corretamente & questdo 8 e incorretamente & questio 10,
por exemplo. Assim verificamos que, dos 36 alunos que responderam &s 3 questdes,
apenas 17 demonstram seguranga e coeréncia nas 3 respostas. Os outros 19 respon-
deram incorretamente ou deixaram em branco pelo menos uma das 3. Isso sugere a ne-
cessidade de alguma reflex@o sobre esse assunto em sala de aula, pois mais de 50%
dos alunos ndo estdo completamente seguros da possibilidade (tedrica) de subdivisio
infinita de um segmento, Provaveimente estes alunos ainda ndo distinguem claramente
a diferenga entre a divisdo sucessiva do segmenlo como uma consideragao do pensa-
mento abstrato e a agio concreta e pratica de subdividi-lo. Nesse ultimo caso, quando
cada uma das parles se torna tao pequena que o ato de dividi-la efetivamente em par-
tes menores se inviabiliza, o aluno entdo blogueia a possibilidade de imaginar idealmen-
te a continuagio do processo. Compare com as questoes 8 e 9 do Questionario B.

Incomensurabilidade e irracionalidade (Questionario A)

A praxima pergunta se refere, de novo, a questdo da incomensurabilidade.

Questdo 11: Considere quatro retangulos cujas dimensdes, x e y, em
©m, sao dadas por:

ajx=15ey =35 bjx=15ey=35;

c}x-iﬁ\kev 35\(!_ d}x=15-f2_ay=35.

Quais desses relangulos podem ser divididos em um nimero inteiro de qua-
drados Iguais, tragando retas verticais e horizontais? (Ver figura abaixo)
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Em cada caso possivel determine o menor numero de quadrados que
podem ser lormados.

Apenas sete alunos (menos de 20%) responderam corretamente (a, b e c),
encontrando também correlamente ¢ numero minimo de quadrados a ser formado.
Nenhum dos sete, entretanto, explicou por que no caso d) ndo se poderia efetuar a
subdivisdo pedida. No caso a) eles acharam ¢ maximo divisor comum de 15 e 35,
Dividindo esse inteiro por 10 e multiplicando-o por \Eo eles obtiveram as resposias
para os casos b) e ¢). Como isso nao funciona em d), eles podem ter concluido que
nesse caso a subdivisdo é impossivel, sem considerar a incomensurabilidade en-
tre a base e a altura do retangulo dado.

De qualguer modo, os alunos perguntados n3o parecem considerar a possi-
bilidade de incomensurabilidade de segmentos, o que nos remete, de nove, a ques-
tao da relagao confusa com a irracionalidade.

Poténcia com expoente irracional (Questiondrio B)

Queriamos detectar nessa pergunta se os alunos, apds o estudo das fungdes
exponenciais e logaritmicas no 2.2 grau e nos cursos de Calculo na Universidade,
ja tinham desenvolvido uma reflexdo mais elaborada sobre o signilicado da potén-
cia com expoente irracional.

Questao 7: a) 2% representa um numero?
b)(-2)"* representa um nimero?

Expligue suas respostas.

O Apenas 11 alunos (menos de 25%) responderam Sim e Nao para as letras a)
& b) respectivamente. Destes, € justificaram suas respostas para os itens a)
eb).

o Para a letra b), 4 justificativas se basearam em manipulagdes algébricas, sen-
do trés delas corretas: “(-2)? = "' ¥ g™ g In{-2) ndo existe”. Os outros dois
Justificaram assim:
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. {~21‘b nac representa um numero pois nac ha como definir se o mesmo re-
presenta um ndmero positivo ou negative.

* 0 sinal menos lem que ser elevado a um expoente inteiro,

0 Vinte e guatro alunos (50%) responderam Sim em a) e b). As explicagdes da-
das por esses alunos indicam que entre eles predomina a idéia simplista ex-
pressa pela seguinte resposta: “Sim para a) e b), pois um numero elevado a
outro nimero tem que dar como resultade um ndmero”.

O Seis alunos responderam Mo em a) e b). As justificativas transcritas abaixo
sao exemplares: mostram claramente a inexisténcia de um conceito de potén-
cia para expoentes naoc racionais e novamente o mistério que cerca o0s nu-
meros irracionais:

* a meu ver nao ha como resolver uma poténcia na gual o expoente & irra-
cional;

* como conseguiria aplicar o conceito de poténcia a um expoente que
ndo sei ao certo quem &7 Quantas vezes multiplicaria o 2 ou (-2)7
1.41...vezes?

Infinito e representagdo decimal (Questionario B)

A igualdade % = 0,333... é facilmente aceita pelos alunos. Mas ela identifica

uma forma simples e familiar {1/3) com uma representagao decimal infinita que, por
anvolver a idéla de limite, nao & tac simples, embara seja familiar, (Por outro lado,
a igualdade 1 = 0,999..., que envolve as mesmas dificuldades técnicas, costuma in-
trigar os alunos e chega a ser recusada ).

1000
uma soma de infinitas parcelas. Por um lado, o resultado de uma soma @ concebi-

do como o nimero que se obtém no final do processo de somar e, por outro, @ im-
possivel chegar ao final nesse caso. Uma forma de conciliar estas constatagies cos-
tuma ser o entendimento do infinito como “um nimero muite grande®.

Se 0,33= % + ,—ga entdo 0,333...= % + -I-% e +..., Isto &, 0,333... representa

Queriamos checar, com as questdes 8 e 9 a seguir, a freqiéncia dessa ima-
gem “finitista” de alguns processos cujos resultados se expressam como limites no
infinito (compare com as questdes 8, 9 e 10 do Questionario A).

Ma questdo 9 ndo explicitamos a ligagao com a representagdo decimal, Utili-
Zamos uma versao "geométrica” da questao 8.
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Messe caso também nao estavamos inleressados em respostas elaboradas
& com justificativas. Queriamos captar a intuigo imediata do aluno sobre o proble-
ma. Por isso pedimos apenas que respondesse sim, ndo, ouU Nao sei, Sem NECessi-
dade de explicagoes.

Questao 8: Considere 05 numeros x1=o.3 x}:ﬂ.ﬂ:.'- x1=0.333
b ‘=0.3333 e assim sucessivamente, islo &, S& n & um na-
fural, % & o numero decimal da forma 0,333...3comasn
primeiras casas depois da virgula iguais a 3 e as outras
todas iguais a 0.

Existe um nimero natural n muito grande para o qual x =1/3 7

Questao 9: Considere um ponte C, escolhide arbitrariamente, no inte-
rior de um segmenta AB. Comece dividindo o segmento AB
em 10 partes iguais. Depois divida cada uma das 10 par-
tes em 10 partes iguais. Continue o processo. Serd que
depois de um nimero finite de etapas desse processo (tal-
vaz um ndmero muito grande), o pento C vai coincidir ne-
cessariamente com um dos pontos de subdivisao?

Dos 48 alunos, apenas 18 (menos de 38%) foram seguros nas respostas
corretas (ndo) para as duas questdes. Apesar de ndo se ter pedido uma expli-
cagao para a resposta, 20 alunos (41%) mostraram, em pelo menos uma das
questdes, o entendimento de que em alguma etapa (longingua) o limite é atin-
gido.

(0 conceito de nimero real e algumas
propriedades estruturais (Questiondrio B)

Estas perguntas visam obter algumas imagens globais dos alunos relativas
a0 conjunlo dos reais e verificar como eles percebem a necessidade de extenséao
dos racionais até o conjunto R.
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Questao 10; Para voce o que & um numera real? Baseado no seu con-
ceilo de numero real, varifique se as afirmativas abaixo sdo
verdadeiras ou falsas, justificando sua resposta:

a) a cada ponto da rela corresponde um unico Nnumero real;
b} a cada nimero real corresponde um Unico ponto da reta;

c) se voceé marcar na reta lodos 08 numeros racionais, ficam
sobrando alguns pontos;

d) Existe um inlervalo da forma {x e R; a < ¥ < b | que s6 con-
tém ndmaros racionais;

&) Sa acrescentarmos aos NUMergs racionais positivos todos os
nimeros da forma " £ com n, p e g naturais, obte-
mos todos os numeros reais positivas.

Queastdao 11: Os numaros naturais sdo ulilizados, por exemplo, para
conlar @ 08 racionais para medir. E 0§ numeros ifracionais,
para que servem eles? E os reais?

Apenas 44 alunos responderam essas questbes. Elas estavam impressas no

verso da folha onde apareciam as 9 primeiras e 4 alunos nio perceberam gue de-
veriam virar a pagina.

0

Seis respostas. lratando da questao “para que servem os reais?", referem-se
a necessidade de se expressar “qualguer quantidade” ou as “grandezas con-
tinuas”. Embora tenham formulado os argumentos de modo vago, tocaram na
caracteristica fundamental do conjunto dos niumeros reais.

Dez alunos disseram que *ndmero real & aquele que é racional ou irracio-
nal® embora, como vimos na questdo 2, ninguem tenha apresentado uma
conceiluagao para numero irracional que evilasse essa circularidade.

As outras respostas indicam imagens bastante precdrias e/ou inconsistentes:
numero real & aguele que possui raizes reais;
numera real @ aquele que nio & complexo;

nas disciplinas de Analise estudamos sobre eles. Mas na fabricagio de pegas
com alta precisdo onde um milimetro & fatal, este tipo de nimero aparece.

A idéla sobre os reais dominante neste grupo poderia ser resumida da se-

guinte forma: “embora eu ndo consiga penetrar no significado disso, sel que exis-
lem numeros que sao fragtes e nimeros que nao sio fragdes. E o que afirmam [i-
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vros e professores. Os que se expressam como fragbes sdo racionais, e os oulros
irracionais. Juntando todos temos os reais”. Tais imagens sugerem forlemente uma
discussao aprotundada do significado das expressdes: ser fragao - nao ser fragdo,
Caso contrario acreditamos que a nogao de irracionalidade e o conceito de nome-
ro real vao se manter come um mito na formagao do fuluro prolessor.

Com relagio aos itens em que pedimos para assinalar verdadeiro ou falso e
apresentar as justificativas, obtivemos o seguinte quadro de respostas:

Item v i F | MNao Sel
A T9% | 16% _ 5%
_E 86% | 9% . _E;b
c - | TT% | 16% : %
D T 12% 9% 9%
E | 20% 34% 46%

Quase nenhum aluno justificou suas respostas nestes itens. Mas em algumas
tentativas aparece uma curiosa identificagao do ndmero real com a forma com que
o representamos: 4 alunos afirmaram que a assertliva: “a cada ponto da reta
corresponde um dnico ndmero real” é falsa porque existem varios ndmeros corres-
pondentes ao puntn%. por exemplo: 37, 0.2; 515- . Qutro aluno afirmou que a assertiva
era verdadeira, se consideramos como iguais % (= ;_ .

A porcentagem de acerto nos itens a), b) c¢) e d) foi bem grande. Entretanto, a
andlise das respostas das outras questoes e das justificativas apresentadas nesta mes-
ma guestao, sugerem gque esse grande indice de acerno se deve mais a que as afirma-
tivas apresentadas nesses itens sejam latos conhecidos de memdria pelos alunos do
que a um entendimento mais profundo da estrutura do conjunto dos numeros reais.

Inferéncias para o trabalho de formagdo de professores

O fato de que as razdes entre inteiros ndo podem exprimir todas as “quanti-
dades” nao & tao simples como pode parecer. Envolvidas no campo conceitual dos
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irracionais aparecem idéias relativamente sofislicadas como as de limite, continui-
dade, infinito. Por outro lado, como ja observamos, e as respostas a este questionario
mastram, os licenciandos possuem suas imagens, as vezes simplistas, s vezes in-
génuas, mas todas resultantes da sua vivéncia escolar. Esses alunos vAo retornar
eventualmente a escola como professores. Trabalhar, na Licenciatura, o conceito de
numearo irracional a partir da problematizacao e do questionamento dessas imagens
¢ seguramente mais eficiente do ponte de vista didatico e pedagogico do gue sim-
plesmente apresentar as definigbes corretas e provar formalmente os resultados.

Destacamos, em forma de sintese, dois pontos gque podem ser deduzidos da
analise dos resultados que acabamos de apresentar

1) O conlraste racionalidade versus irracionalidade parece ser percebido como
pura formalidade, na medida em que a dislingdo & apenas na forma de representa-
p&o (fragao x nao fragao - decimal finilo ou periddico x decimal infinito nao periddico).
O significado da incomensurabilidade de dois segmentos, o sentido e a necessidade
dos irracionais passa ao largo de quase todas as resposlas. Nesse sentido € que se
torna compreensivel a identificagao bastante freqiente de formas decimais infinitas
com os numeros irracionais: se a distingdo entre racional e irracional & uma formali-
dade, se ela & uma separagdo arbitraria de dois tipes de numerg, faz mais sentido co-
locar de um lado os decimais finitos e de oulro os infinitos do que agrupar os finitos
e os infinitos periodicos contrastando-os com os infinitos nao periddicos.

2) Se ndo se compreende o sentido e a razdo de ser dos irracionais, & dificil
superar as dificuldades na compreensaoc de vérios conceitos ligados a estrutura dos
reais. Por exemplo, o que significa 27 Qual o sentido da forma decimal infinita? Os
irracionais sao densos em R?

O estudo dos sistemas numeéricos & de fundamental importancia na formagao
matematica do futuro professor. Mas os resultados deste questionario, assim como
outros estudos que temos leito nessa diregdo (ver FERREIRA, M. C. C.; MOREIRA,
P C.e SOARES E. F, 1999) , indicam que uma abordagem do tema, especilicamen-
le voltada para a formagée do fuluro professor, deve ser construida na Licenciatura,

Porque uma nova abordagem? Em que consiste sua especificidade? Na sua
formagao matematica deniro da Licenciatura, o futuro professor realiza um estudo
sistematico dos nimeros reais geralmente a partir de um enfogue axiomatico: R é
apresentado como um corpo ordenado completo, deduzindo-se dessa estrutura as
demais propriedades.

O conflito entre esse lipo de abordagem e as imagens conceituais que aca-
bamos de descrever termina por acentuar a desorganizagéo e a inconsisténcia do
conjunto de modelos com que os alunos elaboram seu pensamento conceitual.
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A formacdo matemadtica na Licencialura deve, ac nosso ver, tomar como
parametro essencial o fato de que seus alunos vio se lornar professores da escola
basica. |sso significa, entre outras coisas, que eles irdo, eventualmente, ajudar as
criangas a construir, criticar e reformular seus proprios modelos intuilivos, Por isso
a abordagem especifica dentro da Licenciatura deveria partir ifundamentalmente da
problematizagac das concepgoes e das representagbes conceituais ja existentes
entre os licenciandos e chegar a uma visfo tedrica global do conjunto R que, efeti-
vamente, instrumentalize para o ensino na escola basica. Uma formagac matemali-
ca solida para o professor do ensine basico n@o consiste, ao nosso ver, em  “supe-
rar o intuitive” e se ater as definices formais e as provas rigorosamente dedutivas.

O desalio é trabalhar sobre esse mosaico de representagdes que o aluno pos-
sul, proparcionandeo-lhe a oportunidade de reelaborar a sua intuigio sobre os ele-
mentos conceiluais gue vao se colocar em quesiio na sua pratica de ensino na es-
cola. Em outras palavras, aprofundar a formagio matematica do professor &, na nos-
sa concepcao, aprofundar a sua visdo intuitiva dos conceitos relevantes dentro da
sua pratica. Isso significa uma superagio tanto da abordagem formal axiomatica dos
cursos de Analise como dagquela encontrada nos textos diditicos escolares a qual,
de certo modo, se reflete nas respostas do questionario que analisamos neste tra-
balho. Em outre artigo apresentaremos uma proposta de abordagem para os siste-
mas numericos (racionais e reais) na Licenciatura em Matematica, com a qual es-
peramaos contribuir para o debate em torno desta questao.
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