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Aproximacoes de um Valor de
Bifurcagdo Usando uma Planilha

Gilda de La Rocque Palis*

RESUMO: A disponibilidade e flexibilidade das planilhas ele-
tronicas torna estas lerramenlas compulacionas muito intares-
santes, principalmente em nosso ambienie carente de recursos em
termos de software educacionais. A demanda atual pela intro-
dugldo de atividades com computadores em nossas escolas e uni-
versidades nos encorajou a desenhar um conjunto de atividades
para serem realizadas com © apoio dé uma planilha (Excel) e
analisar como licenciandos e professores em servigo lrabalham em
um ambiente aberto para exploragao inleraliva como o propiciado
por essa tecnologia. Descrevemos uma dessas atividades e algu-
mas das estratégias utilizadas por licenciandos ao procurar resol-
ver o problema proposto.

PALAVRAS CHAVE: Ensino Superior, compulador, planilha; seqdéncia
recorrente,

ABSTRACT: Approximations of a biturcation value using a spreadsheet.

The relative availability and llexibility of spreadsheets make them
vary attractive, especially in an environment where computer

* Professora Assoclada do Departamento de Matematica da Pontificia Unlversidade Catdlica do
Ala da Janeiro.
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resources are scarce. The present damand for the introduction of
computer work in schools and colleges in Brazil has led us to
design a sat of spreadsheet-supported activities ta examing how
pre-sarvica and in-service teachers behave in an exploralory
computar salting . We describe the content of one of the activiies
devised and some of the strategies used by pre-service teachars
in carrying if out,

KEYWORDS: Un dergraduate teaching; computer; spreadsheet; recurrence
relation.

Introdugdo

Um meio atualmentas em voga para a aprasentacao e estude de divar-
505 aspaectos do conteddo malematico é o computador. Através da Informa-
tica, chega uma nova oportunidade de rever o ensine dessa ciéncla,
trazendo noves modos de ensinar e aprender, inclusive de fazer conexdes
enire diversos aspectos da matematica. Entendemos, entretanto, qua nas
escoelas & universidades, assim como em qualguer campo da atividade hu-
mana. o novo, por si 86, ndo garante mudangas ou transformacbes
qualitativas. Logo, & preciso separar as expectativas acerca das novidades
tecnologicas do valor efetive das mesmas na consolidagao de alguns dos
desafios educacionais postos para a Educagao Matematica. A simples
introdugao dos computadores na sala de aula nao garante a mudanga no
ensino de matematica; os agentes dessa mudanga na educagao devem ser
os professores. Portanto, é importante que professores e licenciandos
reflitam sobre o uso de computadores como ferramenta de ensing a fim de
nédo serem inadvertidamente mobilizados por expectativas sem fundamenio,
nem desperdigar possibilidades valiosas de melhorar a fqualidade do
aprendizado de seus alunos.

_ Ma pratica, algumas escolas e universidades |a comegaram a orga-
mizar laboratorios com compuladoras 2 um namero crascente de pro-
fessores tem acesso a um computador pessoal. Ao mesmo lempg, poucos
professores ja tiveram a oportunidade de explarar as potencialidades dos
computadores no ensino/aprendizagem de matemalica. A demanda par

118 ZETETIKE - CEMPEM - FENICAMP - v, 8 - 0% 13/14, = Jan Moz, de 2000

conhecimentos nessa drea pode ser sentida em diversas reunides nas quais
as atividades envolvendo computadores ¢ Educagio Malematica atraem um
nimere bastanie grande de participantes.

Planilhas Eletrfinicas

As planilhas eletrénicas (usamos o Excel) estdo dentre os tipos de soft-
wire mais antigos disponiveis comarcialmante 8, ao lado de um procassador
de textos ¢ um bance de dados, encontram-se instaladas em um grande nu-
mero de computadores, o que inclui equipamentos de escolas, univarsidades,
professores e alunos. Este fato ja torna inleressante o astudo de suas poten-
clalidades no aprendizado de conteldos especificos, princlpalmente em nossao
ambianta caranla de recurses em termos de software educacionais.

Por outro lado, ndo é somente na Educagido Matematica que as poten-
cialidades das planilhas vém sendo investigadas. Este instrumento & também
meancionado am estudos ralacionados com o ensing de vanas outras disci-
plinas: Quimica, Fisica, Bielogia, Geologia e Estalistica, além de sar uma
farramenta essencial em Contabilidade, Economia, Administragdo, Finangas,
glc. Mesmo nos rastningindo & matematica, atividades com planilhas tém
sido propostas no contexto de uma diversidade de lopicos matematicos, des-
de resolugao de siluacbes-problema simples ate o estudo de equagoes
diferenciais parciais.'

Uma planilha eletronica & essencialmente uma ferramenta para
manipulagac de tabelas de dados matematicos com recursos graficos e nu-
méricos. Segundo HEMNLE (1995), apesar das planilhas ndo trabalharem
simbolicamente, seu campo de agdo se restringindo a manipulagoes numé-
ricas & gralicas, elas apresentam vdrias vantagens do ponto de vista do
ensino de Matematica:

i. Sao de facil utilizagdo e de aprendizado rapido.

ii. Gonstituem ferramentas pralicas muito usadas em disciplinas varia-
das e ambientes profissionais diversos,

1. Ver http: sunsite.univie.ac.av spreadsite/ spreadad html para ter uma idéia da abrangéncia men-
cionada.
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jil. Sao “transparentes”, no sentido de que toda quantidade gerada em
uma planilha é calculada por uma formula numérica explicita intro-
duzida pelo usudrio que sabe enlao exatamente como os resullados
numéricos sao obtidos. O mistério da “caixa-preta” e o emprego de téc-
nicas desconhecidas do usuario, presentes na maior parte dos sofi-
ware matematicos, nao se aprasenta aqui. HENLE (1995) diz ainda que
uma planilha “sabe” tante quanto o usudrio, ou seja. & quase im-
possivel usa-la corretamente sem entender o que se esta fazendo.

Ha uma cerla dose de exagero nassa Ultima afirmativa. Primeiro
porque o conjunto de nimeros disponiveis para calculo nas diversas lec-
nologias, dados por suas expansoes decimais, nio coincide com o con-
junto dos numaros reais. As maquinas trabalham numericamente so-
mente com um certo conjunto finilo de racionais contido no conjunto
X={opuU (o™ 10"} U{[-10",-10""]]} e expresso com base dois, onde
m & um inleiro posilivo cujo valor depende da tecnologia. Além da im-
possibilidade de representar todos os nimeros, que sao arredondadas por
algum processo para a quantidade de digitos com a gual a maquina
trabalha, as diversas fungoes pré-programadas sdo calculadas por algo-
ritmos geralmante desconhecidos do usuario e que lornecem aproxi-
mag¢des de seus valores. Nao conhecemos, fregientemente, nem como os
diversos instrumentos computacionais calculam valores das fungdes
elementares. De acorde com REISZ (1981), nas calculadoras as fungdes
pré-programadas (seno, exponencial,...) sdo aproximadas por consirulores
utilizando fungdes polinomiais ou racionais cuja lorma explicita perma-
nece “um segredo de fabricagdo.”

No entanto, como veramos adiante, o fato de uma faerramenta naog
simbolica como a planilha n3o trabalhar com numeros irracionais, mas com
aproximagoes racionais dos mesmos, pode dar origem a momentos de
aprendizagem bastante inleressantes,

A planilha eletronica é uma excelenie ferramenta para exploracao nu-
marica e grafica de situagdes-problema modeladas por seqiéncias recor-
rentes. A rapidez de produgao e modificagao de dados gerados podem criar
um ambiente aberto para exploragdo interativa, o que as torna um excelente
meio auxiliar para gerar conjecluras baseadas em evidéncias numéricas o
graticas. Como ressalta GARDINER (1921), os ndmeros nada “dizem” ao
iniciante até que ele comega a ver como eles aparecem; pois os compu-
tadores produzem respostas numéricas e 0 que se necessita, ao ensinar
matematica discreta, sdo respostas estruluradas,
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Algumas Investigacoes

A fim de explorar e analisar as potancialidades de uma planilha
desenhamos um conjunto de atividades para serem resolvidas com apoio
desse instrumenlo computacional.

O objetive das atividades e essencialmente o trabalho com seqUéncias
definidas recursivamente e sua descrigdo em lorma fechada (quando exis-
te), a exploragao de situagoes-problema que podem ser modeladas por
seqlénclas recorrentes ¢ o estudo de diferentes comportamentos dessas
sequéncias quando fazemos mudangas em suas condigdes Iniciais e
parametros. Além disso pretendemos criar uma oportunidade para uma
discussao sobre os diferentes papéis de varidveis e pardmelros e scbra a
concepgao caraclaristica de um raciocinio indutivo de que examplos sdo
suficientes para provar um enunciado matemalico.

Estas atividades foram propostas a professores em cursos de
especializag@o e em minicursos da reunides, bem como para licenciandos
na Puc-Rio. Algumas reflexdes sobre estas implementagdes baseadas em
observacdes @ registros gravados em fita podem ser encontradas em
PALIS (1998). Uma investigagdo mais sistematica foi realizada no contexto
de uma dissertagdo de Mestrado, desta vez estando a analise baseada em
gravagbes em video do trabalho de trés prolessores enquanto resolviam as
situagdes-problema propostas (BOTELHO, 1998).

A sequir apresentamos uma das atividades desenvolvidas e que fol
proposta a quatro alunos da Licenciatura em Matematica da Puc-Rio. Tra-
ta-se de um problema envolvendo uma sequéncia do tipo de Fibonacci.
Descrevemos também os nossos objelivos ao propor a atividade e como
sla se mostrou bastante rica através do relato da resolugao empreendida
pelos alunos.

Uma Atividade com uma Sequéncia de Fibonacci

A atividade consiste no seguinte problema, para ser realizado com
apoio do Excel:
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1) Considere a sequéncia (A ) dada porA=1,A=18A_ ,=A  +A,
para n = 0. Qual é o limite desta sequéncia quando n tende a infinito?

2) O que acontece se modificarmos o valor de A, (deixando A, fixo)?
Como o comportamento da seqléncia varia com o valor de A7

3) Agora faga A= (1-45)/2. O que acontece?

4) Considere a seqiéncia (B,) dada por B_= ((1-J5)/2)", n = 0. Im-
plemente-a na planilha e faga uma conjectura sobre o seu comporta-
mento. Procure provar a sua conjectura.

5) Mostre que as sequéncias consideradas nos dois itens antarioras
580 Iguais (isto &, sao diferentes descrigdes da mesma seqiiéncia)

6) Tendo em vista o resultado do item 5) como vocé explica os resul-
lados que vocé obteve em 3) e 4) 7

O objetive da atividade é levar os alunos a reflexdo sobre as
diferengas entre um valor exato (resultado ladrico) e aproximacaes (resul-
tades numericos obtidos com a planilha), sobre namearos disponiveis para
cdlculos numéricos em uma tecnologia e sobre como pegquanas mudangas
numa condigéo inicial de uma equagdo de difsrengas podem produzir resul-
lados bastante diferentlas,

Resolugdo dos Alunos

Os alunos perceberam com facilidgde que a seqiéncia dada no item
1 diverge a «. Ao trabalhar com o item 2 também concluiram rapi-
damente que se A, é nido negativo, entdo a sequéncia diverge a =.
Experimentaram entao com valores de A, menares ou iguais a -1 e deci-
diram que nesses casos a seqiéncia diverge a -x. Eles nao pensaram
em atribuir valores entre —1 e 0 2 A,, até que isso Ihes foi sugerido. Apos
algumas tentativas, Irés deles (a2 essa altura um dos alunos ja estava
completamente perdido) ohservaram gque nos casos em que A, = - 0,61
a seqléncia parece divergira «, e quando A, < - 0,62, a sequéncia pa-
rece divergir a -= , Na Figura 1 pode-se ver uma tabela gerada na
planilha para os casos em que A,=-062eA =~0,,61
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‘_—___ A n A 1
| 0 I .0 @ 1,0 0
1 1 -0 .6 2 TN
' 2 0 .3 8 0 .30
| i -0 .2 4 20 2 2
{ 4 0 .1 4 0 .1 7
5 -0 .1 0 -0 .0 5
6 0 .0 4 0 .1 2
. 7 -0 .0 6 0 .0 7
i 8 -0 .0 2 0 .1 9
9 0 .0 8 0 .2 &
1 0 0.1 0 0 .4 5
I L 0 .1 8 0 .7 1
12 B Y AN
e 0 .4 6 B f d
[ 1 4 0 .7 4 - 3 .0 3
L 5 -1 .20 4 .9 0
I G -1 .9 4 T8 3
1 7 <% =} i | 2 & 3
I8 TEK. 20 .7 .6
I g f 23 3 3.5 9
2 0 1.3 .30 5 4 .3 6
2 1 -3 F .59 8 7 .9 4
2 2 =3 4 8 D 1 4 2 .2 9
2 3 -5 6 .3 4 3 35 0 .2 3
[ 2 4 -9 1 .1 6 3 %7 2 .59
2 5 =1 4 T =5 0 6 0 2..75
| 2 6 =2 3 & -6 & 9 7 5 .2 17
2 7 3 8 6 .1 6 l 5 7 8 |0 2
2 8 6 2 4 .8 3 2553 ,209
2 9 =L 0 1 0 .0 & 4 | 3. F 231
10 -1 6 3 5 .8 0 6 6 8 4 .60
Figura 1

Além disso, eles notaram que poderiam continuar procurande
“melhores aproximagoes do ponto de virada" do comportamento da se-
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quéncia. Atraveés de um processo de busca binaria (métode de bissecao)
atribuiram os valores - 0,615, - 0,6175 e - 0,61875 a A, chegando
assim a conclusdo que "o ponto de virada” estava antre — 0,61875
e —0,6B175.

As Figuras 2, 3 .4, 5 e 6 mostram graficos da seqgiéncia obtidos para
os valares de A, iguais a - 0,62, - 0,61, - 0,615, - 0,6175 e - 0,61875, res-
pecltivamente.

(An)comAo=1eAl=-062

500,00
0,00 SRSLFELEALE Ry
-500,00 10 20 *e % 30 an
-1000,00 e
-1500,00 : .
-2000,00
Figura 2 =N

(An)comAo=1eAl1=-061

8000,00
6000,00 =
4000,00 — *
2000,00 1 = “"
0,00 e 444440.4;#&4#&'_

-2000,00 10 20 30 40

Figura 3
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(An)jcomAo=1eAl1=-0615
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500,000 4
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Figuré 4
(An)comAo=1e A1=-06175 -f]
500,0000 =
400,0000 { —— L S
300,0000 - — ———
2000000 +—— —
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-100,0000 & e i Ak
Figura 5§
(A n)com Ao=1e A1 =-0,61875
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Figura 6
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Quanto ao item 3, 0s alunos dissaram que a sequéncia (A ) com
A= (] —4/5)/2 parecia convergir a 0 pelo que podiam ohservar na planilha,
baseando-se em tabelas e também em grélicos como o exibido na Figu-
ra 7 . Depois que Ihes loi sugerido examinar um nimero maior de termos
da seqténcia, os alunos disseram que a seqléncia parecia agora diver-
gir a — «« , baseando-se em tabelas & gralicos como o que & mostrado
na Figura 8.

(An)comAo=1eAl= [1-sq.rt(5]]f2

1,50000000
1,00000000
0,50000000 { —— —
0,00000000 “‘ﬁf-omaotmcuﬂooq
‘-o.suuuuum 0. *5 10 15 20 25 30
| -1,00000000

— = — e — e S—

-

Figura 7

| (An)com Ao =1e A1 = (1-sqrt(5))/2

200,00000000
0,00000000

| -200,00000000
-400,00000000
-600,00000000
-800,00000000

Figura 8
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Prassegulran‘t_cum o item 4, @ apds observar o comportamento da
seqléncia (B, ) alraves de informagdes numéricas obtidas com a planilha, os
alunos decidiram que a sequéncia converge a zero (ver a segunda coluna das
Figuras 9 e 10). Mas somente um deles utilizou um resultado tedrico para

provar sua conjectura; irata-se de uma seqiéncia geométrica cuja razao tem
modulo menor do que 1. Os dols outros alunos ndo identificaram a sequéncia
geomeatrica com a gqual estavam trabalhando.

Passando ao ltem 5, os trés alunos que continuavam a trabalhar com
o problema proposto provaram que as sequéncias dos itens 3 e 4 sao iguais,
dois deles alraves de uma demonstlragao por indugio e um deles resoivendo
a equagao de diterengas finitas que Ihe forneceu o termo geral de (B,).

Somente este ultimo aluno (o mesmo que demonstrou que (B ) conver-
ge a 0) concluiu que as sequincias dadas nos itens 3 e 4 convergem a zero
e que o comportamento da seqiéncia (A ) com A, = (1-.5;/2 percebido
atraves do uso da planilha necessitava de alguma explicagido adicional.

Os outros dois alunos nao puderam superar a conlradicao, Um deles
disse: " De lato as duas seqiéncias dos itens 3 e 4 sdo iguais (ver prova),
@ a diferenga, de que uma diverge e a outra converge, se deve a precisao
dos calculos com Excel . Eu ndo sei se elas convergem ou nao”.

As Figuras 9 e 10 exibem tabelas numéricas obtidas com a planilha re-
farentes as seqléncias (A,) e (B.) estudadas nos itens 3 e 4, a saber (A}
paraaqual A=1 A= -J5/28A, .=A _ +A paranz0e (B, dada por
B.= ~-v5)/2)" ,nz0.

O comportamento da seqiéncia (A ), induzido pelos resultados oblidos
com a planilha, islo &, de que essa sequéncia diverge e incorrelo. As definicdes
acima sao diferantes descrigbes da mesma sequéncia, que converge a zero.

O que ocorre aqui & que a ferramenta® calcula os valores das seqléncias
a parlir de uma aproximagac racional o de (1-./51/2, ou seja, exibe valores
das sequéncias (A, ) e (B, ) dadas por

Ap=1, A| =@ Apsr=Ansi+Ay Paran = 0 e Bp=qg*. N20

2. Com programas gus trabalkam am mada simbdlico como o Maple & possivel delermingr o
comportamenio da seqiéncia (4,) para o valor de biturcagao A = (1- J 3 /2. Vale observar que
o Maple inicialmente reescreve sm forma lechada a sogiéncia (A) dada em lorma recursiva

dal & seu limite & calculade. Ou sela. de tato, o Maple calcula o limite da seqiéncia (B.,),

ZETETIKE — CEMFEM - FE/UNICAMP - v. 8 - n¥ 1314, - Jan./Dez. de 2000 127



A n B n

0 1. 000E+00] [ 000E+00

1 -6, 180E-01] 4. 180E-01

I~ 2]  3.820E-01| 3.820E-01
! 3 | _ -2361E-01]  2.361E-01
4 _VAS9E-01| — 1 .459E-01

5| __-9.017E-02] 9.017E-02
g_) 5.573E-02|  — 5.573E-02]

il 7] -3.444E-02| - 3.444E-02
8] _2,129E-02| 2 129E-02
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10| 8,131 E-03 8,131E-03

o iy -5,025E-03 -5,025E-03
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- 1.919E-03 | -1,919E-03
_ te _1,186E-03 | ,IRGE-03
sy -7,331E-04|  .7.331E-04
16 __4.531E-04 4,531E-04
3@l __-2.800E-04| 2 .800E-04
— I8y . 3 731B04]  1.931FE-04
M9  CT.070E.08 -1,070E-04 |
20, 6.611E-05]  6.611E-05
21 _ -4.086E-05 -4 ,086E -05 |
22 @ 2,525E-05|  2.525E-05
7| - i.slﬁ_l_]_;*:_-r.}ji___ 1.561E-05
28] —  9.645E-06 9.645E-06
i 25]  5.961E-06| 5.961E-06
L 26| @ 3.684E-06|  3.684E-0¢
3N <3 29 E0e] RS ITEof
o _Z_sr_ _ 1407E-06 1.407E-06
B 29 -8.697E-07]  _§.697E.07
30 5.374E-07 5,375E-07]

Figura 8
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lim | AT B n
i 63 | ___-3.562E-04 -6.820E-14
64, == -35.764E-04 4 215E-14
65 _ -9.326E-04 [ B oNs0SE-14
SIS =13 09F -03 1.610E-14
67 | ___-2.441E-03 -9,950E-15
i 68 | -3.950E-03| 6§ 150E-15
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78 | -4,859E-01 5,000E-17
79 -7.B62E-001| -3.,090E-17|
80 -1.272E+00]  1.910E-17
81 -2,058E+00 ]  -1.180E-17
82 -3.330E+00 7,295E-18|
83 | -5.388E+00 -4.508E-18
$4 -8 719E+00 2,786E-18
85 1 A11E+01 -1,722E-18

-2,283E+01 |
-3.693E+01

1.064E -18
-6.578E-19
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-5.976E+01

9.669E+01

4,065E-19
2,512E-19

-1,564E+02
-2,531E+02
-4 096E+02 |
-6 .627E+02

1.553E-19
-9,597E-20
5,93 1E-20

- -3.666E-20
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No caso da seqléncia (3, ) basta que essa aproximagao « tenha médu-
lo menor do que 1 para que { Bnl também seja convergente a 0. No entanto os
comportamentos das sequencias (A,) e (A,) podem ser bastante distintos.

Para verificarmos esse fato, examinemos a Solugdo da equagao de
diferencas finitas A, ., =A,., + A,y com A, = 1, ou seja, a forma fechada da
seqiéncia (A,) paraaqual A ,=A ., +A g A, = 1. Essa solucdo pode ser
expressa da seguinte forma;

(A, -R;) 1
A, =] - =L I< JH:‘ + {A;—=R,)RD
(il | ]JR‘
V3 s :
sendo R, = I_:-ig R.‘-_-I_+\l 5
) 2

-

Na expressao acima vemos que se A, = R, entdo a sequéncia (A ) con-
verge a zero, se A, > R, enldo a seqléncia (A,) diverge a =; e se A, - R
enlac a seqiéncia (A ) diverge a - =, -

Pu:jtantu. € razoavel esperar que se «a > (|- J35)/2, a seqiiéncia exibida
pela planilha parega divergir a =; @ se « < (1-,/5)/2, a seqiéncia calculada
pela planilha parega divergira - =

Conclusan

O estudo da sequéncia de Fibonacel (A.) constitui um exemplo inte-
ressante de situagdo na qual o parametro A, apresenta um valor de bifurca-
gao, a saber (1-,5)/2. Pequenas variagbes desse valor levam a mudangas
drasticas no comportamento da sequencia. E como este valor & irracional a
purt_anmlum numero com o qual a planilha nao trabalha. o comportamento Ida
sequéncia (A) para A, = {1- ,ﬁ' }/i2 ndo pode ser conjecturado a partir de da-
dos numéricos ou graficos obtidos com essa ferramenta. No entanto, através
da observagio do comportamento da seqléncia (A ) para certos valores de A
@s alunos chegaram a aproximagbes desse valor de bifurcacao. t

- Nossa idéia original era a de que os alunos fizessem conjecturas a par-
e 08 resultades numéricos ou graficos oblidos com a planilha e que ao se
Pararem com resullados discrepantes, duas sequéncias cuja igualdade &
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possivel demonstrar com comportamentos assintéticos aparentes tdo distin-
10s, iriam recorrer & leoria para resolver a contradigao. Gomo vimos acima,
somente um dos alunos comparou os resultados numéricos com resultados
ledricos, mostrou-se ciente das limitagdes das evidéncias numéricas empi-
ricas oblidas com a planilha questionando o tralamento da ferramenta
computacional ¢ ndo a sua resolugdo, e pode deduzir assim o COMpor-
lamento da sequéncia (A)) quando A,= 1 e A, = (] .ﬁ]fz_

Os diversos expanimentos de ensino, que fizemos utilizando planilhas
elalrénicas, nos permitem concluir que tanto os licenciandos como os profes-
sores em servigo precisam eslar preparados para usar ferramentas computa-
cionais que propiciem ambientes favoraveis a trabalhos exploratérios com
conceitos 8 processns malematicos como uma lorma de aprimorar o ensino/
aprandizagem. Tambe&m precisam estar conscientes do fato que as evidéncias
geradas nesses ambientes podem fundamentar a lormulagdo de conjecturas nao
constituindo, entretanto, uma prova malematica das mesmas.
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