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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma sequéncia de orquestragdes instrumentais visando o ensino dos conceitos
de fungao integravel e integral de Riemann. Os sujeitos do estudo foram 21 discentes do curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade Federal do Amazonas. Para isso, realizou-se uma pesquisa qualitativa de carater
descritivo, tendo como metodologia norteadora a Engenharia Didética e numa perspectiva de complementaridade,
adotamos um design de investigagéo, tendo em vista o uso da Teoria dos Registros de Representagcdo Semidtica, com
0 escopo de descrever e estruturar situagbes de ensino, que buscou investigar se a sequéncia de orquestragbes
instrumentais proposta contribuiu para a compreenséo dos objetos matematicos aqui abordados. Na relagdo dos dados
compilados e apresentados, como resultados, evidenciamos que a maioria dos discentes demonstrou compreender o
conceito de fungao integravel, conseguiu encontrar a area sob uma curva e explicar seus procedimentos, inclusive em
lingua natural, além de serem capazes de definir a integral definida em palavras e simbolos, de interpretar e representar
uma integral graficamente, de avaliar as integrais e de reconhecer o uso de integrais no mundo real.

Palavras-chave: Integral de Riemann, Engenharia Didatica, Orquestragao Instrumental

ABSTRACT

The main goal of this paper is to present a sequency of instrumental orchestrations which aim the teaching of the
concepts of integrable functions and Riemann integral. The subjects of the research were 21 undergraduate students in
mathematics at the Federal University of Amazonas. So, a qualitative research with descriptive disposition was made
whose guiding methodology was the Didactic Engineer and in a perspective of complementarity we adopt a research
design aiming the use of the Registers of Semiotics Representation Theory, with the purpose of describing and
structuring situations of teaching which sought to investigate if the proposed sequency of instrumental orchestrations
contributed to the comprehension of the mathematics objects approached. In the list of compiled and presented data, as
outcomes, we evidenced that most students demonstrated to understand the concept of integrable function, they were
able to find the area under a curve and explain their procedures, including in natural language, define the definite integral
in words and symbols, in addition to interpret and represent the integral graphically, evaluate the integrals and recognize
the application of them in the real world.
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1 INTRODUGAO

As dificuldades de aprendizagem dos estudantes acerca dos conceitos de Calculo
sdo detectadas por diversas pesquisas em Educagado Matematica (Tall, Vinner, 1981; Tall,
1993; Tarmizi, 2010). Para Igliori e Almeida (2001, p. 384) “existe um distanciamento entre
proposi¢des de teorias da Educacdao Matematica e propostas para o ensino de Calculo
apresentadas em materiais didaticos”, e segundo esses pesquisadores, iSso € um entrave
para o processo de ensino e aprendizagem dessa disciplina.

Para Rasmussen, Marrongelle e Borba (2014) é preciso que os pesquisadores da
area da Educagdo Matematica no ensino superior desenvolvam estudos abrangentes
visando a abordagem de questdes relacionadas ao ensino e aprendizagem de Calculo,
quer sejam de natureza teorica ou pratica. Estes pesquisadores atentam para o fato de
que, mesmo apos varias décadas de pesquisas sobre o processo de ensino e de
aprendizagem de Calculo, estas tiveram pouco ou quase nenhum impacto na pratica de
sala de aula.

Segundo Robert e Speer (2001) esse quadro s6 sera alterado se promovermos a
integragao entre teoria e pratica em estudos relacionados ao ensino de Calculo, ou seja,
“‘perceberemos algum progresso no ensino e na aprendizagem de Calculo, de maneira
eficaz, apenas se tratarmos, de forma significativa, com as questdes tedricas e
pragmaticas simultaneamente” (p. 297, tradugcéo nossa).

Pelo exposto, apresentamos os resultados de um estudo desenvolvido no contexto
da disciplina de Calculo cujo objetivo foi analisar os efeitos de uma orquestragéo
instrumental para o processo ensino-aprendizagem de Integral de Riemann. A
metodologia apoiou-se na perspectiva sistematizada e precisa da Engenharia Didatica
(ED).

Comegamos com o0s pressupostos basicos da ED. Em seguida, iniciamos a
primeira fase, as analises preliminares, em que apresentamos alguns obstaculos e
entraves relacionados a Integral de Riemann. Na sec¢do seguinte, descrevemos a
concepgao e a anadlise a priori da ED e logo apés, discriminamos as situagbdes de ensino
que foram usadas na fase de experimentagao, sendo esta ultima apresentada na secao
subsequente. A analise a priori e validagdo sao apresentadas na penultima seg¢dao. Na

ultima seg¢ao fazemos nossas consideracgdes finais.
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2 ENGENHARIA DIDATICA

A nocgado de engenharia didatica foi usada para definir as relagdes entre os
desenvolvimentos tedricos da didatica da matematica e a realidade empirica das salas de
aula. Pode ser apresentada como uma metodologia de pesquisa com distintas fases e
com o duplo objetivo de estudar fenbmenos didaticos e desenvolver novas propostas
educacionais (Artigue, 1990). Artigue (1988, p. 285) caracteriza a engenharia didatica “[...]
como um esquema experimental baseado sobre “realizacdes didaticas” em sala de aula,
isto é, sobre a concepcao, a realizacdo, a observagdo e a analise de sequéncias de
ensino”.

Existem dois niveis de engenharia didatica: microengenharia e macroengenharia.
A primeira é aquela que tem por objetivo o estudo de um determinado assunto, ela é
localizada e leva em conta, principalmente, a complexidade dos fenbmenos de sala de
aula. Por outro lado, as pesquisas de macroengenharia sdo aquelas que permitem
compor a complexidade das pesquisas de microengenharia com a dos fenébmenos ligados
a duragao nas relagdes ensino/aprendizagem (Machado, 2008, p. 235).

Relacionadas a microengenharia e a macroengenharia estdao as variaveis de
comando, que sao pertinentes ao sistema sobre o qual o ensino pode atuar. Artigue
(1988) as distingue em dois tipos, as variaveis macro didaticas (ou globais), concernentes
a organizacéo global da engenharia didatica, e as variaveis micro didaticas (ou locais),
concernentes a organizagao local da engenharia, ou seja, a organizagdo de uma sessao
ou de uma fase.

Os registros dos estudos feitos sobre o caso em questdo e a validagdo da
pesquisa sdo duas caracteristicas importantes da engenharia didatica. No que concerne a
validagao, essa é feita, sobretudo internamente, baseando-se no confronto entre a analise
a priori (que por sua vez se apoia no quadro teorico) e a analise a posteriori.

Em relagdo aos seus objetivos, Douady (1987) distingue as engenharias didaticas
que visam a estudar os processos de aprendizagem de um conceito em particular
daquelas que sao transversais aos conteudos, mesmo que seu suporte seja o ensino de
um dominio especifico. Sao quatro as fases de uma engenharia didatica: as analises
preliminares; a concepgdo € analise a priori das situacbes matematicas; a
experimentagao; e a analise a posteriori e validagdo. Cada uma dessas fases ira compor

as préoximas segdes.
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3 ANALISES PRELIMINARES: SOBRE FUNGOES INTEGRAVEIS E
INTEGRAL DE RIEMANN

As analises preliminares podem ser feitas a partir de consideragbes acerca do
quadro tedrico didatico geral, o qual contempla os conhecimentos didaticos ja adquiridos
sobre o0 assunto, a analise epistemoldgica dos conteudos e a analise do ensino atual e de
seus efeitos, assim como a concepgao dos alunos, suas dificuldades e os obstaculos que
determinam sua evolugao, além da analise do campo dos entraves no qual vai se situar a
efetiva realizagao didatica (Machado, 2008).

Para esta fase da engenharia buscamos na literatura alguns obstaculos
epistemoldgicos dos conteudos visados no ensino de Integral de Riemann e fungdes
integraveis, assim como entraves identificados como dificultadores nas dimensdes
cognitivas e didaticas. Em relagdo aos alunos, nossa busca apontou que estes tém
dificuldades em:

- Trabalhar com integral definida quando f(x) é negativo (Rasslan & Tall, 2002).

- Responder a perguntas conceituais (Rasslan & Tall, 2002; Sealey, 2006;
Cargnin, 2013).

- Se expressar por escrito utilizando linguagem matematica; preferem a
representacgao algébrica (Cargnin, 2013; Wagner, 2018).

- Abstrair e generalizar (Cargnin, 2013).

- Converter representagdes (Cargnin & Barros, 2016).

- Relacionar o conceito de limite ao conceito de integral e estabelecer um
significado entre a area de uma figura e o numero obtido por meio de algoritmos (Cargnin,
2018).

- Associar o conceito de Integral Definida ao de Soma de Riemann (Cargnin,
2018).

No que cabe ao professor, encontramos os seguintes problemas:

- A ndo construgao da integral definida a partir da estrutura do limite das somas de
Riemann (Sealey, 2006).

- Pouca importancia a linguagem natural para a construgdo do conhecimento
matematico (Cargnin, 2013).

- Enfase em determinado estilo de ensinar em detrimento dos outros (Cargnin,
2013).
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- Predominancia de um tipo de representagdo (Cargnin, 2018) e pouca
importancia dada a converséao de representag¢des no ensino (Cargnin & Barros, 2016).

- A notagdo de somatorio e o céalculo de area de uma regiao limitada mediante
integral definida ndo sao trabalhados de forma que o aluno consiga fazer e conversao
entre eles (Cargnin & Barros, 2016).

- Pouca énfase as aplicagbes e modelagens possiveis do conceito de integral
definida (Simmons & Oehrtman, 2017).

- Interpretagdes baseadas na soma de Riemann geralmente ndo sao enfatizadas
nas aulas tradicionais de Calculo, nas quais métodos procedimentais e “area sob curva”
dominam (Wagner, 2018).

Em relagéo aos livros didaticos, a literatura aponta que estes priorizam o registro
simbdlico-algébrico (Cargnin, 2013) e apresentam a definicdo de integral definida como
sendo natural e facilmente compreendida pelos alunos (Cargnin, 2018). Encontramos
ainda obstaculos como a nao congruéncia existente entre os tipos de representagdes
(Cargnin & Barros, 2016) e auséncia de atencao instrucional as diferencas sutis entre a
construcéo de sentido em algebra e a construgao de sentido em calculo (Wagner, 2018).

Diante do exposto, formulamos a seguinte hipotese de trabalho, que sera objeto
de investigagdo empirica nesse estudo: orquestragdes instrumentais contendo recursos
digitais e situagcdes matematicas que levem em conta a conversdo de representacdes
podem contribuir para a compreensao dos conceitos de fungao integravel e de integral de
Riemann. Especificamente, os discentes deverao ser capazes de compreender o conceito
de fungao integravel, de perceber a integral como o limite de uma soma de Riemann, de
encontrar a area sob uma curva e explicar seus procedimentos, inclusive em lingua
natural. Da mesma forma, espera-se que consigam definir a integral definida em palavras
e simbolos, interpretar e representar uma integral graficamente, avaliar as integrais, além

de reconhecer seu uso no mundo real.

4 CONCEPCAO E ANALISE A PRIORI DAS SITUACOES
MATEMATICAS

Nesta fase, o pesquisador, orientado pelas analises preliminares, delimita certo
numero de variaveis pertinentes ao sistema sobre os quais 0 ensino pode atuar,

chamadas de variaveis de comando (microdidaticas ou macrodidaticas) (Almouloud & da
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Silva, 2012). Destacamos como variaveis globais importantes para a fase experimental
desta engenharia: a teoria das representacbes semidticas, o ambiente de realizagao
(virtual) e a organizagao dos alunos (em grupo).

Artigue (1988, p. 293) descreve que o objetivo da analise a priori é:

[...] determinar no que as escolhas feitas permitem controlar os comportamentos
dos alunos e o significado de cada um desses comportamentos. Para isso, ela deve
basear em hipéteses e sdo essas hipdteses cuja validagdo estara, em principio,
indiretamente em jogo, na confrontagdo entre a analise a priori e a analise a
posteriori.

Segundo Almouloud (2007, p. 174) nesta da fase “o pesquisador deve elaborar e
analisar uma sequéncia de situacdes problema”. Ademais, as situagdes problema devem
ser concebidas de modo a permitir ao aluno agir, se expressar, refletir e evoluir por
iniciativa prépria, adquirindo assim novos conhecimentos (Almouloud, 2007).

Artigue (2008, p. 12-13), ao descrever as mudangas atuais e a evolugéo da ED,
evidencia a contribuicao e influéncia de outras teorias empregadas de modo conjunto com
a ED, o que condiciona um design didatico privilegiado. Deste modo a concepg¢ao das
situacbes matematicas se deu a partir da proposicao de uma sequéncia de orquestracoes
instrumentais. Segundo Trouche (2005):

Uma orquestragdo instrumental é definida como a organizagao intencional e
sistematica do professor e 0 uso dos varios artefatos disponiveis em um ambiente
de aprendizagem - neste caso computadorizado - em uma determinada situacéo de
tarefa matematica, a fim de orientar a génese instrumental dos alunos (Trouche,
2004).

Drijvers et al. (2010, p. 1350, traducédo nossa) distingue trés elementos dentro de
uma orquestracao instrumental: uma configuragdo didatica, um modo de exploragéo e
uma performance didatica.

1. Uma configuragdo didatica € um arranjo de artefatos no ambiente, ou, em outras
palavras, uma configuragcado do ambiente de ensino e os artefatos nele envolvidos.
Esses artefatos podem ser ferramentas tecnoldgicas, mas as tarefas que os alunos
realizam também podem ser vistas como artefatos.

2. Um modo de exploracdo de uma configuracdo didatica € a forma como o
professor decide explora-la em beneficio de suas intengdes didaticas. Isso inclui
decisdes sobre a forma como uma tarefa € introduzida e trabalhada, sobre os
possiveis papéis dos artefatos a serem executados e sobre os esquemas e técnicas
a serem desenvolvidos e estabelecidos pelos alunos.

3. Uma performance didatica envolve as decisdes ad hoc tomadas durante o
ensino, sobre como realmente executar o ensino promulgado na configuragao
didatica escolhida e modo de exploragao: que questdo levantar agora, como fazer
justica a (ou deixar de lado) qualquer aluno em particular input, como lidar com um
aspecto inesperado da tarefa matematica ou da ferramenta tecnolégica?
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Uma orquestragdo instrumental esta intimamente ligada a engenharia didatica.
Com efeito, segundo Douady (1993, p. 2) uma engenharia didatica é:

[...] uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no tempo,
de forma coerente, por um professor-engenheiro para realizar um projeto de
aprendizagem para certa populagcdo de alunos. No decurso das trocas entre
professor e aluno, o projeto evolui sob as reacdes dos alunos e em funcdo das
escolhas e decisdes do professor.

Pautados nessa reflexdao e diante do contexto da pandemia, a orquestracao

instrumental aqui apresentada foi realizada de forma totalmente remota com atividades

sincronas e assincronas. No Quadro 1 apresentamos a configuragao didatica e o modo de

execucdao de cada uma das orquestragdes que compde a sequéncia proposta. Em

seguida, analisaremos as atividades desenvolvidas, destacando seus objetivos e as

teorias subjacentes.

Quadro 1: Configuragéo Didatica e Modos de execugéo das orquestragdes instrumentais

Orquestragao Instrumental |

Situagao
Matematica

Primitiva de uma fungao e técnicas de primitivagao.

Objetivo(s)

- Compreender o conceito de primitiva.
- Conhecer e aplicar técnicas de primitivacao.

Configuragao
Didatica

Recursos: Mesa digitalizadora, Google Meet, Google Sala de Aula, Whatsapp e Lista de
Exercicios.

Sujeitos: Um pesquisador na fungédo de professor, um pesquisador na fungéo de tutor,
dois monitores e 20 discentes que foram divididos em 5 grupos.

Tempo: Foram 6 encontros entre professor e discentes, 2 encontros entre tutora e
discentes e pelo menos 6 encontros entre discentes e monitores. Todos 0s encontros
foram sincronos por meio do Google Meet.

Modo de
execugao

Nos encontros entre professor e discentes, eram apresentadas as principais técnicas de
primitivagdo. Para tanto, foi utilizado o Google Meet e uma mesa digitalizadora. Esses
encontros eram gravados e em seguida disponibilizados para os alunos. Durante os
encontros, os discentes eram fortemente encorajados a participar. Ao final, eram
disponibilizadas, no Google sala de aula, listas de exercicios para que os estudantes
pudessem praticar as técnicas ensinadas. Os grupos buscavam apoio dos monitores
(também pelo Google Meet) e trocavam ideias pelo grupo de Whatsapp. Nos encontros
com a tutora os grupos discutiam e avaliavam como estava sendo o trabalho do grupo
até aquele momento.

Orquestragao Instrumental Il

Situagao
Matematica

Atividades 1, 2 e 3.

Objetivo(s)

Favorecer a apropriagcao da representagdo de somatério, desenvolver a habilidade de
representar soma de area de retangulos usando a notagao de somatério, compreender a
integral de uma fungdo num intervalo [a,b] como um limite de uma soma, perceber a
area sob uma curva como representacdo de uma informagao diferente da area (por
exemplo, velocidade, trabalho), compreender os conceitos de soma inferior € soma
superior e perceber que quando se refina uma partigdo as somas inferiores aumentam e
as somas superiores diminuem, além de compreender o conceito de soma de Riemann
e relaciona-lo com os conceitos de soma inferior, soma superior e integral.

Configuragao
Didatica

Recursos: Google Meet, ambiente lapis e papel, Geogebra e Fichas de Atividades.
Sujeitos: Um pesquisador na funcao de tutora e 20 discentes que foram divididos em 5
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grupos.
Tempo: Foram 4 encontros sincronos de 1h30min.

Em cada encontro a tutora apresentava, pelo Google Meet, as atividades e seus

Modo de objetivos. Ao final era disponibilizada, no grupo do Whatsapp, uma Ficha de Atividades

~ para os discentes. No encontro seguinte, os alunos apresentavam suas solugdes para

execugao ey 2 . , . L
as atividades propostas. Para realiza-las, os discentes fizeram uso do ambiente lapis e
papel e do Geogebra.

Orquestragao Instrumental Il

Situacao . . . .

c Fungéo integravel, Integral de Riemann e Teorema Fundamental do Célculo.

Matematica

I Apresentar a definicdo e as principais propriedades da integral, dar condi¢gbes para que

Objetivo(s) ~ o . ~ ; .
uma funcéo limitada seja integravel e estabelecer a relagao entre a integral e a derivada.
Recursos: Google Meet, Google Sala de Aula, Whatsapp e Fichas de Atividades.
Sujeitos: Um pesquisador na fungéo de professor, um pesquisador na funcao de tutor e

Configuragéo dois monitores. Os discentes foram divididos em 5 grupos.

Didatica Tempo: Foram 3 encontros entre professor e discentes, 1 encontros entre tutora e
discentes e pelo menos 3 encontros entre discentes e monitores. Todos os encontros
foram sincronos.

O professor apresentava as situagbes matematicas com foco nos conceitos. Estes
encontros se davam pelo Google Meet e a sua gravagao era disponibilizada para os
discentes. Ao final de cada encontro eram disponibilizadas fichas de atividades para

Modo de . . . : :

= que, em grupo, os discentes praticassem o que foi ensinado. Para tanto, tinham a sua
execugao ) o : " g -
disposi¢cdo os monitores, que os auxiliavam na realizacao das atividades. O encontro
com a tutora visava a avaliar o trabalho do grupo e se estavam atingindo seus objetivos
de grupo.
Orquestragao Instrumental IV

Situagao .

Matematica Atividade 4

Objetivo(s) Avaliar a aprendizagem dos discentes.

Recursos: Ficha de Avaliagdo, Google Meet e Whatsapp.
Configuragao Sujeitos: Os dois pesquisadores e trés académicos como colaboradores. Os alunos
Didatica divididos em 5 grupos.

Tempo: 2 h

Os dois pesquisadores e os trés colaboradores formaram a equipe de avaliagdo. Cada

Modo de membro desta equipe abriu uma sala no Google Meet e um grupo no Whatsapp. Cada

~ membro ficou encarregado de aplicar a avaligdo a um dos 5 grupos. As questdes eram

execugao : ) .
apresentadas uma a uma aos discentes que tinham um tempo determinado para
responder e enviar um print da solucao para o Whatsapp do avaliador.

Fonte: Elaborado pelo autor

A analise a priori deve determinar que as escolhas realizadas permitam o controle
do comportamento dos alunos e seu significado (Artigue, 1995, p.45). Desse modo, para
as escolhas e descricdo de agdes futuras, nos fundamentamos nos pressupostos da
teoria dos Registros das Representagdes Semidticas (TRRS) de Raymond Duval.

Nesse sentido, recordamos que para Duval (2004) a compreensdo do objeto
matematico esta diretamente ligada a capacidade de coordenagédo de, ao menos, dois
registros de representacdo, e essa coordenagdo manifesta-se pela rapidez e
espontaneidade da atividade cognitiva de conversao.

Existem dois tipos de transformacbes de representacbes semidticas: os

tratamentos e as conversdes. Os tratamentos sdo transformacdes de representagdes
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dentro de um mesmo registro enquanto as conversdes sao transformacgdes de
representacdes que consistem em mudar de registro conservando os mesmos objetos
denotados (Figura 1).

o % Soma das Areas = flxo).Ax + flxi).Ax

Tratamento

Soma das Areas =% _, f (x;)Ax

Figura 1: Exemplo de uma conversdo seguida de um tratamento
Fonte: Elaborado pelos autores

Almouloud et al. (2004, p.94) afirma que ambientes informaticos na educacéao
proporcionam ao aluno condi¢des favoraveis a aquisicdo de conhecimento e a superagao
das dificuldades na aprendizagem. Nesse sentido, sob um viés de complementaridade,
selecionamos o GeoGebra para a exploragao das propriedades graficas e geométricas
dos objetos matematicos envolvidos em nosso estudo. Por meio desse recurso, visamos
trabalhar com os discentes a ideia intuitiva das propriedades locais por meio da
Geometria Dinamica, o que pode contribuir para o aluno formular conjecturas e testar
hipoteses sobre alguns resultados.

Nosso foco nas atividades sera observar os fenbmenos da atividade matematica
que concernem a mobilizagao de varias representagdes semioticas e a conversao dessas
representagcdes. A seguir, apresentaremos as atividades que foram realizadas na ED e
seus objetivos.

A Atividade 1 (Figura 2) é composta por 3 questdes, cujo objetivo € levar os alunos
a fazer estimativa de areas sob curvas por meio de retangulos e dos conceitos de soma
inferior e soma superior. O uso do GeoGebra é feito de forma gradual, visto que a questao
1 deve ser realizada apenas usando o ambiente lapis e papel, a questao 2 é feita parte no
ambiente lapis e papel e parte com apoio do Geogebra, e a questdao 3 é feita usando
exclusivamente o Geogebra.

Questdo 1. Cada curva abaixo representa o grafico de certa funcao f.
Utilize 2, 3, 4, 6, 8 e 12 retangulos para encontrar estimativas inferiores
e superiores para a area sob o grafico de fde x = -6 a x = 6. Em cada

Questiio 2. Utilizando o Geogebra, obtenha a representacio geométrica de cada uma das
funcdes abaixo no intervalo indicade. Estime a drea sob o grafico usando retangulos. Em

caso, eshoce os retangulos que vocé usar e calcule a soma inferior e a cada caso, esboce a curva e os retingulos. Observagio: o Geogebra é para ser usado
soma superior somente para o esbogo do grafico.
3 14
@ 0 = -3+ . [66] (&) Fx) = Inx, [L,8]

Questiio 3. Utilizando o Geogebra, estime a drea A dada. Use os comandos
SemaDeRismannSuperior( <Fungdo>, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Nimero de Retingulos= )
SomaDeRiemanninferior{ <Fungdo>, <Valor de x Inicial=, <Valor d= x Final>, <Numero de Retingulos> )

(a) Limitada pelas retas x =1, x = 2, pelos eixos Ox e pelo grifico de y = x3.
(b) Limitada pelas retas x = 1, =4 e 3=0 e pelo grifico de y = +/x.

Figura 2: Partes da Atividade 1
Fonte: Elaborado pelos autores

. Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 16, p. 01-27, jan./dez., 2021. 9
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e79491



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e79491

A Atividade 2 (Figura 3) é composta por 7 situagbes problema. Visto que a notagéo
de somatorio € um tipo de representagao que é utilizado ao longo de todo o estudo das
somas de Riemann, as situacbes 1, 2 e 3 visam a favorecer a apropriacdo desta
representacao por parte dos discentes e a exploracdo do fenbmeno da n&do congruéncia
da operacdo de conversao das representagdes, além de desenvolver a habilidade de

representar soma de area de retangulos usando a notagao de somatorio.

Situacéo 1. Escreva as somas usando a notagao de somatorio.
(a) 12+22+32+ 42+ 52 =

Situacdo 2. Calcule as seguintes somas.
(@) X3y k° (e) Ti=p(—2)" () Zf,(3i — 2)

Situacéo 3. As curvas abaixo representam graficos de funcoes. Admita
que os retangulos sob a curva possuem a mesma medida da base.
Escreva a expressdo que representa a soma das areas dos retangulos.
Represente essa soma usando a representacgdo de somatdrio. Veja o
exemplo.

Area = altura x base A Area = altura x base

Area = flxg).Ax 1 T =1 Area = flxi).Ax
Jxs) = == T
P Sxo) |
>
Xo Ak X2 Ax k2

Soma das Areas = flxo).Ax + flxa).Ax

Soma das Areas =E};,of(.\'g()&.\'

Figura 3: Parte da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelos autores

Quando os discentes tentam aplicar o conceito de area sob a curva em problemas
do mundo real, como em problemas da fisica, a ndo compreensao conceitual satisfatoria
do conceito de integral e da relagdo area-integral torna-se um obstaculo (Nguyen &
Rebello, 2011). Por isso, é importante que os alunos percebam a area sob uma curva
como representagdo de uma quantidade diferente da area (Thompson & Silverman,
2008).

Desse modo, as situagdes 4 e 5 visam a fazer com que os discentes percebam
que a area sob o grafico de uma fungao pode ter diversas interpretacbes a depender da
funcdo dada. Essas situagbes ajudam os discentes a reconhecer o0 uso da area sob a
curva e a interpretar seu significado em problemas de fisica baseando-se na estrutura da

soma de Riemann. Além disso, € importante que os discentes compreendam a integral
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definida a partir da estrutura do limite das somas de Riemann. Embora isso seja

formalizado posteriormente, as situacdes 6 e 7 foram pensadas como um ponto de partida

para essa formalizacao (Figura 4).

Situacio 4. Considere uma particula com fungio posi¢do dada por

s(t)=s?+2t+1.

(a) Obtenha a fungao velocidade.

(b)Use o Geogebra para obter a representagao grafica da fungao
velocidade no intervalo [0,6]. Cologque o print do grafico na sua
resposta.

(c) Calcule a area sob o grafico nos intervalos [0,2], [3,4], [4,5] e [5.,6].
Perceba que vocé pode fazer uso dos seus conhecimentos de
Geometria plana.

(d) Caleule a distancia percorrida pela particula nos intervalos [0,2], [3,4],
[4,5] e [5,6]. Use a expressao de st).

(e] Compare os resultados obtidos nos itens (¢} e (d). O que vocé pode

observar?

Situaciio 6. Considere a funcao fdada por flx)= -x +1.

(a) Use o Geogebra para esbocar o grafico da funcao f no intervale [1,4].

(b) Utilizando os comandos abaixo, estime a area da regiao compreendida
entre o grafico de f e o eixo Ox no intervalo [1,4].

SomaDeRiemannSuperior( <Fungao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>,
<Numero de Retangulos>)

SomaDeRiemanninferior{ <Funcao>, <Valor de x Inicial>, <Valorde x Final>,
<Niumero de Retangulos>)

(c) Usando os comandos “poligonc” e “area” do Geogebra, determine a
area exata da regiao compreendida entre o grafico de f e o eixo Ox no
intervalo [1,4].

(d) Comparando os resultados obtidos nos itens (b) e (¢}, o que vocé

observa?

Figura 4: Situacdes 4 e 6 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelos autores

A partir da Atividade 3, iniciamos uma nova etapa da nossa proposta. As situacdes
tratam diretamente dos conceitos fungao integravel e integral de Riemann. Diferentemente
de alguns livros de Calculo que comegam este topico com uma visdo geral do problema
de encontrar areas, partimos dos conceitos de integral inferior e integral superior. A Figura

5 mostra a sequéncia em que os conceitos foram abordados.

Inf e Sup de uma func&o num intervalo—Particdo de um intervalo e refinamento de uma particdo—Soma
inferior e soma superior— Integral definida—Func&o integravel—-Soma de Riemann—Relac&o entre soma
de Riemann e integral definida—Relac&o entre integral definida e area sob curvas.

Figura 5: Ordem em que os conceitos foram abordados
Fonte: Elaborado pelos autores

A Atividade 3 (Figura 6) é constituida por 2 (duas) situagdes. O primeiro diferencial
desta atividade é que trata de funcdes definidas por mais de uma sentenca. Com isso, o
discente ja comecga a perceber que os conceitos aqui abordados nao se restringem as
fungdes dadas por uma unica sentenga. As fungdes dos itens (a), (b), (c) e (d) sdo as
mesmas nas duas situagoes.

As fungdes dos itens (a) e (b) diferem no fato de que a primeira é positiva em todo
o intervalo considerado enquanto que a segunda assume valores negativos e positivos.
As fungdes dos itens (c) e (d) s&o particularmente especiais por possuirem um ponto de
descontinuidade.

O item (e) da situacdo 1 visa a contribuir para o conceito imagem (Tall & Vinner,
1981, p.152) dos discentes em relacao as funcgdes integraveis. Em geral, num primeiro
curso de Calculo, sdo apresentadas somente fung¢des integraveis e isso faz com que os

discentes assumam que todas as fungbes possuem essa propriedade, fazendo com que
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imagens aparentemente conflitantes sejam evocadas.

Situacao 1
Para cada uma das fungdes abaixo, obtenha a representacgdo grafica usando o

Geagebra. —lseb<x<12

(a) f'[1,12]CE—)]’&dadﬂpm'f(x)—{ i i
3

- Obtenha uma partig@o P com 4 subintervalos e calcule as somas inferior e superior da
fungdo f relativamente a esta partigdo.

(e) f: [a,b]=R — N dada por

- Obtenha refinamentos da particdo P com 6,8 e10 subintervalos e calcule as somas

inferior e superior da fungéo f relativamente a cada uma desses refinamentos. f(z\) ol {0, se x é irracional
1,se x é racional
Situacéo 2 7'*_,_ 9 2<x <2
Lt g L X
Para cada uma das fungdes dadas: (b) f:[~2,10] € R — R dada por f(x) = 4 z.l
(a) Obtenha uma particdo P com 12 subintervalos. %x s %_ se2<x <10

(b) Escreva uma soma de Riemann relativa a particdo do item (a).

X 7
—+E,se—2§x£2

(c) Use o Geogebra para:
- Tragar a representago grafica de cada fungéo; (C) f:[-2,10] c B - R dada por f(x) = 4

—+—,502<x <10

—x 9
- Obter uma estimativa para as somas inferior e superior. Escreva essas estimativas na 8 '3

notacdo de integral. Use pontos extremantes e pontos ndo extremantes.
- Qual o significado dessas estimativas em termos de area?

- Insira prints dos graficos.

Figura 6: Situacdes 1 e 2 da Atividade 3
Fonte: Elaborado pelos autores

A realizagcdo da Atividade 3 devera contribuir para a compreensdo de que
refinando-se uma particdo, a soma inferior sé pode aumentar e a soma superior s6 pode
diminuir e que toda soma inferior € menor ou igual a toda soma superior. Evidentemente
que as situagdes propostas ndao demonstram matematicamente os fatos acima citados.
Contudo, pensamos ser importante introduzi-los num primeiro curso de Calculo com vista
a enriquecer o conceito imagem dos discentes acerca do conceito de fungdes integraveis.

A Atividade 4 (Figura 7) é composta por 6 questées. Na questado 1 esperamos que
os discentes consigam perceber a primitiva de uma fungao como sendo uma outra fungao
que quando derivada obtém-se a funcdo dada. Além disso, os estudantes devem estar
conscientes de que a primitiva de uma fungdo nao € unica, além de saber justificar esse
fato. Na questdo 2 esperamos que os discentes citem o uso de retangulos para obter uma
estimativa para a area da regido destacada ou citem Somas de Riemann.

Na questdo 3, espera-se que os discentes respondam que uma particdo de um
intervalo [a,b] € um conjunto de pontos que esta contido em [a,b], e que expliquem, seja
na representacdo em lingua natural ou simbdlica, o que sdo somas inferiores e somas
superiores, citando inf e sup da fungdo em cada subintervalo. No item (c), os discentes
devem responder que um refinamento de uma particdo € outra particdo que contém a
anterior e que, quando se refina uma particdo, as somas inferiores aumentam e as somas
superiores diminuem. No item (d), os discentes devem perceber que, nas somas inferiores

e superiores, usamos o inf e sup da funcdo em cada subintervalo, enquanto nas somas de
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Riemann, usamos pontos amostrais quaisquer em cada subintervalo.
A questao 4 aborda o conceito de fungao integravel. A resposta esperada é que

uma funcdo f (limitada) é integravel se a integral inferior e a integral superior de f sao

iguais. Outra possivel resposta pode ser na representagao simbdlica, isto €, f_baf(x)dx =

fa_bf(x)dx. Em relagdo a melhorar a estimativa, espera-se que os discentes respondam
que se deve refinar a particdo ou ainda aumentar o numero de retangulos. Como
consequéncia da atividade 2, nas questdes 8 e 9, esperamos que os discentes
respondam que nao, quando perguntados se para ser integravel uma funcéo precisa ser
continua, e que justifiquem tal resposta.

A questdo 5 visa a estudar o conceito imagem dos discentes acerca das

representagdes [ f(x)dx e fab f(x)dx. Em relagao a primeira, a resposta esperada é que
ela representa a familia de primitivas de f e, quanto a segunda, que representa a integral
definida de f no intervalo [a,b]. Por fim, a questao 6 visa a estudar o conceito imagem dos
discentes acerca da igualdade f;f(x)dx =k, estabelecendo um significado entre area de
figura e o numero k. Nossa expectativa é que os discentes relacionem essa igualdade as
integrais inferiores e superiores e a area sob a curva de f, fazendo a observagao de que

isso ocorre desde que k > 0 e que f > 0 em [a,b].

Atividade 4

Questido 1 - Considere uma fungdo f:[a,b] € R = R. O que é uma primitivade /7 A
primitiva de uma fungdo, quando existe, é inica? Explique.

Questdo 2 - Considere uma fungdo f:[a, b] € R = R cujo
grafico é dado ao lado. Como vocé faria para obter uma
estimativa para a drea da regido destacada? O que se deve
fazer para melhorar essa estimativa?

Questdo 3 - Considere uma fungao f: [a,b] € R = R limitada.

(a) O que é uma partigao do intervalo [a,b]?

(b) O que sdo soma inferior e soma superior de /' ? Essas somas dependem
da partigao? Justifique.

(¢) 0 que é um refinamento da parti¢do P? Quando se refina uma parti¢io, o
que acontece com as somas inferior e superior?

(d) Qual a diferenca entre somas inferior e superior e Soma de Riemann de f
referentes a uma particao P?

Questdo 4 - Considere uma fungdo [:[a,b] € R — R limitada. O que significa dizer
que fé integravel? Para ser integravel uma fungdo precisa ser continua? Justifique?

Questdo 5 - Considere uma fungio f: [a,b] © R — R limitada. O que significam as
representacies [ f(x)dx e j[f’ f(x)dx?

Questdo 6 - Considere uma fungdo f:[a,b] € R — R limitada. Suponha que

b - ¢ . .
_|'“ f(x)dx = k, onde k é um niimero real. O que esse niimero k pode representar?

Figura 7: Questbes da Atividade 4
Fonte: Elaborado pelos autores
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Na préoxima segdao apresentamos a fase da experimentagdo da engenharia
desenvolvida. Isso corresponde ao elemento de perfomance didatica das orquestracbes

instrumentais que foram realizadas.

EXPERIMENTAGAO

Esta fase consiste na aplicagao da sequéncia didatica, tendo como pressupostos
a apresentacdo dos objetivos e das condi¢gdes da realizagdo da pesquisa, assim como
estabelecer o contrato didatico e registrar as observagbes feitas durante a
experimentagao (Almouloud & da Silva, 2012). Na perspectiva de Carneiro (2005):

Durante a experimentagdo, coletamos e organizamos um corpus de
pesquisa variado, composto por produgdo dos alunos, registro de
perguntas, duvidas e erros constatados durante o acompanhamento de
suas acgbes e diarios de classe dos ministrantes. A analise desse material €
essencial para a etapa da validagdo. (Carneiro, 2005, p. 155).

Neste trabalho identificamos essa fase da ED com a performance didatica de
cada orquestragdo instrumental aplicada. Ao todo foram 4 (quatro) orquestragcées que

passamos a descrever.

5.1 Orquestracao Instrumental 1

Esta orquestragédo foi conduzida pelo pesquisador/professor e teve como objetivo
favorecer a compreensao, por parte dos discentes, do conceito de primitiva de uma
funcao, além do dominio das principais técnicas de se obter tais primitivas e a aplicacao
destes conhecimentos na resolu¢ao de problemas.

Definimos primitiva de uma fungdo e apresentamos varios exemplos, tendo em
vista a percepcgao dos discentes de que a primitiva de uma fung¢ado, quando existe, ndo é
unica, e que todas as primitivas de funcdo diferem apenas por uma constante. Em
seguida apresentamos as principais técnicas de primitivagao: primitivas imediatas, a regra
da substituigdo, integracdo por partes, integrais trigonométricas e substituicdo
trigonomeétrica.

Ao todo foram 6 encontros sincronos, nos quais os discentes ndo apresentaram
grandes dificuldades para compreender as técnicas apresentadas. Apds cada encontro

disponibilizamos uma lista de exercicios. O ultimo encontro consistiu na aplicacdo do
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conceito de primitiva e das técnicas de primitivacdo na resolucdo de problemas. Ao final
desta orquestracao foi aplicada uma avaliagao de aprendizagem, a qual se deu de forma
colaborativa, em que cada equipe recebeu uma lista de situagcdes problema para aplicar
as técnicas de primitivagdo que foram estudadas. A maioria dos discentes, através de
suas respostas, demonstrou destreza no uso das técnicas de primitivacdo e na

compreensao do conceito de primitiva (Figura 8).

Crescimento da Populacio. Estima-se daquiat
pulag q BT

i : 2 i Amliaspe Punsicl
meses a populagdo de uma certa cidade estara

n

2 i ;
aumentando a razdo de 4 4 5tz habitantes por Deda
= Lmuen

més. Se a populacdo atual é de 10.000 TR
habitantes, qual serd a populacio daqui a 8 Vapularie Afuel

meses? 40,508
0 gt o quortae pde 7 ). 000
Quol mndl o popula- L
oo dagui o € PW&- :
sk, 7 - > =
Lloguu O mentls G rmuluxp.o Mg
da 40,42 3.

Figura 8: Um dos problemas da avaliagado e solugao de uma das equipes
Fonte: Elaborado pelos autores.

5.2 Orquestracao Instrumental 2

Esta orquestracao foi conduzida pela pesquisadora/tutora e consistiu na realizacao
das Atividades 1 e 2. No primeiro encontro da Atividade 1, foi introduzido o conteudo de
calculo de areas sob curvas utilizando o método dos retangulos, explicando os conceitos
de soma superior e soma inferior. Em seguida, foi explicado o modo de resolugao das trés
situacdes da Atividade 1.

No segundo encontro os discentes tinham que apresentar sua resolugdo dos
exercicios propostos, porém apenas uma questao foi apresentada (Questdo 1), cujas
quatro alternativas dois alunos de cada grupo explicaram. Um deles projetou a prépria tela
e resolveu a questdo na hora do encontro, demonstrando que tinha compreendido bem o
conteudo.

No terceiro encontro, que também era de apresentagao das resolugdes, 0os grupos
responderam que sé haviam resolvido a questdo 1, por conta da grande quantidade de
graficos que ela possuia, além de que tinham algumas duvidas sobre soma inferior e
soma superior, as quais foram esclarecidas durante o encontro.

Partindo dessas duvidas, a pesquisadora/tutora fez uma revisdo dos assuntos
abordados no encontro anterior, porém explicando de uma forma mais direta, além de

apresentar novas propriedades das somas superiores e inferiores aos alunos, através de
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exemplos, tanto sobre fungdes estritamente crescentes e estritamente decrescentes como
a respeito de funcdes que possuiam intervalos de crescimento e de decrescimento.

Sanada todas as duvidas, a tutora partiu para a explicacdo da questao de numero
03, fazendo como exemplo a letra (c), ja que essa possuia uma configuragao diferente.
No decorrer da fala, os alunos foram orientados a fazerem testes com a quantidade de
retdngulos usada para calcular a area sub a curva, a fim de perceberem que, quanto
maior a quantidade de retangulos utilizada, mais proxima essa soma fica da area real sob
a curva. Todos os encontros foram gravados e disponibilizados para os alunos.

No primeiro encontro da Atividade 2, foi dada uma explicagdo sobre como fazer as
situacdes 6 e 7 da lista, as quais tratavam de calculo de area sob curvas que estao abaixo
do eixo x, tendo também de mostrar aos alunos como deveria ser feito o grafico da fungao
no Geogebra, além dos comandos utilizados.

Em seguida, lembramos aos discentes que a Integral representa o limite de uma
soma e ndo uma area, para que essa ideia ndo cause um conflito cognitivo nos alunos.
Da mesma forma ocorreu com o0 Ax, que ndo precisa ter o mesmo comprimento em todos
os retangulos, apesar de muitos alunos corroborarem com esse pensamento.

Apos essa revisdo, comecamos explicando o que era somatério e a sua
simbologia, além do que cada um de seus elementos significa, podendo assim chegar aos
exemplos. Logo apos, apresentamos algumas de suas propriedades e em seguida
mostramos como se escreve a area sob uma curva em forma de limite de um somatario.

Todos os enunciados foram explicados aos alunos, além de a tutora ter resolvido
um exemplo seguindo a ideia de cada situagao, até chegar nas quatro ultimas, sobre as
quais nao houve uma fala muito longa nem detalhada, pois sao situacdes de interpretacao
que podem conter fatores de conflitos potenciais, os quais os alunos devem identificar
sozinhos, logo apds interpretarem o problema e tirarem suas conclusdes
matematicamente.

No encontro seguinte, foram passadas algumas orientagées sobre como fazer os
graficos das questbes 7 e 8 no GeoGebra, e sobre 0 enunciado das questdes 5 e 6, além
de alguns alunos terem apresentado suas resolu¢des das questdes.

No ultimo encontro, foram tiradas duvidas a respeito da situacéo 5, relativa a forca
e trabalho. Logo depois descobrimos que havia também um erro na sua formulagao,
portanto uma hipétese foi acrescentada no enunciado para que os alunos pudessem
resolver a letra (c) da questdo. Apds o esclarecimento das duvidas, os discentes

comecgaram a apresentar suas solugoes.
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Um estudante mostrou a turma seus graficos de algumas alternativas da questao 3
da Atividade 1 e, enquanto realizava a atividade, resolveu manipular os intervalos e a
quantidade de retangulos, levando-o a perceber conflitos no calculo da Soma de Riemann
quando o grafico da fungao estava abaixo do eixo x, 0 que era esperado pelo professor, e

tornou a apresentagdo mais interessante para os colegas.

5.3 Orquestracao Instrumental 3

Esta orquestracao foi conduzida pelo pesquisador/professor e teve como situacao
matematica a Integral de Riemann e Teorema Fundamental do Calculo. Tinhamos como
objetivos: conceituar Integral de Riemann, interpretar uma integral definida como area
resultante, além de compreender e aplicar o Teorema Fundamental do Calculo. Como ja
relatado, nossa abordagem seguiu uma sequéncia diferente das adotadas nos livros de
Calculo. Demos importancia a conversao de representagdes e conceituamos a integral
definida como soma, a fim de favorecer a aplicacdo desse conceito em problemas
praticos. Partimos da hipotese de que tal abordagem proporcionaria uma compreensao do
conceito de integral de Riemann mais completa e n&o restrita ao caso em que representa
area sob curvas. Além disso, usamos exemplos tanto de fungdes continuas como fungdes
nao continuas para encontrar somas inferiores e somas superiores.

Nos encontros, os discentes eram incentivados a participar ativamente. Na aula
sobre somas inferiores e superiores, por exemplo, foi apresentado a turma o grafico de
uma funcéo (Figura 9) e uma tabela auxiliar elaborada pelo pesquisador, sendo solicitado
que eles preenchessem a tabela e enviassem um print de sua resolugéo para o WhatsApp
do pesquisador, para que ele pudesse projetar na tela e os proprios discentes explicarem

para toda a turma sua resolugao (Figuras 10).
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Figura 9: Print de um exemplo Figura 10: Print da resolugao de um discente

Fonte: Elaborado pelos autores. Fonte: Elaborado pelos autores.
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A fim de fazer com que eles percebessem que quando se refina uma particio as
somas inferiores aumentam e as somas superiores diminuem, duas agdes foram
desenvolvidas. A primeira fez uso do Geogebra, no qual plotamos o grafico de uma

fungéo e o software permitiu que os discentes visualizassem tal fenémeno (Figura 11).

Lravacao da Aula de 02.12.2020.mp4

Figura 11: Print da atividade com Geogebra para observagdo de somas inferiores e somas superiores
Fonte: Elaborado pelos autores.

A segunda agao contou com a participagao ativa dos discentes. O grafico de uma
funcao foi apresentado e foi solicitado a um discente que escolhesse uma particao do
intervalo de definicdo da funcdo. Em seguida foi solicitado a outro discente que dissesse
um refinamento da particao dita pelo primeiro, e a um terceiro aluno foi pedido que falasse
um refinamento da particao dita pelo segundo. Foi dado um tempo para que os discentes
calculassem as somas inferiores e superiores em relagado a cada uma das particoes.

Nesta orquestragao foram formalizados os conceitos de integral inferior, integral
superior e integral, funcdo integravel, soma de Riemann e o teorema fundamental do
Calculo. Novamente, usamos exemplos de fungbes n&o continuas, visando a
internalizacao, por parte dos discentes, do fato de que os conceitos que foram estudados

anteriormente e os subsequentes valem mesmo para fungdes que ndo sido continuas.
6 ANALISE A POSTERIORI E VALIDAGAO

Essa fase da Engenharia Didatica se apoia sobre todos os dados coletados
durante a experimentagao através das observacgdes realizadas durante cada sessao de
ensino, bem como das produgdes dos alunos em classe e fora dela (MACHADO, 2008, p.
246.)

Inicialmente fazemos uma anadlise das respostas dos discentes em relagao as
quatro atividades. Em seguida, fazemos a confrontagdo das analises a priori e a posteriori

na tentativa de se validar ou se refutar nossas hipéteses levantadas no inicio da
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engenharia.

As respostas dadas na Atividade 1 mostram que os discentes compreenderam a
ideia de obter aproximagdes de areas sob curvas por meio de retdngulos usando os
conceitos de soma inferior e soma superior. Tal compreenséao foi percebida com e sem o

uso de recursos tecnoldgicos (Figura 12).
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Figura 12: Respostas de um dos discentes.
Fonte: Elaborado pelos autores.

As respostas dadas pelos discentes as questdes 1 e 2 da Atividade 2, demonstram
que eles se apropriaram da notagdo de somatoério e conseguiram coordenar os dois
sentidos da conversao entre os registros simbdlico e numérico. Observamos, a partir das
respostas dadas a questdo 3 dessa mesma atividade, que os discentes conseguiram
mobilizar varias representacdes semiodticas e a conversao dessas representacdes (Figura
13).

-
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Figura 13: Resposta de discentes aos itens (d) e (e) da situagéo 3 da atividade 2
Fonte: Elaborado pelos autores.

Z

Fazer com que os discentes percebam a integral definida como o limite de uma
soma é um dos nossos objetivos. As questbes 6 e 7 buscavam favorecer essa
compreensao. As respostas dadas a estas questdes demonstram que tal compreenséo foi
alcangada. Observamos que o Geogebra teve um papel importante neste processo.

Na Figura 14, temos a resposta de um discente a questdo 5. A partir de sua
resposta, particularmente no item (d) em destaque, podemos observar que o estudante

percebeu que a area sob curvas pode ter diversos significados dependendo da fungao
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considerada, o que também pode ser observado na resposta dos demais discentes.

(a) Use o Geogebra para esbogar o gréfico da fungéo f{x)=x no intervalo [1,8]. {b) Calcule a drea sob a curva de [ nos intervalos [1,2], [3,5] e [6,7]. Perceba
B A bOOEN=+ o o= que vocé pede fazer uso dos seus conhecimentos de Geometria plana.
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Figura 14: Resposta de um discente a Questéo 5.
Fonte: Elaborado pelos autores.

Nesta secdo, apresentamos os dados pertinentes a participacédo dos discentes na
Atividade 4, que teve duas horas de duragdo e sua dinamica foi a seguinte: o
pesquisador/professor projetava em sua tela uma questao por vez e os discentes tinham
um certo tempo para responder e enviar pelo WhatsApp a sua resposta. Nossa
ferramenta tedrica empregada para a analise a posteriori e validagdo se fundamenta nos
pressupostos da teoria de Tall acerca de conceito imagem e conceito definicdo e da teoria
das Representagdes Semidticas.

Dentre os discentes, 16 reconheceram a primitiva de fungdo como sendo outra
funcdo e 14 identificaram a relagdo entre as duas fungoes, isto €, quando derivamos a
primitiva obtemos a funcdo dada. 16 discentes perceberam que a primitiva de uma
funcdo, quando existe, ndo € unica, citando o termo “familia” ou “grupo” ou a constante. A
representacdo em lingua natural foi usada por 12 discentes e, dentre esses, 11

apresentaram conceito definigdo coerente com o conceito definicdo formal (Figura 15).
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Figura 15: Resposta de um dos discentes a questao 1
Fonte: Elaborado pelos autores
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Na questao 2, 11 discentes citaram soma de Riemann e retangulos para estimar a
area sob uma curva. Quando perguntados sobre o que deveriam fazer para melhorar essa
estimativa, 5 discentes responderam que aumentariam o numero de retangulos, 4 citaram
particdo sem especificar algum procedimento, e 5 responderam que refinariam a partigao
para melhorar a estimativa. Observamos que 12 estudantes recorreram a representacao
em lingua natural. O conceito definicdo estava coerente com o conceito definigao formal
na resposta de 9 discentes. Além disso, a nogédo de limite estava presente no conceito
imagem de 8 deles, e o conceito imagem de 10 discentes acerca da soma de Riemann
estava associado ao calculo de area.

A partir das respostas dos discentes a questdo 3, podemos observar que 13
discentes associaram particdo de um intervalo [a,b] a intervalos ou a retangulos, 3
responderam que uma particdo é um conjunto de pontos, e apenas 1 respondeu que uma
particdo € um conjunto de pontos, mas também que os extremos a e b pertencem a este
conjunto. Dentre os discentes, 7 explicaram corretamente usando representagdo em
lingua natural o que sdo soma inferior e soma superior de f, citando inf e sup, 5
explicaram em palavras sem citar inf e sup e associando a area de retangulos, e 9
responderam que essas somas dependem da particao e justificaram sua resposta.

Ademais, 13 discentes associaram refinamento de uma particdo a intervalos ou a
retdngulos e 4 responderam que € um conjunto de pontos que contém a particao P.
Quando questionados sobre o que acontece com as somas inferior e superior quando se
refina uma particdo, 14 discentes responderam que as somas inferiores aumentam e
somas superiores diminuem. Acerca da diferenca entre somas inferior e superior e Soma
de Riemann de f referentes a uma particdo P, 8 discentes responderam que nas somas
inferiores e superiores usamos os inf e sup de f em cada intervalo, enquanto nas somas
de Riemann usamos pontos quaisquer do intervalo.

Os discentes demonstraram uma fragilidade no conceito imagem de partigdo e
refinamento de uma particdo. No que se refere aos conceitos de soma inferior (e soma
superior) e soma de Riemann, o conceito definicdo de 8 discentes esta coerente com o
conceito definicdo formal. Quando analisamos as respostas do ponto de vista das
representacbes semioticas, 19 discentes usaram somente representagcdo em lingua
natural.

Na situacdo 4, quando indagados sobre o que significava dizer que uma fungao f

era integravel, 9 responderam que € quando a integral inferior e a superior sao iguais,

Revista Eletronica de Educagdo Matematica - REVEMAT, Florianépolis, v. 16, p. 01-27, jan./dez., 2021. 21
Universidade Federal de Santa Catarina. ISSN 1981-1322. DOI: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e79491



https://doi.org/10.5007/1981-1322.2021.e79491

demonstrando um conceito definicdo coerente com o conceito definicao formal. A respeito
da necessidade de uma fungcdo f ser continua para ser integravel, 9 discentes
responderam que nao era necessario, sendo que 7 justificaram corretamente. A

representacdo em lingua natural foi usada por 19 discentes (Figura 16).

L)y Mo Voral JIUS-SEELt T, .7-‘1'-".”.,](‘.«“/-‘ 9 Opan M:XJ,_J.’_,&L&
3 ; AR )
Wanmcos A ) BRI, s SRl B (L 1 (1 Vi TaS ..qa\.;\\ m%n\[\n@_,
A\ A N Arasianed ganTe e AdrcediaiaNey

Figura 16: Resposta de um dos discentes a questao 2
Fonte: Elaborado pelos autores

A questdo 5 explora as representagbes [ f(x)dx e f:f(x) dx. 17 discentes

associaram a primeira a primitiva ou a familia de primitivas e 16 associaram a segunda a
integral definida, demonstrando a capacidade de reconhecer estes objetos matematicos e

suas representacdes simbdlicas.
Em relagao a igualdade ff f(x) dx = k, que é explorada na questéo 6, 12 discentes

associaram a area, sendo que 6 citaram que se deveria ter f >0 no intervalo dado [a,b],

demonstrando que conseguiram estabelecer um significado entre area de uma figura e o

numero k = f:f(x) dx.
7 CONSIDERACOES FINAIS

A partir da analise a posteriori, pudemos perceber que a maior parte dos discentes
compreendeu a ideia de obter aproximagdes de areas sob curvas por meio de retangulos,
além de conseguir mobilizar as varias representacbes semidticas do somatério e a
conversao dessas representagdes. Eles também conseguiram compreender, com o apoio
do Geogebra, a integral definida como o limite de uma soma e a area sob curvas como
detentora de diversos significados. Além disso, fizeram uso da representacédo em lingua
natural para justificar suas respostas, reconheceram a primitiva de fungdo como sendo
outra funcgao, e identificaram a relacdo entre uma funcdo e sua primitiva, assim como
perceberam que a primitiva de uma fungdo, quando existe, ndo é unica. Os alunos
também notaram que quando se refina uma particdo, as somas inferiores aumentam e as

somas superiores diminuem, além de terem compreendido a diferenga entre somas
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inferior (e superior) e Somas de Riemann. Por fim, demonstraram um conceito definicao
de funcao integravel coerente com o conceito definicdo formal e demonstraram a
capacidade de reconhecer os objetos matematicos “integral indefinida” e “integral
definida” em suas representagdes simbdlicas.

Por outro lado, alguns discentes apresentaram o conceito imagem acerca da soma
de Riemann associado ao calculo de area, além de relacionarem particao de um intervalo

a intervalos ou a retangulos. Outros também n&o conseguiram estabelecer um significado
. . . b ~ .
entre area de uma figura e o numero k = fa f(x) dx. Do mesmo modo, a nogao de limite

nao estava presente no seu conceito imagem acerca da integral.

Embora consideremos satisfatérios os resultados obtidos, no sentido de que as
orquestragdes instrumentais realizadas contribuiram para a aprendizagem dos conceitos
de funcéao integravel e integral de Riemann e conceitos correlacionados, para a maioria
dos discentes algumas atividades serdo revistas de modo que numa proxima aplicagao
desta engenharia didatica, as fragilidades observadas no paragrafo anterior sejam

superadas.
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