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Resumo: Este artigo apresenta uma investigacdo realizada pelo primeiro autor, sob a orientacdo do
segundo, tendo o software GeoGebra 3D como ferramenta para construir a equacdo reduzida da
circunferéncia e da superficie esférica. Foi aplicada, em uma escola publica estadual, no municipio de
Candeléria/RS, com trés alunos bolsistas de um projeto de pesquisa (Programa de Iniciacdo em
Ciéncias, Matematica, Engenharias, Tecnologias Criativas e Letras-PICMEL), no segundo semestre de
2014. Teve por objetivo explorar a visualizagdo, no processo de construcdo das equacbes da
circunferéncia e da superficie esférica, utilizando uma tecnologia computacional. Conclui-se que o
objetivo foi alcancado, pois os alunos conseguiram deduzir, tanto a equacdo da circunferéncia no
plano, quanto a da superficie esférica no espaco, por meio de recursos visuais. Além disso, o uso do
GeoGebra, com suas janelas de algebra e de visualizacdo, favoreceu a relagdo entre as duas formas de
representacdo. Portanto, ele foi decisivo para a aprendizagem do conteido matematico envolvido.
Palavras-chaves: equacdo da circunferéncia. Equacdo da superficie esférica. GeoGebra 3D.
Tecnologias.

BUILDING THE EQUATION OF CIRCUMFERENCE AND
SPHERICAL SURFACE BY GEOGEBRA 3D: AN EXPERIENCE WITH
HIGH SCHOOL STUDENTS

Abstract: This article presents an investigation conducted by the first author, under the guidance of
the second. He had the software GeoGebra 3D as tool for constructing the reduced equation of the
circumference and the spherical surface. It was applied in a public school in the city of Candelaria /
RS, with three students from a research project (Programa de Iniciacdo em Ciéncias, Matematica,
Engenharias, Tecnologias Criativas e Letras-PICMEL), in the second half of 2014. The aim of the
investigation was to explore the visualization, in the process of constructing the equations of the
circumference and the spherical surface, using a computational technology. It is concluded that the
objective was reached, because the students were able to deduce both the equation of the
circumference in the plane and of the spherical surface in space, through visual resources.
Furthermore, the use of the windows of algebra and of visualization, permitted relationship between
the two forms of representation. Therefore, it was decisive for learning the mathematical content
involved.

Keywords: equation of the circumference. Equation of the sphere’s surface; GeoGebra 3D.
technologies.
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Introducéo

Segundo as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006), a
Geometria Analitica deve possibilitar a articulagdo entre a Geometria e a Algebra, devendo o
professor trabalhar a compreenséo de figuras geométricas por meio de equaces e vice-versa,
evitando memorizacbes de férmulas e abandonando, assim, a simples apresentacdo de
equacoes.

Para que ocorra essa transicdo, € necessario explorar a visualizacdo, definida por
Leivas (2009) como “um processo de formar imagens mentais, com a finalidade de construir e
comunicar determinado conceito matematico, com vistas a auxiliar na resolucéo de problemas
analiticos ou geométricos” (p.22).

Da mesma forma, para Fischbein (1987, p.104), “uma imagem visual ndo somente
organiza os dados em estruturas significativas, mas é também um fator importante para
orientar o desenvolvimento de uma solucdo analitica; representacdes visuais sdo essenciais
dispositivos antecipatorios”.

De acordo com Eisenberg e Dreyfus (1989), “muitos conceitos e processos, na
Matematica da escola, podem ser obtidos por meio de interpretacdes visuais, isto €, modelos
visuais podem ser construidos e refletirem uma grande parte da compreensdo da estrutura
dessa area” (p. 1) sendo, por esse motivo, referenciais importantes para a pratica desenvolvida
num contetdo do Ensino Médio, o qual merece estudos inovadores, como esse de Geometria
Analitica.

Em termos de inovagdo que se possa introduzir, na escola, em nivel médio, existem as
midias computacionais, as quais, atualmente, tm o poder de incentivar os estudantes na busca
de solugdes de problemas. Essas, segundo Borba e Villarreal (2006), tém o poder de organizar
0 pensamento. Para eles, a “visualizacdo tem sido a principal mudanga em interfaces de
computador desde que os monitores foram introduzidos como uma parte essencial deles” (p.
13).

Partindo dessa ideia, é essencial uma reflexdo sobre como ensinar esse contetdo. Por

isso, na investigacdo aqui relatada, adotou-se 0 uso do software GeoGebra 3D como uma
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ferramenta pedagdgica para a construgdo da equacdo reduzida da circunferéncia e a da
superficie esférica, pois ela propicia a exploracdo de modo dindmico, bem como apresenta o
conteddo matematico de uma forma atraente aos estudantes, auxiliando, assim, na
visualizacao.

Ao descrever diversos tipos de softwares de Geometria Dinamica, Gravina et al.
(2012) citam o GeoGebra como um deles, por apresentar, em sua tela, possibilidades de
trabalhar com a geometria classica, na qual se utilizam propriedades das figuras para sua
construgdo. Para os autores, o “[...] processo de construcdo é feito mediante escolhas de
primitivas que sdo disponibilizadas nos diferentes menus [...]” (p.24) e, nesse sentido,
entende-se que a versdo 3D € propicia para 0s propdsitos da investigacdo que explora, até
certo ponto, por analogia, um objeto geométrico plano e um espacial.

Este trabalho trata de uma aplicagdo realizada durante o desenvolvimento de uma
disciplina cursada pelo primeiro autor e ministrada pelo segundo, a qual teve por objetivo
aplicar e investigar possiblidades de desenvolver conhecimentos de Geometria Analitica ndo
usuais no Ensino Médio. Consideram-se resultados da realizacdo do projeto em que o
primeiro autor foi o executor, com alunos bolsistas do projeto Programa de Iniciacdo em
Ciéncias, Matematica, Engenharias, Tecnologias Criativas e Letras-PICMEL, na Escola
Estadual de Ensino Médio Gastdo Bragatti Lepage, no municipio de Candelaria/RS. Esse
projeto concorreu a um edital pablico divulgado pela Fundacdo de Amparo a Pesquisa do
estado do Rio Grande do Sul FAPERGS, financiado pela CAPES, como incentivo a iniciacdo
cientifica. Um pesquisador ligado a uma instituicdo superior envolvida com pesquisa
submetia projeto que estimulasse a iniciacdo a pesquisa entre jovens estudantes de escolas
publicas deste estado. O pesquisador selecionava dois professores em exercicio como
executores do projeto, os quais recebiam bolsa para tal e deveriam selecionar, cada um em
uma escola distinta, trés estudantes que também recebiam uma bolsa de iniciagéo cientifica.

Considerando-se que os alunos envolvidos atingiram o objetivo do projeto de iniciacao
em investigacbes matematicas e, para dar continuidade ao desenvolvimento dos mesmos,

esses estudantes foram convidados a participar do trabalho aqui relatado, tendo aceitado.

Orientagdes Teoricas
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A Geometria Analitica se destaca como um estudo da Geometria que permite o
desenvolvimento de formas mais elaboradas de pensamento, sendo definida por Boulos e
Camargo (1987, p.13 apud RICHIT, 2005, p.41) como:

[...] 0 estudo da Geometria pelo método cartesiano (René Descartes, 1596-
1650), que, em ultima andlise, consiste em associar equacfes aos entes
geométricos e, através do estudo dessas equacdes (com o auxilio da Algebra,
portanto), tirar concluses a respeito daqueles entes geométricos.

Esse estudo consiste na relacdo entre problemas geométricos, que podem ser
resolvidos por métodos algébricos ou equacgdes algébricas, as quais podem ser verificadas
geometricamente. Interliga a Geometria com a Algebra.

Corroborando a afirmacdo de Eves (2004), a esséncia dessa Geometria consiste em
estabelecer equivaléncia entre pontos do plano e coordenadas reais, em um sistema de eixos,
viabilizando correspondéncia entre equacdo e curvas no plano e suas respectivas
propriedades, tanto algébricas quanto geomeétricas, o que pode ser estendido ao espaco. De
acordo com Courant e Robbins (2000),

[...] o sucesso completo na construcdo de uma Geometria Projetiva
puramente sintética sé foi alcancado por volta do final do século XIX, com
um 6nus bastante elevado em termos de complicag¢do. Quanto a esse aspecto,
0s métodos da Geometria Analitica obtiveram um sucesso maior (Ibidem,
p.234).

Naquele tempo, esse método teve grande sucesso e foi decisivo para obter éxito no
desenvolvimento da Matematica, segundo os autores, mostrando um crescimento histérico e
gradual no que se entendia por Geometria. A partir dele, por exemplo, 0 ponto poderia
assumir dimens@es além das euclidianas, atrelado ao comprimento, largura e espessura de um
objeto fisico, como na quarta e quinta dimensdes, entre outras.

Para De Maio e Chiummo (2008), as “representa¢des geométricas dos espagos R" com
n>4 ndo sao possiveis com 0s meios de que diSpomos; nesses casos, € usual associarmos as n-
uplas de R" aos pontos do espaco euclidiano Eo", generalizando as suas propriedades” (p. 19).
Segundo esses autores, 0 uso de sistemas de coordenadas facilita a representacéo, sendo essa a
maneira com que, em geral, se faz o tratamento da Geometria Analitica, especialmente no
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Ensino Médio. Certamente, essa forma de abordagem permite vislumbrar uma Geometria
além do mundo perceptivel, sendo, pois, tdo importante seu tratamento no mundo real. Nesse
sentido, as representacdes obtidas por meio dos softwares de Geometria Dinamica vao
proporcionar a internalizagéo desse ramo da Geometria.

A presenca desse conteudo, no curriculo da Educagdo Basica, possibilita que o aluno
construa uma visdo ordenada das diferentes linguagens e campos da Matematica,
estabelecendo, assim, conexdes entre eles, bem como proporciona que ele entenda que, “mais
importante do que memorizar diferentes equacGes para um mesmo ente geométrico, é
necessario investir para garantir a compreensdo do que a Geometria Analitica propde”
(BRASIL, 2002, p. 124). Nesse nivel de escolaridade, o usual é abordar a Geometria Plana no
que diz respeito ao ente geométrico reta.

Uma andlise realizada por Lima (2001) em livros didaticos do Ensino Médio sobre
esse contetido indica que, além de ignorar o uso de calculadoras e computadores, os livros
servem como guias para os professores e determinam a qualidade de ensino das aulas. De
modo geral, o autor vé uma série de falhas: fragmentacdo do conteldo, excesso de problemas
de carater manipulativo e de férmulas, além da falta de demonstragbes de resultados
importantes.

Quanto ao uso de tecnologias, segundo Sancho e Herndndez (2006), uma das
dificuldades, que se encontra, a fim de transformar o contexto do ensino, com a introducéo
dessas, parece estar no fato de que a escola fica centrada na figura do professor. Com o uso de
um software de Geometria Dindmica, o papel do aluno na construgcdo de seu conhecimento é
fundamental. Além disso, afirmam os autores: “[...] tampouco parecem prosperar as situagdes
educativas em que se consideram as novas representacdes e o modo de construgéo do
conhecimento...” (p. 19).

Esse quadro resume uma falta de conex&o entre as representagdes, desqualificando o
processo de ensino-aprendizagem e resumindo-o a memorizagdo de formulas. Dessa forma,
grande parte dos estudantes possui um conhecimento limitado de Matemaética, sem ter a nocao
de que as solugdes algébricas se refletem no plano coordenado.

Talvez uma causa razoavel para esse quadro seja a dificuldade com os meétodos

tradicionais, como giz e quadro, réegua e compasso, que ndo contemplam, de modo rapido e
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eficaz, a representagdo geomeétrica.

Para que se possa proporcionar um ambiente que torne natural essa ligacdo entre a
Algebra e a Geometria, a articulagdo com a tecnologia passa a ser uma grande aliada, pois,
com o uso de um software de geometria dindmica, é possivel explorar essas representacdes de
maneira conjunta.

Conforme Cruz (2005), a geometria dindmica é aquela que permite sua exploracédo por
meio do movimento de figuras, na tela de um computador, cujas caracteristicas estabelecem
condicGes para que o usuario (aluno) manuseie seus componentes e realize conjecturas,
atendendo aos requisitos necessarios para que se observem regularidades.

Para colocar em prética a construcdo da circunferéncia e da superficie esférica, foi
escolhido o GeoGebra 3D, que é um programa livre de geometria dindmica, adequado para a
andlise grafica, pois nele podem-se explorar conceitos geométricos e algébricos, bem como
possibilitar a representagdo em terceira dimensdo. Outros fatores importantes na escolha desse
software foram: a facilidade de sua interface, pois os comandos sdo apresentados em
linguagem simples e de facil entendimento e por se tratar de um programa de distribuicdo
livre.

De acordo com Vieira (2010, p.59), “o GeoGebra permite ao usuario manipular os
objetos, de forma conveniente, gerando discussdes a respeito do que esta sendo estudado

durante o desenvolvimento das atividades de geometria”.

Desenvolvimento das atividades

O trabalho constituiu-se de duas atividades que envolveram ferramentas de Geometria
Plana e de Geometria Espacial, ambas na mais recente versdo do GeoGebra que proporciona
tal versatilidade. Elas foram desenvolvidas com trés alunos bolsistas do
PICMEL/FAPERGS/CAPES, na Escola Estadual de Ensino Médio Gastdo Bragatti Lepage,
no municipio de Candelaria/RS, sendo dois deles do 2° ano e uma do 1° ano do Ensino Médio,
0s quais serdo aqui identificados por Al, A2 e A3. O tempo de execucéo foi de 8h/aula de 50
minutos cada, no turno inverso, ou seja, ocorreu no outro turno de funcionamento das aulas

regulares na escola, procedimento usual no estado do RS
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Os alunos trabalharam de forma colaborativa, no laboratério de informatica da escola,
registrando todo o processo na realizacdo das atividades, por meio eletrénico, tanto na escrita
na prépria janela de visualizacdo, quanto em word, além de anotacdes no caderno. As
construcdes e anotacdes foram repassados ao professor executor para andlise e discussd@o com
0s trés participantes.

A primeira atividade, cujo objetivo era compreender a diferenca entre plano e espaco,
consistiu na resolucdo de uma situagdo-problema, nesse caso, o enigma “Qual a cor do urso?”
Nele, estava descrito o trajeto de um urso, relacionando-o0 aos pontos cardeais sul, norte e
oeste, bem como seu deslocamento. Inicialmente, perguntou-se qual era a cor do urso. Todos
responderam, corretamente, que era branco, justificando que o urso tinha seu habitat no Polo
Norte. Posteriormente, eles deveriam ilustrar o trajeto do urso, em uma folha de oficio,
explicando o que tinham feito. Na Figura 1, consta o registro do aluno Al, o qual ilustrou a
trajetoria do urso, na folha (no plano), utilizando como recurso a representacdo de uma

superficie esférica (no espaco), ja que o deslocamento foi sobre 0 Globo Terrestre.

Figura 1: registro do aluno Al, no plano, de uma situacdo sobre uma superficie esférica.

Fonte: os autores.

Na sequéncia, 0s alunos tiveram que registrar o deslocamento do urso, em uma bola de
isopor, conforme ilustrado na Figura 2. A partir das ilustracdes realizadas, eles foram
questionados: o urso voltaria para casa, de acordo com o trajeto da folha ou da bola de isopor?
Constataram que essa era uma situagdo que envolvia o espago, portanto, na superficie

esférica, ndo no plano.
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Figura 2: representacdo, na bola de isopor, do deslocamento do urso, feita pelos trés alunos.

Fonte: os autores.

Apdbs os esclarecimentos feitos pelo professor sobre uma diferenca entre plano e
espaco, bem como suas dimensdes, 0s alunos receberam a segunda tarefa para executar no
GeoGebra. Inicialmente, foi pedido que desabilitassem a janela de algebra, uma vez que eles
ja conheciam o software. Posteriormente, deveriam criar um ponto qualquer sobre o plano
cartesiano e nomea-lo como ponto A o qual seria 0 centro da circunferéncia. Na sequéncia,
deveriam criar uma circunferéncia com um raio qualquer e analisar o que aconteceria com ela,
quando o raio fosse aumentado ou reduzido. Verificaram que seu tamanho também aumentava

ou diminuia a partir do raio.

Figura 3: analise da reducdo ou aumento do raio no GeoGebra, feita pelo aluno A2.

Fonte: os autores.

Nessa atividade, os alunos construiram um ponto qualquer na circunferéncia (ponto B
na Figura 4). Em seguida, um segmento AB, ligando o centro da circunferéncia a esse ponto.

Determinaram, entdo, o raio da circunferéncia, de acordo com a Figura 4.
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Figura 4: representacdo geométrica do raio feita, pelo aluno A3.

Fonte: os autores.

Como os alunos ndo cursavam o 3° ano do Ensino Médio, nivel de ensino ao qual
pertence o contelldo de Geometria Analitica, ndo tinham contato com esse contetdo e, dessa
forma, o professor deduziu, em conjunto com os estudantes, a formula da distancia euclidiana
entre dois pontos no plano cartesiano, utilizando o software. JA com a expressao algébrica
elaborada, a partir da deducdo geométrica, os alunos calcularam a distancia entre o centro da
circunferéncia e o ponto B sobre ela. Constataram que essa distancia era equivalente a medida
do raio.

Figura 5: céalculo da disténcia entre os dois pontos, feita pelo aluno A2.

|

Fonte: os autores.

Os estudantes foram desafiados a criarem uma equacdo que descrevesse a

circunferéncia que construiram. Logo notaram que a distancia entre os dois pontos era igual a
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medida do raio e, como o ponto B pertencia a circunferéncia, mesmo esse variando, o centro

se manteria 0 mesmo. Desse modo, concluiram que a equacao da circunferéncia poderia ser

descrita da seguinte forma; (x —a)* + (v —b)* =r=

Figura 6: equacdo reduzida e sua representagdo geométrica, construida pelo aluno A2.
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Fonte: os autores.

Na segunda etapa, os alunos exploraram o ambiente GeoGebra 3D para anélise da

superficie esférica. Inicialmente, construiram um vetor com mdédulo 2, cuja origem era

coincidente com a origem do sistema de coordenadas. Habilitaram o rastro e, ao

movimentarem a extremidade do vetor, verificaram que formava um objeto gréafico e que,

unindo os pontos, formava uma superficie esférica.
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Figura 7: movimentacdo do vetor para a construcao da superficie esférica, construida por A3.

Fonte: os autores.

Ao realizarem essa tarefa, os alunos perceberam que se tratava de uma superficie

esférica. Posteriormente, construiram uma esfera com o mesmo raio utilizado para o vetor no

caso 2. Verificaram que os pontos assim construidos coincidiam com os do objeto gréfico

apontado por eles anteriormente. Nesse momento, foi explicada a diferenca entre superficie

esférica e esfera, uma vez que o software utiliza ambas as expressées como sinénimas.

Figura 8: construcdo da superficie esférica a partir do vetor, feita por A3.

Fonte: os autores.

Com as situagdes apresentadas, os alunos foram indagados sobre qual a distancia de

um ponto qualquer da superficie da esfera ao ponto origem do sistema de coordenadas. Eles
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deduziram que a distancia tinha o0 mesmo valor do modulo do vetor, no caso 2, de forma
similar ao que ocorrera, no plano, com a equacdo da circunferéncia. Constataram que se
tratava de um sistema com trés coordenadas para a equacdo da superficie esférica e que
bastaria acrescentar uma coordenada, na equagdo construida anteriormente, para ter a equacao
reduzida da superficie esférica. Portanto, algebricamente, obtiveram:
(x—aP¥+ (y—b¥+ (z-c) =72,

Figura 9: deducéo a partir das atividades anteriores, registrada pelo aluno Al.
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Fonte: os autores.

Para finalizar as atividades, os estudantes construiram a equacdo reduzida da
superficie esférica que visualizaram no GeoGebra, efetuando a substituicdo de a=b=c=0 na
ultima equacdo e, em seguida, observaram que a equacdo era a mesma que Se encontrava

especificada na janela de algebra do software.

Figura 10: equacéo reduzida da superficie esférica, construida pelo aluno A2.
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Fonte: os autores.
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Considerac0es finais

Apls o desenvolvimento da investigacdo, foi possivel observar que o uso da
tecnologia ¢ um aliado do professor e um facilitador do processo de ensino/aprendizado dos
estudantes. A partir do recurso computacional GeoGebra 3D, verificou-se que os alunos
ligaram Algebra & Geometria, de modo a construir as equacdes reduzidas da circunferéncia e
da superficie esférica. Isso também pode ser comprovado ao finalizar o projeto, que teve a
duracdo de um ano, possibilitando ao professor executor do mesmo uma nova Visdo sobre
ensino a partir das tecnologias.

A exploracdo, de modo dindmico, e a visualizacdo proporcionada pelo GeoGebra
foram satisfatorias, pois os alunos conseguiram construir conjecturas e comunicar conceitos
matematicos, relacionando os problemas inicialmente formulados de forma geométrica, para,
em seguida, obter a respectiva forma algébrica. Assim, chegaram a construcdo desses novos
conceitos. Em relacdo a esse processo, os alunos nao apresentaram dificuldades, uma vez que
ja estavam trabalhando com Modelagem Matematica e acostumados a observacdo e
tratamento matematico, porém a linguagem matematica formal ainda precisa ser mais
trabalhada, da mesma forma que as abordagens sugeridas pelo professor.

Entende-se que o objetivo do experimento foi alcancado, ja que possibilitou aos alunos
aprenderem em acdo, ou seja, foram sujeitos ativos no processo de construcdo do proprio
conhecimento, além de ser uma proposta diferente daquela que se vinha utilizando, em anos

anteriores, na préatica profissional do professor executor no Ensino Médio.
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