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A. Objeto matematico
1. Introduccion

El presente documento expone lo que debiera ser una propuesta didactica para la
ensefianza de funciones en 4° ESO, en Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas.
La memoria se acoge a los requisitos técnicos formulados desde la asignatura Trabajo fin

de Master (Esp. Matematicas) del Master de Profesorado de E.S.O. y Bachillerato.

Como otros conceptos matematicos, que pueden entenderse como una abstraccién
de conceptos de otros campos, el concepto de funcion es una abstraccion de la idea de ley
cientifica que sirve para el estudio de los fendmenos de cambio (Deulofeu, De la Fuente y
Vilaplana, 2021). Las funciones, someramente descritas, se componen de una regla que
asigna a cada entidad de un conjunto de partida una y s6lo una entidad en el conjunto de
llegada. Si bien esta idea conceptual ha sido ampliamente consensuada por el cuerpo do-
cente, Sanchez y Llinares (2003) encuentran diferencias significativas en las formas de
afrontar la ensefianza: lo que resulta prioritario para ciertos profesores (aspecto operacional
y modo algebraico de representacién), para otros es secundario, priorizando las represen-
taciones graficas y la resolucién de problemas. Ante casuisticas como la sefialada, la di-
dactica de la matematica se impone para crear conciencia sobre la diversidad de represen-
tantes de la nocién de funcién y como el uso de unos u otros queda supeditado al contexto
de interés y los problemas enunciados. El National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) (1989) menciona que los estudiantes que pueden aplicar diferentes representacio-
nes del mismo concepto matematico tienen una apreciacién mas profunda de la coherencia

y belleza de las matematicas.

Para el alumnado, el conocimiento de las funciones posibilita un acercamiento al
paradigma matematico al tener que interpretar criticamente contextos reales regidos por
relaciones comprensibles para su nivel. La orientacion elegida, ensefianzas aplicadas, tiene
por objeto lograr conexiones significativas entre la ensefianza reglada y el entorno mas
proximo del estudiante, lo cotidiano. Por ello, la realizacion de una propuesta didactica
adecuada para ensefiar funciones resulta crucial y motiva la presente memoria. La investi-
gacion que ocupa las paginas siguientes indagara en situaciones propias de los procesos de
instruccion matematica. La memoria recogera, entre otros, la situacién curricular, un ana-
lisis de libros de texto, un analisis epistemoldgico, una secuencia didactica, la relacién de

campos de problemas, técnicas y tecnologias y la evaluacion.



2. Curriculo

Para la elaboracion de la propuesta didactica se seguira lo indicado en la ORDEN

ECD/489/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el curriculo de la ESO y se autoriza

su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragon, atendiendo

a los contenidos, criterios de evaluacion, estandares de aprendizaje y competencias clave

sobre funciones integrados en el bloque homoénimo (“Funciones”):

Tabla 1. Bloque de funciones para Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas en 4° ESO

Contenidos

Interpretacion de un fendmeno descrito mediante un enunciado, ta-
bla, grafica o expresion analitica. Estudios de otros modelos funcio-
nales y descripcidn de sus caracteristicas, usando el lenguaje mate-
matico apropiado. Aplicacion en contextos reales. La tasa de varia-

cién media como medida de una funcién en un intervalo.

Criterios

de evaluacion

Crit. MAAP.4.1. Identificar relaciones cuantitativas en una situacion,
determinar el tipo de funcién que puede representarlas.

Cri.MAAP.4.2. Analizar informacién proporcionada a partir de ta-
blas y gréficas que representan relaciones funcionales asociadas a si-
tuaciones reales, obteniendo informacion sobre su comportamiento,

evolucion y posibles resultados finales.

Estandares

aprendizaje

de

Est. MAAP.4.1.1. Identifica y explica relaciones entre magnitudes que
pueden ser descritas mediante una relacion funcional (lineal, cuadra-
tica, proporcionalidad inversa y exponencial), asociando las graficas
con sus correspondientes expresiones algebraicas. Est MAAP.4.1.2.
Identifica, estima o calcula elementos caracteristicos de estas funcio-
nes (cortes con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento,
maximos y minimos, continuidad, simetrias y periodicidad).
Est. MAAP.4.1.3. Expresa razonadamente conclusiones sobre un fe-
némeno, a partir de la grafica que lo describe o de una tabla de valo-
res. Est MAAP.4.1.4. Analiza el crecimiento o decrecimiento de una
funcion mediante la tasa de variacion media, calculada a partir de la
expresion algebraica, una tabla de valores o de la propia gréfica.
Est. MAAP.4.1.5. Interpreta situaciones reales que responden a fun-
ciones sencillas: lineales, cuadraticas, de proporcionalidad inversa y

exponenciales.




Est. MAAP.4.2.1. Interpreta criticamente datos de tablas y gréaficos so-
bre diversas situaciones reales. Est. MAAP.4.2.2. Representa datos
mediante tablas y graficos utilizando ejes y unidades adecuadas.
Est. MAAP.4.2.3. Describe las caracteristicas mas importantes que se
extraen de una grafica utilizando tanto l&piz y papel como medios
informaticos. Est. MAAP.4.2.4. Relaciona distintas tablas de valores
y sus graficas correspondientes en casos sencillos, justificando y ar-
gumentando la decision. Est. MAAP.4.2.5. Utiliza con destreza ele-
mentos tecnoldgicos especificos para dibujar gréficas.

Competencias  CSC — Competencias sociales y civicas
clave CD — Competencia digital
CAA- Competencia de aprender a aprender
CMCT — Competencia matematica y en ciencia y tecnologia

3. Relacion de campos de problemas, técnicas y tecnologias

Con objeto de clarificar los apartados sucesivos, se han seleccionado tres categorias
que permiten tipificar los campos de problemas (CP), las técnicas (T) y las tecnologias
(TEC) involucradas en el desarrollo habitual del proceso de ensefianza de funciones en 4°
ESO, en Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas. Estas categorias son: con-
cepto de funcidn y descriptores, sistemas de representacion y equivalencias, cualidades de
las funciones y estudio. El siguiente esquema ilustra la relacién entre los campos de pro-

blemas, técnicas y tecnologias presentes en una misma categoria:

CP1||CP2]||CP3

4 T1 4 T2 4 T3

TEC1 TEC2 TEC3

Figura 1. Relacion entre campos de problemas, técnicas y tecnologias



A continuacion, se detalla el contenido especifico al que refiere cada indicador:

Tabla 2. Seleccidn de campos de problemas con sus identificadores correspondientes

Indicador =~ Campo de problemas

CP1 Concepto de funcion y descriptores

1. Enunciado

2. Tabla de valores

3. Gréfica

4. Expresion algebraica

CP2 Sistemas de representacion y equivalencias
(1,2) Paso de enunciado a tabla de valores
(1,3) Paso de enunciado a grafica
(1,4) Paso de enunciado a expresion algebraica
(2,1) Paso de tabla de valores a enunciado
(2,3) Paso de tabla de valores a grafica
(2,4) Paso de tabla de valores a expresion algebraica
(3,1) Paso de gréafica a enunciado
(3,2) Paso de gréafica a tabla de valores
(3,4) Paso de grafica a expresion algebraica
(4,1) Paso de expresion algebraica a enunciado
(4,2) Paso de expresion algebraica a tabla de valores
(4,3) Paso de expresion algebraica a grafica
CP3 Cualidades de las funciones y estudio

1. Dominio. Imagen. Cortes con los ejes

2. Crecimiento. Extremos relativos

3. Continuidad. Periodicidad




Tabla 3. Seleccidn de técnicas con sus identificadores correspondientes

Indicador Técnicas

T1

Estudio de la relacion funcional entre dos variables, una depen-
diente (x) y una independiente (y) viendo si a cada valor de x le

corresponde un unico valor de y.

T2

Seleccidn de datos numéricos relevantes para la construccion de
tablas de valores y graficas adecuadas a la relacion funcional.
Identificacion de la relacion funcional entre las variables depen-
diente e independiente para la construccién de una expresion al-
gebraica.

Expresion de un enunciado plausible, realista y coherente que se

ajuste a la relacion funcional.

T3

Deteccion de los intervalos para los que las variables dependiente
e independiente estan definidas dada la relacion funcional.
Anélisis de los puntos en que las variable dependiente e indepen-
diente se anulan dada la relacion funcional (si los hay).
Interpretacion adecuada de la tasa de variacién media como me-
dida del crecimiento de una funcion.

Estudio de los saltos o discontinuidades (si los hay).

Observacion de ciclos repetitivos (si los hay).

Tabla 4. Seleccidn de tecnologias con sus identificadores correspondientes

Indicador Tecnologias

TEC1 1.

2.

Definicion de funcion.

Representacidn verbal, tabular, grafica y algebraica de una funcién.

TEC2

=

Representacion verbal, tabular, grafica y algebraica de una funcion.

TEC3

o & W npoE

Definicion de dominio de una funcion.

Definicion de recorrido o imagen de una funcion.
Definicion de tasa de variacion media y extremos relativos.
Definicion de funcién continua.

Definicion de funcion periddica.




B. Estado de la ensefianza-aprendizaje
1. Andlisis didactico

Las investigaciones en didactica de las Matematicas que sirven al presente estudio
de investigacion se inscriben en la denominada teoria constructivista, que sostiene que el
conocimiento matematico es reconstruido por cada individuo y es una manifestacion de
experiencias personales que provienen tanto de su mundo cotidiano como de la experiencia
escolar (Wheatley,1991). En este sentido, encontramos diversas publicaciones que ahon-

dan tanto en la definicion de funcién como en sus formas de representacion.

Akkoc y Tall (2002) sefialan que los estudiantes a los que se les introduce el objeto
matematico de funcion traen implicita su comprensién del lenguaje junto con todas sus
experiencias previas, obstaculizando una correcta interpretacion del concepto matematico.
Ya Vinner (1983) hacia una distincién entre el concepto definicion usado por las personas
que ejercen la Matematica y el concepto imagen generado en la mente de todos aquellos
que se aproximan a ella. Martinez de la Rosa (2015) coincide en que lo més frecuente es
que un estudiante ignore el concepto definicidn y responda de acuerdo con su concepto

imagen, conteniendo incluso ideas imprecisas o equivocadas.

Por su parte, Figuereido, Contreras y Blanco (2015, p.70) ponen el foco en las
definiciones conceptuales que coexisten actualmente, revelando que el concepto definicion

ni siquiera es Unico para este momento concreto de la ensefianza:

1. Funcidon como expresion analitica. Definicion de Johann Bernoulli (1718): “Una fun-
cién de una magnitud variable es una expresién analitica, compuesta por una magnitud

y por constantes”.

2. Funcion como covariacion entre cantidades o magnitudes variables. Definicion de Leo-
nard Euler (1755): “Cuando unas cantidades dependen de otras de tal forma que al
variar las Ultimas varian las primeras, entonces a las primeras se les llaman funciones

de las segundas”.

3. Funcion como correspondencia univoca entre conjuntos. Definicion de Peter Dirichlet
(1837): “y es funcion de x si a cada valor de x corresponde un valor completamente
determinado de y; ademas, no es importante el método con el cual se establece la co-

rrespondencia sefialada”.



La exploracion del concepto basada en la nocion formal de Dirichlet supone un alto
grado de generalizacion y abstraccion dificilmente alcanzable por el alumnado de Secun-
daria. Sierpinska (1988) sefiala que la definicion formal de funcion oculta la verdadera
naturaleza de este concepto, con lo que introducir funciones a estudiantes por su definicion
moderna es un error didactico, una inversion anti-didactica. La conceptualizacion de fun-
cién aceptada, desde un punto de vista didactico, admite representaciones en diferentes
registros, cada uno con diversos alcances y limitaciones (Sastre-Vazquez, Rey y Boubée,
2008). Sierra-Vazquez, Gonzalez-Astudillo y Lépez-Esteban (1998) siguen la linea men-
cionada y ven preferible una aproximacion mas informal; los sistemas de representacion
que consideran son: descripcion verbal, tablas, graficas y expresiones algebraicas. Janvier
(1987) esquematiza en el siguiente cuadro los procesos de interaccidn-traduccion presentes

entre dichos sistemas:

Descripcién verbal | Tablas Grificas Expresiones
algebraicas

Descripcién Medida Croquis Modelo

verhal

Tablas Lectura de relaciones Dibujo Ajuste numérico
numeéricas

Griéficas Lectura de relaciones | Tabulacion Ajuste grafico
graficas

Expresiones Lectura de relaciones | Tabulacion Croquis

algebraicas simbélicas

Figura 2. Procesos de interaccién entre sistemas de representacion. Extraido de Janvier (1987).

2. Analisis de libros de texto

La comunidad educativa matematica concede una importancia notoria a los libros
de texto; ya el informe Cockroft (1985) revelaba que los libros de texto constituyen una
ayuda inestimable para el profesor en el trabajo diario del aula. Ademas, Schubring (1987)
sefiald que estos determinan la ensefianza méas que los propios decretos gubernamentales.
Dada la magnitud de manuales que pueden ser susceptibles de ser investigados, se ha rea-
lizado una seleccidn de cuatro libros de texto procurando un caracter actual y una difusion
relativamente amplia. El objetivo de la investigacion sera establecer el tratamiento dado a

la nocion de funcidn y sus representantes, mediante su analisis.



Los libros seleccionados se pueden clasificar, segun las normativas del periodo al
que pertenecen, en dos grupos: a) LOE y b) LOMCE. La denominacion “Matemaéticas
orientadas a las ensefianzas aplicadas” no se tuvo hasta que entré en vigor la ley LOMCE
(2013), con lo que el libro anterior a esta fecha no contempla este titulo y dentro de su
caracter unificado para 4° ESO, refiere a “Matematicas Opcion A” para las ensefianzas
aplicadas. Los dos libros que tienen un caracter mas actual (2021), estan disponibles en
formato pdf para su libre descarga y uso bajo la licencia Creative Commons (Apuntes Ma-
rea Verde) y bajo los derechos de autor y propiedad del GRUPO ANAYA, S.A.U., respec-

tivamente. Los cuatro libros a los que se les ha realizado el analisis son:

Tabla 5. Seleccidn de libros de texto con sus identificadores correspondientes.

Identificador Libro de texto

LT1 Domenech, J. C. (2008). Mateméticas, 4° ESO. Alcoy, Espafia:
Marfil, S.A.

LT2 Pérez, C. (2016). Matematicas ensefianzas aplicadas serie soluciona
4° ESO. Madrid, Espafa: Santillana Educacion, S.L.

LT3 Moya, P., & Zuasti, N. (2021). Matematicas orientadas a las ense-

flanzas aplicadas: 4°A de ESO. Recuperado de

https://www.apuntesmareaverde.org.es/

LT4 Colera, J., & Gaztelu, I. (2021). Matematicas orientadas a las ense-
fianzas Aplicadas 4°. ESO. Profesorado. Anaya + Digital.

Anaya. Recuperado de https://www.anayaeducacion.es/

Para analizar la introduccion escolar del objeto matematico de funcién, selecciona-
mos el concepto de funcion en sus diferentes representaciones. Elegimos, para ello, los
cuatro indicadores que sefialabamos en CP1. Por su interés, se recoge una transcripcion de

las definiciones conceptuales halladas en los libros de texto:

Tabla 6. Definiciones conceptuales halladas en los libros de texto analizados

Definicion conceptual

LT1 Hay una dependencia funcional si a cada valor de la variable independiente,
le corresponde un Unico valor de la variable dependiente. Estas corresponden-
cias verifican una propiedad: “A cada elemento del conjunto inicial le corres-

ponde un Gnico elemento del conjunto final” y reciben el nombre de funciones.



https://www.apuntesmareaverde.org.es/
https://www.anayaeducacion.es/

LT2

Una funcion es una relacién entre dos variables numéricas, x e y, en la que a

cada valor de x le corresponde un Unico valor de y.

LT3

Una funcion es una relacion entre dos magnitudes de forma que, a cada valor
cualquiera de una, llamada variable independiente (“x”), le hacemos corres-

ponder, como mucho, un tnico valor de la llamada variable dependiente (“y”).

LT4

Una funcidn liga dos variables numéricas a las que, habitualmente, se las llama
x e y: x es lavariable independiente. y es la variable dependiente. La relacion
entre las variables mediante la funcién f asocia a cada valor de x un Gnico

valor de y.

En LT1, la introduccion del objeto matematico se realiza mediante una serie de

actividades contextualizadas (panaderias, reparaciones, fabricas, etc.) que orientan al

alumno hacia el reconocimiento de relaciones funcionales. Por su parte, los libros restantes

otorgan una preponderancia del concepto definicion sobre los demas elementos, no permi-

tiendo una contextualizacion adecuada. Aunque LT2 dedica un espacio exiguo a las coti-

zaciones en bolsa, LT3 a la cochinilla roja y LT4 a las aportaciones de matematicos, estos
supuestos introductorios apenas inciden en la formacion de un concepto imagen significa-

tivo. Tras la definicion conceptual, los modos de representacion escogidos se revelan, ha-

ciendo mencion explicita de aquellos que cada libro considera oportunos:

Tabla 7.Modos de representacion explicitados en los libros de texto analizados

Modos de representacion

LT1

La relacién de dependencia funcional puede venir dada por una ley, regla o
formula (...) Una funcion puede venir determinada también por un enunciado,

una gréafica o por una tabla.

LT2

Las funciones se pueden expresar de distintas formas: un enunciado que re-
presente la relacion entre las variables, una expresion algebraica, una tabla de

valores, una grafica.

LT3

Las relaciones funcionales se pueden establecer mediante una tabla de valores,

una grafica o una expresion matematica o formula.

LT4

Las funciones nos vienen dadas de muy diversas formas: mediante su gréafica,
por una tabla de valores, por una férmula o mediante una descripcion verbal

(enunciado).




Como regla general, se escogen los modos explicitados en el curriculo aragonés:
“enunciado, tabla, grafica o expresion analitica”. Tan solo LT3 muestra un comportamiento
diferenciado, no mencionando explicitamente que las funciones pueden venir dadas por
enunciados verbales. Para cuantificar la presencia de estos indicadores (1,2,3,4), se ha rea-
lizado un muestreo que incluye un total de 172 ejercicios y ejemplos previos a la introduc-
cion de funciones prototipicas (lineales, cuadréaticas, etc.). Los porcentajes se han tomado

sobre el total de actividades de cada libro de texto redondeando a la unidad.

Tabla 8.Porcentajes de presencia de los descriptores tomados sobre el total de actividades de cada libro de texto

Enunciado Tabla Gréfica Exp. Algebraica TOTAL
LT1 25% 13% 53% 9% 100%
LT2 21% 5% 36% 38% 100%
LT3 48% 7% 30% 15% 100%
LT4 17% 7% 59% 17% 100%
TOTAL 26% 7% 44% 23% 100%

De acuerdo con las mediciones realizadas, los libros de texto que priorizan el len-
guaje grafico sobre el resto de las representaciones son LT1, LT3 y LT4, destacando este
altimo (59%). LT2, en cambio, da un tratamiento similar al lenguaje grafico y al lenguaje
algebraico con porcentajes del 36% y 38%, respectivamente. Por otro lado, resulta escaso

el tratamiento tabular en los cuatro libros de texto, s6lo superando el 10% (13%) en LT1.

Con estos datos, se concluye que no hay un tratamiento equitativo de los cuatro
lenguajes con presencia (verbal, tabular, gréfico y algebraico) en el total de actividades

examinadas. Aungue los pesos normalizados otorgados a lo verbal y algebraico se acercan

a i del total (26% y 23% respectivamente), en lo tabular y gréfico hay un desajuste evi-
dente. Se otorga, aproximadamente, un 2—10 del total a la representacion en forma de tabla de

valores (7%) y un 230 del total a la representacion grafica (44%). A nivel curricular, consi-

deramos que lo referente al Cri. MAAP.4.2. no puede ser convenientemente aplicado puesto
que faltan ejemplos y actividades que permitan al alumnado analizar la informacion pro-
porcionada a partir de tablas.

En lo relativo a los sistemas de representacion, hemos seleccionado el muestreo
anterior (n=172) y lo hemos sometido a un nuevo analisis. Recogemos las veces en que la
actividad nos remite a los indicadores de CP1 y distinguimos si lo hace para que deduzca-
mos otra expresion de la funcion dada (CP2) o cualidades de una posible funcion (CP3).

El anélisis revela que se presentan tareas que involucran el paso de unas formas de repre-
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sentacion a otras en torno al 40% de las ocasiones (67 de las 172 actividades); lo cuantifi-

camos en la siguiente tabla (n = 67):

Tabla 9. Presencia del paso entre sistemas de representacion

1,2 13 (14 (23) (4 (Bl 42 (43 TOTAL

LT1 1 2 9) 2 2 1 1 1 15
LT2 5 0 4 3 0 0 2 8 22
LT3 2 4 7 0 1 1 1 3 19
LT4 0 5 1 0 2 3 0 0 11
TOTAL 8 11 17 5 5 5 4 12 67

Las cuatro subcategorias de las que no se tiene evidencia son (2,1), (3,2), (3,4) y
(4,1), es decir, no encontramos actividades en las que se especifique que es necesario rea-
lizar una transformacién de tabla de valores a enunciado, de gréfica a tabla de valores, de
grafica a formula y de formula a enunciado, respectivamente. El hecho de que (3,2) no
aparezca y (2,3) tenga una presencia residual (7%) resulta paraddjico puesto que desde el
curriculo aragonés se tiene un estandar de aprendizaje (Est. MAAP.4.2.4.) para valorar la
capacidad de relacionar tablas de valores y gréficas.

En los supuestos de CP3 (105 de las 172 actividades), en vez de cuantificar las
veces que aparecen sus subcategorias (dominio-imagen, cortes con los ejes, crecimiento-
extremos relativos, continuidad-periodicidad), cuantificaremos las veces en que es usado
el lenguaje verbal, tabular, grafico y algebraico para estudiarlas. De esta manera, compren-
demos la importancia o peso relativo de cada lenguaje (1-enunciado, 2-tabla, 3-gréafica y 4-
expresion algebraica) en el estudio de las cualidades o caracteristicas de una funcion; lo
cuantificamos en la siguiente tabla (n = 105):

Tabla 10. Presencia de los distintos lenguajes para el estudio de cualidades de una funcion

1 2 3 4 TOTAL
LT1 0 0 16 1 17
LT2 5 0 24 15 44
LT3 3 1 9 1 14
LT4 1 1 21 7 30
TOTAL 9 2 70 24 105

El analisis de los datos refleja que, alrededor del 40% de las veces, las gréficas
son analizadas en si mismas no esperando de ellas ningln tipo de transformacion. Lo
mismo sucede con las férmulas (en torno a un 14%), los enunciados (5% aproximada-
mente) y las tablas de valores (sobre el 1%). Ademas, el total de los libros analizados

prioriza el lenguaje gréafico sobre los demas lenguajes.
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3. Analisis de obstaculos, errores y dificultades

Al analizar los libros de texto, poniamos el foco, en primer lugar, en la definicion
conceptual del objeto matematico de funcion. Dubinsky y Wilson (2013) recopilaron in-
formacion sobre las dificultades conceptuales en categorias: saber qué es y qué no es una

funcion, la representacion de funciones y la notacion funcional.

En la primera de estas categorias (saber qué es y qué no es una funcion), encontra-
ron que parte del alumnado asocia una funcion con la existencia de una expresion analitica
particular o un trazo continuo despojando a las funciones a trozos, las funciones constantes

o los puntos discretos de la condicion de funcion en su concepto imagen.

En la segunda categoria (la representacion de funciones), se remitieron, entre otros,
al estudio de Akkoc y Tall (2002) por las conexiones que establece entre las distintas for-
mas de representacion del objeto matematico de funcién: definicion, entrada-salida, dia-

grama, par ordenado, tabla, gréafica y férmula.

e [Cnnceptn de funcion

s
[Cumplejidad linmistica ]
/ \“tL Complejidad matemtica J
e I
P |
Verhal - . - ) Modalps | e s s = [ Cazoz modslicos ]
r A =

|Definicion| |Entrada-salids) | Disgrama | [Parordenado | |Tabla| (Grifica |Formulal

Figura 3. Concepto de funcién. Adaptada de Akkocg y Tall (2002).

Cada una de estas expresiones tiene sus particularidades y suele presentarse de
forma aislada, lo que dificulta, en parte, que los estudiantes puedan hacerse un concepto
imagen adecuado de la nocion de funcién. La distincidn entre modelos y casos modélicos
crea asimismo confusiones pues, generalmente, los estudiantes sélo son capaces de tratar
como tabla de valores, grafica o formula subtipos de funciones perfectamente de-limitadas
(lineales, cuadraticas, etc.). ElI uso de funciones genéricas suele quedar reservado para
aquellos alumnos que han dado un salto en abstraccidén y toman en consideracion la con-

cepcion estructural de funcion, infrecuente en grupos de 4° ESO Aplicadas.

12



En la tercera categoria (la notacion funcional), nos remiten al estudio de Vinner y
Dreyfus (1989), quienes encontraron serias dificultades en la interpretacion de y = f(x).
En sus investigaciones, vieron que muchos estudiantes interpretan dicha expresion como
producto de una variable “f” por una variable “x”, lo que les aleja de las ideas de corres-
pondencia y variable. Las dificultades conceptuales sefialadas a lo largo de las tres cate-
gorias se deben, generalmente, a obstaculos de corte ontogenético, es decir, a las limita-
ciones propias del desarrollo cognitivo de los estudiantes, en nuestro caso, quienes cursan
4° ESO Aplicadas.

Segun el Shell Centre for Mathematical Education (1990), muchos alumnos estan
familiarizados con graficas, tablas de valores y expresiones algebraicas, y pueden manipu-
larlas con razonable exactitud; pero son incapaces de interpretar caracteristicas globa-les
de funciones cuando estas estan incrustadas en contextos realistas. Leinhardt, Zaslavsky y
Stein (1990) tratan errores que surgen, con mayor probabilidad, entre aquellos estudiantes
que han estado expuestos a funciones que se relacionan con contenidos concretos de la vida
cotidiana. En muchos casos, parece que este perfil de alumnado tiende a equiparar el con-
cepto de dependencia con el concepto de causalidad. Asi, esa dependencia de intuiciones
previas conlleva atribuciones excesivas: un evento causa otro. Otros errores que se derivan
de un tratamiento no abstracto de las graficas son: asignar mas significado a la escala del
que presenta matematicamente, dar sentido a la pendiente como altura en vez de como

medida de la tasa de variacion media, y ver un grafico como una imagen.

Por su parte, Deulofeu (2001) entiende que la dificultad fundamental reside en tratar
a las funciones como proceso y pretender que sean a su vez entendidas como objeto. Ca-
pacitar al alumnado para utilizar las funciones elementales introduciendo, ademas, el len-
guaje algebraico y la traduccidon entre sistemas de representacion conlleva obstaculos di-

dacticos al tratar con un concepto de funcion todavia en un estado primitivo.

Sobre el aprendizaje de las propiedades globales de las funciones, Ortega y Pe-
charroman (2014) sefialan confusiones en los puntos que pertenecen o no al dominio y
recorrido de la funcidn, confusiones identificando los ejes de abscisas y ordenadas, es-tudio
de la monotonia moviéndose por los puntos de la grafica en vez de considerar los tramos
de los intervalos en los que se muestra la propiedad y estudio de los extremos con los

puntos mas altos 0 mas bajos respecto el eje de abscisas, entre otros.
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C. Conocimientos previos del alumno

1. Conocimientos necesarios y relacion con el aprendizaje adquirido

Las mentes de los alumnos no son lienzos en blanco. Cada alumno va construyendo
0 reconstruyendo personalmente un significado sobre la base de los significados ya cons-
truidos previamente (Miras, 1993). Incidiendo en este aspecto, Ball, Thames y Phelps
(2008) sefialan la importancia de un profesor que pueda dar un sentido matematico al tra-

bajo de los estudiantes.

Para afrontar el aprendizaje de funciones en 4° ESO, en Matemaéticas orientadas a
las ensefianzas aplicadas, los alumnos deberian haber sido capaces de integrar nociones
basicas sobre: nUmeros reales, ecuaciones de primer y segundo grado, geometria elemental
de figuras planas y tridimensionales, proporcionalidad y dependencia lineal y cuadratica
presentes en cursos anteriores. Asimismo, conocer la idea de funcion y estar familiarizados
con la lectura de relaciones numéricas, graficas y simbdlicas de manera que puedan traducir

entre las distintas formas de representacion y comprendan sus limitaciones.

Las funciones son un objeto matematico que tiene su introduccion escolar en 1° de
ESO. Segun la ORDEN ECD/489/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el curriculo
de la ESO y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Auténoma
de Aragon, en 1° de ESO debe explicarse la representacion e identificacion de puntos en
un sistema de ejes coordenados, la nocion de variable dependiente e independiente y las
funciones de proporcionalidad directa, es decir, y = mx, donde y representa la variable

independiente, x la dependiente y m la pendiente o constante de proporcionalidad.

En 2° de ESO, los conocimientos que deben explicarse involucran ya cualidades
propias de funciones cualesquiera como son el crecimiento y decrecimiento, continuidad y
discontinuidad, cortes con los ejes, maximos y minimos, periodicidad, etc. A funciones
prototipicas como las de proporcionalidad directa, se suman las funciones lineales: y =
mx + n donde n representa la ordenada en el origen o corte con el eje y. En 3° de ESO,
en Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas, se incide en el analisis de gréaficas
que representan fendmenos del entorno cotidiano. De igual modo, se remarca la importan-
cia de la utilizacién de modelos lineales que sirvan al estudio de situaciones provenientes
de la vida cotidiana y se inicia el estudio de las funciones cuadréaticas: y = ax? + bx + c,

con a, b, ¢ coeficientes no nulos.
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2. Actividades de deteccion de conocimientos previos

Basandonos en los cursos anteriores, los alumnos deberian tener los conocimientos
previos ya asentados. A pesar de ello, se planteard una primera sesion que comprendera

tres partes diferenciadas:
1. Cuéntame algo que sepas relacionado con las funciones (acorde con tu nivel)
2. Propon un problema sobre funciones que te parezca realista
3. Cuéntame como resolverias las siguientes actividades (sin resolverlas)

Las dos primeras partes se inspiran en un articulo donde se propone un tipo de eva-
luacion inicial que permita buscar nuevas formas de enfocar los contenidos para procurar

que ciertos errores no aparezcan:

Estoy seguro de que todo el mundo sabe algo relacionado con las matematicas y de
que a diario se os plantean problemas que tienen que ver con ellas. Por eso, en una
cara de un folio me vais a contar algo que sepais de matematicas (acorde con vues-

tro nivel) y en la otra cara me vais a proponer un problema.
(Mercado, 2007, p.34).

Para la tercera parte, se proponen tres ejercicios gue nos remiten a nociones mate-
maticas relacionadas con el objeto matematico de funcién: nimeros reales, ecuaciones de

primer y segundo grado y geometria elemental de figuras planas y tridimensionales:

Ej. 1. [Numeros reales] Representa, de la forma mas exacta posible, los siguientes nimeros

reales: (2/3, 3/2), (-13/4, 3.25), (-3. 66666..., -3.3333333333...), (7/6, -V/2).

Ej. 2. [Ecuaciones de primer y segundo grado] En un juego de ordenador, dos coches llevan
trayectorias diferentes: y=x+4, y=-x>+6x ¢Se llegan a encontrar? Analiza numérica y gra-

ficamente la situacion.

Ej. 3. [Geometria elemental de figuras planas y tridimensionales] Los lados de la base de
un prisma rectangular miden 2.5 cmy 4 cm. ¢ Podrias calcular el area de la base? ¢y su area
total? ¢ necesitas algin dato adicional? Halla la expresion de la funcion que da el area total

segun la altura.
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D. Razones de ser del objeto matematico

1. Razon de ser elegida y razon de ser historica

El concepto de funcion es inherentemente dificil para los alumnos cualquiera
que sea el método de ensefianza (Ruiz, 1998). Partiendo de esa premisa, y entendiendo
que el conocimiento matematico es un tipo de conocimiento de naturaleza dual que con-
juga aspectos internos (estructura formal) con aspectos externos (resolucion de proble-
mas reales) (Rochera, Gregori y Gofii, 1990), trataremos de orientar el aprendizaje de
funciones hacia esta segunda, sin menoscabo de la primera. En la introduccion (apartado
A.1), sefialabamos que la orientacion elegida tiene por objeto lograr conexiones signifi-
cativas entre la ensefianza reglada y el entorno méas préximo del estudiante, lo cotidiano.
De esta manera, posibilitamos una conexion entre la realidad fisica y la teorica estu-
diando relaciones funcionales que estén presentes en fenGmenos que acontecen a nuestro
alrededor ya sean fisicos, quimicos, bioldgicos, geoldgicos, econémicos o sociales. La
razon de ser con que se introduciran las funciones supone la modelizacion de situaciones
cotidianas en que se relacionan dos magnitudes sujetas a cambios a través de diversos

lenguajes: verbal, tabular, grafico y algebraico.

La conceptualizacion de funcién con la que trabajamos hoy en Secundaria es fruto
de numerosos acercamientos al pensamiento funcional que pueden rastrearse en los anales
de la historia, ganando en precision y abstraccion a partir del siglo XVII. Aunque la evo-
lucién histérica admite numerosas caracterizaciones por periodos, usaremos la dada por
Diaz Gémez (2013): Antiguedad, Edad Media y Periodo Moderno.

Antigtiedad (2000 a.c. — 600 a.c.). En este periodo comienzan a desarrollarse al-
gunas manifestaciones que implicitamente contienen la nocion de funcion. Pedersen (1974)
sefiala que, en culturas primitivas como los babilonios ya existia el instinto de funcionali-
dad: “funcién no solo es férmula, es también una relacion que asocia elementos de dos
conjuntos”. A través de las observaciones directas de fendmenos enlazados por una rela-
cién aritmética, como los periodos de visibilidad de un planeta y la distancia angular de
ese planeta al Sol, los babilonios eran capaces de rellenar unas tablillas astronémicas que

les permitian realizar predicciones (Sastre-Vazquez, Rey y Boubeée, 2008).
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Edad Media (500 — 1500). En esta etapa surge una teoria primitiva de funciones
en la que se analiza la dependencia de una cantidad variable sobre otra (Diaz Gomez, 2013).
Al instinto funcional de la Antigliedad, se suma el que podriamos denominar: “funcién es
grafica” atribuido a Oresme. Nicolas de Oresme, pensador y tedlogo del siglo XIV, descri-
bio las leyes de la naturaleza como relaciones de dependencia entre dos magnitudes sefia-
lando que todo lo que varia se puede imaginar como una cantidad continua representada
mediante un segmento rectilineo (Sastre Vazquez, Rey y Boubée, 2008). Sin embargo, faltd
el lenguaje algebraico con el que expresar la ley de variacion o correspondencia entre va-
riables (Boyer, 1946).

Periodo moderno (1650 en adelante). La palabra “funcion” aparece en el estudio
de curvas con problemas referidos a longitudes, areas y tangentes. Leibniz (1646 - 1716)
fue el primer matematico en utilizar el término funcion para referirse a cualquier cantidad
que varia de un punto a otro de una curva, introduciendo, ademas, los términos: constante,
variable, coordenadas y parametro (Sastre Vazquez, Rey y Boubée, 2008). Por su parte,
Euler (1707 - 1783) precisé la nocion de funcién definiendo constante y cantidad variable
y proponiendo la notacion f (x) (Farfan y Garcia, 2005). Bernouilli (1700 -1782) presentd
su definicion analitica en 1718 (apartado B.1.) y afios después, desde 1720 hasta 1820,
comenzo a desarrollarse una nueva disciplina cuyo objeto de estudio fueron las funciones:
el Andlisis. Las funciones que fueron aplicadas con anterioridad, en el Calculo, suscitaban
debate segun si debian ser representadas geométricamente (en la forma de una curva), ana-
liticamente (en la forma de una formula), o l6gicamente (en la forma de una definicion)
(Sastre Vazquez, P., Rey, G. y Boubée, G., 2008). El debate qued6 parcialmente resuelto
con Dirichlet (1805 - 1859) y su expresion de funcion con significado independiente del

concepto de expresion analitica (Youschkevitch, 1976).

Durante mas de 3500 afios, se trabajé con objetos matematicos que llevaban impli-
cita la nocion de funcion, pero fueron necesarios méas de 200 afios para la formacion del
concepto (Sastre VVazquez, P., Rey, G. y Boubée, G., 2008). El breve recorrido epistemo-
I6gico que se ha realizado evidencia que la nocion de funcion ha estado ligada a varios
representantes con problemas que siguen las leyes de la naturaleza. En definitiva, la razén
de ser elegida: “la modelizacion de situaciones cotidianas en que se relacionan dos magni-
tudes sujetas a cambios a través de diversos lenguajes: verbal, tabular, grafico y algebraico”

coincide con la razon de ser historica que dio origen al término.
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2. Problema relacionado con la razon de ser elegida

El problema escogido es una adaptacion de uno de los problemas propuestos por el
Shell Centre for Mathematical Education (1990, p. 200).

Prob. 1. [Elaborando una revista] Un grupo de amigos quieren sacar algin dinero elabo-
rando y vendiendo su propia revista. Un profesor amable se ofrece a ayudar dando facili-
dades y papel gratis, al menos para los primeros nimeros. Haz una lista de todas las deci-
siones importantes que deberian tomar. Por ejemplo: ¢Cual debe ser el tamarfio de la re-

vista? ; Cuantos redactores haran falta? ¢ Cuanto tiempo llevaré escribirla?

a) Algunas de las cuestiones de tu lista dependeran de otras. Por ejemplo:
-Para un nimero fijo de redactores, cuanto mas larga sea la revista. ..
-Para un tamafio fijo de revista, cuantos mas redactores haya...
Completa los puntos suspensivos, escribe otras relaciones y haz gréaficas en cada caso.

Explica con palabras la forma de cada una de tus gréaficas.

b) El grupo decide investigar cuantos compradores potenciales hay en el instituto, produ-
ciendo una revista de prueba y realizando una encuesta entre 100 alumnos preguntan-

doles: ¢Cuanto dinero estarias dispuesto a pagar por esta revista? Sus datos fueron:

Precio (€) 0 0.50 1 1.50 2
Personas (n) 100 82 58 40 18

¢A qué precio deberian cobrar la revista para conseguir el maximo beneficio?

c) Después de unos cuantos numeros, el profesor decide que debe cobrar a los alumnos

0.20€ por revista por el papel y la reproduccion. ¢ A cuanto deberian cobrar la revista?
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3. Implementacion en el aula

Este problema est4 pensado para ser utilizado a titulo introductorio, presentando el
objeto matematico de funcion desde su razon de ser modeladora. Al tratarse de un problema
abierto, se considera oportuno trabajarlo primero individualmente y después en grupos pe-
quefos de 3-4 personas durante una sesién completa. La metodologia empleada sigue lo
descrito por el Shell Centre for Mathematical Education (1990, pp. 255-269): fase indivi-

dual, fase cooperativa y puesta en comun para su institucionalizacion.

En esta primera fase, los alumnos dedicaran 5 minutos a pensar los problemas por
si mismos Yy realizar anotaciones en sus cuadernos respectivos. No se trata de dar respuestas
formales sino de ser conscientes de las dificultades méas inmediatas que encuentran ey las
lagunas de conocimiento presentes. Es probable que algunos no recuerden qué forma de-
berian tener ciertas graficas o como se construian, por ello, pasar del trabajo individual al

grupal les servira para compartir impresiones y crear redes de apoyo mutuo.

En la segunda fase, los alumnos deberan trabajar cooperativamente durante 30 mi-
nutos. Aquellos que han tenido menores dificultades, ayudaran a sus comparieros a com-
prender lo qué se pide y recordaran aquellos conocimientos que otros tenian ya olvidados
o no llegaron a interiorizar. La idea es llegar a plasmar sobre una ficha de grupo una solu-
cién conjunta donde las aportaciones individuales de unos y otros sean tenidas en cuenta.
Durante todo el proceso, el profesor estara disponible para resolver dudas y guiar a aquellos
gue se encuentren bloqueados. Eventualmente, el profesor podra parar la clase y proponer
pistas en la pizarra de manera que todos conozcan cierta informacién y puedan avanzar al
unisono. Por ejemplo, en la pregunta 3 sobre el maximo beneficio puede insistir en que una

grafica puede ayudarles a ver la expresion analitica oculta en la tabla de valores.

En la tercera y Gltima fase de 15 minutos de duracién, un portavoz de cada grupo
expondra sus conclusiones al resto de la clase. Una vez que todos los grupos hayan tenido
ocasion de participar, el profesor complementara la puesta en comun evidenciando las no-
ciones matematicas que asi considere. Por ejemplo, puede conectar los contenidos de la
pregunta 1 con las nociones de proporcionalidad que vieron en temas anteriores y recordar
los modelos funcionales que deberian conocer: lineales y cuadraticos. Con esta puesta en
comun se pretende que la definicion de funcion haya sido tratada y que sus descriptores
verbales, analiticos, tabulares y graficos hayan sido comentados.
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E. Campo de problemas

1. Relacion de problemas

A continuacidn, se enuncian los problemas seleccionados para trabajar con el objeto

matematico de funcién segun los campos de problemas recogidos en la tabla introductoria

(apartado A.3).

CP1. Concepto de funcion y descriptores

Prob. 2. [Enunciado] Para la cena de Nochebuena, vamos a cocinar un pavo. Consultando
un libro de recetas, hemos visto que el tiempo de cocinado de un pavo de 2 kg es de 3
horas. Si escogemos un pavo mas grande, por cada kg extra deberemos cocinarlo media
hora més. Si en total tenemos 4h30 para cocinar, ¢cuantos kg pesara el pavo? ¢qué sucede
Si escogemos un pavo mas pequefio? ¢y mas grande? ¢existe una funcion que relacione el
namero de kg con el tiempo de cocinado? ¢ cual seria la variable dependiente y la indepen-

diente? Acompafia tus conclusiones con diagramas, tablas, formulas o gréaficas.

Prob. 3*. [Tabla de valores] En una copisteria de Rosales del Canal, se hacen ofertas segun

el nimero de impresiones a color formato DIN A-4:

Impresiones (n) Precio por unidad (€)
1-49 0,10
50-99 0,09
100-199 0,08
200 en adelante 0,07

Un alumno del IES Valdespartera se ha dado cuenta de que hacer 49 fotocopias sale mas
caro que hacer 54, ;por qué? ¢ existe una funcion que relacione el nimero de impresiones
con el precio por unidad? ¢cual seria la variable dependiente y la independiente? Puedes

acompariar tus conclusiones con diagramas, tablas, formulas o graficas.

* Adaptado de Célera y Gaztelu (2021, p.123).
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Prob. 4*. [Gréfica] Estas graficas muestran la variacion de los sentimientos de un estu-
diante durante un dia tipico. Su rutina es la siguiente: despertarse, ir a la escuela, asam-
blea, ciencias, descanso, matematicas, comida, juegos, descanso, frances, volver a casa,

hacer los deberes, jugar a la pelota e ir a la cama.

L
Alegre

Animo

Triste b
6 78 9 (011121 2 3456 789101

|

Intenta explicar la forma de la gréfica asignando a cada tramo la actividad que corresponda,
¢existe una funcién que relacione el estado de animo con la actividad? ¢cudl seria la varia-

ble dependiente y la independiente? Acompafia tus conclusiones con diagramas.

Prob. 5. [Expresion algebraica] Manuel vende cupones para una loteria que se organiza
todos los afios en Borja, su pueblo. Para calcular la comision que percibe le han dado la
siguiente expresion: y = 0.8x, ¢cuantos cupones necesita vender para ganar 100€? ;existe
una funcion que relacione el dinero que gana con el nimero de cupones vendidos? ¢cuél
seria la variable dependiente y la independiente? Acompafia tus conclusiones con diagra-

mas, tablas, formulas o graficas.

CP2. Sistemas de representacion y equivalencias

Prob. 6. [Paso de enunciado a tabla de valores] En la cafeteria del IES Valdespartera, el
camarero decide anotar lo que cuesta una oferta de desayuno valida para un minimo de dos
personas: café con leche y pincho de tortilla. Si esta oferta de desayuno son 2.50 € por
pareja, ¢cuanto tendran que pagar grupos de 1, 2, 3, 4, 5y 6 amigos? Si necesitas algun
dato adicional da valores coherentes justificando tu respuesta.

Numero de amigos (n) Precio total del desayuno (€)
1

* Adaptado del Shell Centre for Mathematical Education (1990, p. 232).
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Prob. 7. [Paso de enunciado a gréfica] Representa graficamente y resuelve:

a) Un peatdn sale a dar un paseo caminando a 4 Km/h. Media hora més tarde sale en su
busca un ciclista a 10 km/h. ¢ Cuanto tardara en alcanzarle?

b) Un deposito contiene 240 | de agua y recibe el caudal de un grifo que aporta 9 | por
minuto. Un segundo deposito contiene 300 | y recibe un caudal de 4 | por minuto.
¢ Cuénto tiempo pasaré hasta que ambos depositos tengan la misma agua?

c) En el contrato de trabajo, a un vendedor de libros se le ofrecen dos alternativas:

A: Sueldo fijo mensual de 1 000 €.
B: Sueldo fijo mensual de 800 € mas el 20% de las ventas que haga.

¢A cuénto tienen que ascender sus ventas mensuales para ganar lo mismo con las dos?

Prob. 8*. [Paso de enunciado a expresién algebraica] Con una cartulina que mide 40 cm x
30 cm gueremos construir una caja para guardar nuestros ejercicios de Matematicas. Para
ello, cortamos un cuadrado de lado x en cada esquina. Halla la funcion que relaciona el

volumen de la caja con la longitud del lado de los cuadrados cortados.

Prob. 9. [Paso de tabla de valores a enunciado] ¢Qué cantidad de agua habia antes de
empezar a llenar el recipiente o lugar elegido? Inventa un enunciado de manera que puedas
construir la tabla a partir de él.

Horas transcurridas (h) 1 2 3 4 5 6
Cantidad de agua (m?) 130 155 180 205 230 255

Prob. 10*. [Paso de tabla de valores a grafica] Un nadador se deja caer desde un trampolin.
Su entrenador ha medido el espacio que recorre cada cuatro décimas de segundo mediante
un método fotografico. EI nadador frena por completo a los 15 m.

Tiempo (s) |0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8
Espacio (m) | 0 0,8 3,1 7,1 12,5 14 14,5 15

a) Representa la gréafica espacio-tiempo.
b) ¢Podrias decir en qué momento entré en el agua? ¢Qué velocidad estimas que llevaba?

c) ¢Qué altura tiene el trampolin?

* Adaptados de Coleray Gaztelu (2021, pp.129-131).
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Prob. 11. [Paso de tabla de valores a expresion algebraica] EI IES Valdespartera ha orga-
nizado un viaje a EE. UU. y necesita cambiar euros por délares americanos. En el banco le
han proporcionado unatabla. Si cuando realiza el cambio en una oficina le cobran, ademas,
una comision fijade 7.5 €, ;como quedaria la formula? ¢y si a la vuelta necesitasen cambiar

dolares a euros?

Dinero ($) | 20 50 100 175 260 380 500 999
Dinero (€) | 16,39 |40,99 |81,92 | 143,45 |213,12 | 311,49 | 409,85 | 818,89

Prob. 12*. [Paso de gréfica a enunciado] Las graficas muestran la marcha de seis monta-
fieros. Inventa un enunciado para cada una de ellas de manera que tus comparieros puedan

adivinar a quién se corresponde.

| ARl —~
MISTANGCIA RECORRING (kind ) 30 ") C
%0 A - 20
20 20 B 0
10 10 P
TIEMPO (hi ¢ M
T2 3 4 % BEERE 12345
4 4
30 d (] 30 e H F
20 0 0
10 Lo to
I r T
BT 1 23435 123 43

Prob. 13*. [Paso de gréafica a tabla de valores] Un peregrino quiere cubrir la distancia de
Astorga a Santiago de 240 km. La siguiente gréafica ilustra la progresion tras t dias, cons-

truye una tabla de valores que represente la distancia recorrida cada dia.

Km

>

30 V0 v r g

*Adaptados de Rivas, Ramos y Ortiz (2015, p.277) y Sierra-Vazquez, Gonzalez-Astudillo
y Lépez Esteban (1998, p.98), respectivamente.
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Prob. 14. [Paso de grafica a expresion algebraica] Un carpintero cobra cierta cantidad por
desplazamiento y cierta cantidad por cada hora de trabajo. Halla la ecuacion que da el
dinero que cobra en funcion del tiempo. La siguiente gréfica ilustra la situacion:

Dinero (€)

18
16
14
12

10

0 0.5 1 15 2
Tiempo (k)

Prob. 15. [Paso de expresion algebraica a enunciado] Manuel ha comprado cierto producto
a granel y un frasco de cristal en una tienda de su barrio. Interpreta la siguiente expresion:

y = 4x + 0.5 e inventa un enunciado realista que se resuelva con ella.

Prob. 16*. [Paso de expresidn algebraica a tabla de valores] La ley de Ohm relaciona el
voltaje V (normalmente 220 voltios) con la intensidad de corriente [ y la resistencia R. Da

valores a R y obtén una tabla. Dicha ley se expresa asi:

Prob. 17*. [Paso de expresion algebraica a grafica] En una de las ciudades méas contami-
nadas del planeta, la concentracion de uno de los multiples gases que contaminan su aire,
en microgramos por metro cubico, durante la década de los afios ochenta se podia obtener
por la formula: C(t) = 100 + 10t — 0.5¢2 con ¢t (en afios) contados a partir del de 1980.

Da la grafica que representa dicha funcion desde 1980 hasta la actualidad.

* Adaptados de Domenech (2008, pp.102-106).
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CP3. Cualidades de las funciones y estudio

Prob. 18. [Dominio. Imagen. Cortes con los ejes. Extremos relativos] Una compafiia lanzé
al mercado una nueva marca de zumo. Durante los afios que estuvo comercializandose, se
estudio el nivel de rentabilidad, analizando la relacion que habia entre las ganancias (en
miles de euros) y el precio que ponian a cada botella (en euros). El resultado de este analisis

queda reflejado en la siguiente gréafica:

GANANCIAS (mils de €)

(o)

- 14
: PRECIO (€)

bl
rims
-\.\_J -

a) ¢A qué precio maximo se comercializ6 la botella? ¢ Ha sido rentable en todo momento?
¢Puedes estimar qué habria ocurrido si no se hubiese interrumpido la produccion?

b) ¢Entre qué precios descendieron las ganancias? ¢ Y entre cuales ascendieron? ¢Para qué
precios se alcanzaron las minimas (o las méximas) ganancias? ¢Cudles fueron?

¢) ¢(Como varian las ganancias en los intervalos [3, 4] y [4, 6], segun varia el precio de la
botella? ;Y en los intervalos [6, 7] y [7, 14]?

Prob. 19*. [Continuidad] Las cabinas de una noria van subiendo y bajando a medida que

la noria gira. Dibuja la grafica uniendo mediante una curva los puntos rojos.

altura (m)
=

L | J—
4 8 12 16 20 U x N ¥ 4 M 4 52 5 60 6
tiempo (min)
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a) Al dibujar, ¢has levantado el lapiz del papel? ¢ Qué puedes decir de esta funcion?

b) ¢Cuanto tiempo tarda en dar una vuelta completa nuestra cabina? ;Cuéntas vueltas hay
reflejadas en la grafica? ¢ Podriamos seguir dibujandola?

c) ¢Crees que es una funcidén periddica? ¢Por qué? ;Cual sera el periodo?

d) ¢En qué momentos del viaje estamos en lo més alto? ; Cuantos maximos ves en la fun-

cion y en qué puntos? ¢Hay algin minimo? ;Son relativos o absolutos? ¢Crees que hay

maés? Si el viaje se alarga, ¢en qué instante se alcanzaria 4° maximo? ¢Y el 4° minimo?

Prob. 20*. [Periodicidad] Los parquimetros de las ciudades, como las llamadas «zonas
azules», cobran al usuario en funcion del tiempo que tiene aparcado su vehiculo. Normal-
mente, el precio no aumenta de forma lineal (por segundos), sino por tramos. La siguiente

grafica muestra el coste del parquimetro en funcion del tiempo.

Ceste (conlines de eurs)
3 5

tiampa (min)

Alguien ha emborronado el cartel con las tarifas del parquimetro, ¢podrias completarlo?

TIEMPO PRECIO euros

Hasta min___

Entre miny1/2h___

Entre yh___ 1

Entre Thy min ___

Entre minyh___

¢ Es esta funcion periddica? ;Y continua? Justifica tus respuestas

* Adaptados de Alonso y Sogero (s.f., pp.9-11)
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2. Implementacion en el aula

Toda actividad humana se puede describir como la activacion de praxeologias, asu-
miendo que toda practica (praxis) aparece siempre acompafada de un discurso(logos), es
decir, una descripcion, explicacion o racionalidad (Bosch y Gascon, 2009). Los problemas
escogidos admiten técnicas (praxis) que pueden variar con respecto a las que habitualmente

se introducen con los libros de texto, variando asimismo las justificaciones.

Los alumnos creen, generalmente, que dar una funcion es equivalente a dar una

férmula sencilla. Por ello, se han disefiado problemas en CP1 que recuerden que las fun-

ciones pueden venir dadas, ademas de por su expresion algebraica, por un enunciado, una
tabla de valores o una gréfica. Si atendemos a la funcién dada por un enunciado (CP1.1.),
los alumnos pueden argumentar que el tiempo de cocinado se relaciona con el peso sin
necesidad de ver una asignacion explicita del tipo y = 0.5x + 3. Asimismo, al dar una
funcién mediante unatabla inusual o una grafica (CP1.2., CP1.3.), los alumnos argumentan
prestando atencidn a tramos y no a expresiones algebraicas. Tres de los cuatro libros de
texto analizados introducian el concepto de funcion a través de la definicion formal sin
mencionar problemas introductorios, hecho que hemos querido subsanar con los problemas
escogidos, en especial, con el problema relacionado con la razén de ser elegida (Prob.1).
Los docentes ejerceran de guia durante el momento del primer encuentro y/o momento
exploratorio. Ademas, el hecho de sefialar en los problemas 2, 3, 4 y 5 que se pueden
acompanfar las conclusiones con diagramas, tablas, formulas o graficas, alienta a los alum-
nos a emplear técnicas de indole muy diverso que pueden superar incluso las expectativas

del profesorado necesitando trabajo autobnomo previo (deberes).

Los problemas de CP2, por su parte, complementan la oferta existente en los libros

de texto analizados al incluir, ademas, cuatro de los que no se tenia presencia, es decir, un
problema que implica la transformacion de tabla de valores a enunciado, otro de grafica a
tabla de valores, otro de grafica a formula y otro de formula a enunciado (Probs. 9, 13, 14
y 15). Los alumnos suelen trabajar con tablas de valores con datos perfectamente determi-
nados que no admiten discusion; sin embargo, en el problema 6 se les pide que, en caso de
no tener datos suficientes, den valores coherentes a los datos faltantes justificandolo. Ello
implica el uso de técnicas no definidas que deberan ajustarse especificamente al enunciado
en cuestion; en este caso, interpretar que, si la oferta por pareja son 2.50€, una persona

deberia pagar un valor indeterminado (y discutible) superior a 1.25€.
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El problema 7 tiene su interés por ser idoneo para trabajar la competencia digital
con la herramienta GeoGebra (Hohenwarter, 2019) hecho nuevamente infrecuente en las
propuestas didacticas habituales de los libros de texto. Este tipo de problema admite al
menos tres técnicas para su resolucion: tanteo, sistema de ecuaciones y punto de corte de
dos rectas dadas graficamente. El enunciado especifica claramente los requerimientos (“re-
presenta graficamente la situacion y resuelve”), lo que deberia llevar a los alumnos a esco-
ger la ultima de las tres opciones. Los estudiantes seran trasladados al aula de informatica
para que descubran, individualmente, la diferencia entre la solucion dada por métodos tra-
dicionales (papel y boligrafo) y la dada por ordenador con la calculadora gréfica de Geo-

Gebra. Se esperan representaciones como las que se presentan a continuacion:

400 1200

Interseca

(1000, 1000)

Interseca
(12, 348)

400

100

200

] 10 20 30 200 0 200 400 600 300 1000 1200 1400 1600 1300

Figura 4. Imagenes de construcciones realizadas con GeoGebra para la resolucion del problema 7b) y 7c).

El hecho de proporcionar un entorno digital hace que puedan surgir cuestiones adi-
cionales a las que suelen hacerse sobre el papel; por ejemplo: ¢es correcto que las rectas
estén definidas para valores de x negativos ? Esto puede generar momentos de debate que
deberan ser correctamente gestionados por el docente, quien hara preguntas oportunas en

caso de que no surjan naturalmente entre los estudiantes.

A su vez, problemas como el 9, 12 y 15 inciden en dindmicas inusuales similares al
problem-posing, proporcionando un marco adecuado que facilita los procesos creativos.
Los alumnos deberan estar preparados para presentar enunciados plausibles atendiendo a
los contextos especificos proporcionados por las tablas de valores, graficas o expresiones

algebraicas. Por la complejidad de la tarea, se les permite el trabajo grupal.
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Con caracter general, primara el trabajo colaborativo en la linea del apartado D.3.
salvo para aquellos problemas en los que su uso esté desaconsejado; por ejemplo: el de
construccién de tablas de valores y graficas (Prob. 7). La relacion completa de problemas

para los que se decide optar por el trabajo individual o grupal esta recogida en la secuen-

ciacion (apartado H).

Los problemas relacionados con la construccion de férmulas (Probs. 8, 11y 14) no
comportan modificaciones relevantes de las técnicas iniciales puesto que el analisis de li-
bros de texto reveld que son habituales en la practica escolar. No obstante, el problema 13
del que no se tenian indicios en los manuales escolares merece una mencion distintiva. Este
problema fue adaptado de un articulo de investigacion sobre traduccion entre sistemas de
representacion (Sierra-Vazquez, Gonzalez-Astudillo y Lopez Esteban, 1998) e involucra
técnicas novedosas al no tener los ejes numerados. Los alumnos que se enfrenten a él po-
dran optar, bien por numerar los ejes repartiendo equitativamente la cantidad final entre las
marcas sobre los mismos, bien por construir directamente la tabla de valores sin realizar
esa numeracion. El contexto realista proporciona un sustento lo suficientemente fidedigno
para estar relacionado con la razon de ser modeladora que se ha elegido en esta propuesta

didactica.

Finalmente, los problemas de CP3, se inspiran en situaciones realistas y coherentes

dentro de una propuesta para la modalidad de Matematicas orientadas a las ensefianzas
aplicadas de 4° de ESO. Estos problemas sirven, entre otras, para trabajar la competencia
social y civica y la competencia de aprender a aprender por su caracter integrador y su
presentacion previa a la institucionalizacion de técnicas. La relacion completa de proble-
mas en los gque se trabaja, con mayor esmero una competencia sobre las demas esta reco-

gida, como sucedia con lo individual o grupal, en la secuenciacion (apartado H).

La diferencia entre los problemas 18, 19 y 20 y los que habitualmente encontramos
en los libros de texto reside, fundamentalmente, en el caracter contextualizado de estos
primeros sobre la descontextualizacidn total que suele primar en los segundos. En la prac-
tica escolar, es habitual dar graficas sin enunciado (o con enunciados poco descriptivos o
directamente insignificantes) y exigir la comprobacion de una lista de cualidades (creci-
miento y decrecimiento, continuidad y discontinuidad, cortes con los ejes, maximos y mi-
nimos, periodicidad, etc.). Los problemas presentados, en cambio, alientan el uso de técni-
cas de resolucion especificas al servicio del enunciado teniendo que interpretar detalles

adicionales como el término “rentabilidad” y su relacion con valores positivos para x.
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F. Técnicas

A continuacion, se enuncian los ejercicios seleccionados para trabajar con funcio-

nes segun las técnicas recogidas en la tabla introductoria (apartado A.3).

1. Relacion de ejercicios
T1. Concepto de funcion y descriptores

Ej. 4*. [T1.1 - Enunciado] Indica, razonando tu respuesta, si la relacion entre los siguientes
pares de magnitudes puede corresponder o no a una funcion.

a) Edad de una persona y su altura.

b) Perimetro de la base de una pirdmide y su volumen.

c) Lasuma de dos angulos de un triangulo y el angulo restante.

d) Tiempo que se practica un deporte y cantidad de agua consumida.

Ej.5.[T1.1- Tabla de valores] Indica, razonando tu respuesta, si los valores de las siguien-

tes tablas pueden corresponder o no a una funcién.

X 0 1 2 3 4 5 6 7
10 18 24 28 30 30 28

1 2 3 4 3 2 1

10 18 24 28 30 34 38

Ej. 6*. [T1.1 - Gréfica] Indica, razonando tu respuesta, cuales de las siguientes gréaficas

pueden corresponder 0 no a una funcién.
@ ®/\/
S @

* Adaptados de Pérez (2016, p.120) y Célera y Gaztelu (2016, p.235) respectivamente.
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Ej. 7. [T1.1 - Expresion algebraica] Indica, razonando tu respuesta, si las siguientes expre-

siones algebraicas pueden corresponder 0 no a una funcion.

a) y=2x+2 b) y =+vx+3 ) y=Vx*+3x2+7 d)y=+Vx?
T2. Sistemas de representacion y equivalencias

Ej. 8*. [T2.1 — Construccion de tablas de valores y graficas] Existen infinitos rectangulos

de area 36 m? y diferente perimetro cada uno.
a) Construye una tabla para los valores que consideres oportunos.

b) Dibuja la grafica que representa la funcion largo-ancho (y viceversa).

Ej. 9. [T2.1 - Construccion de tablas de valores] La ley de caida libre de los cuerpos viene
dada por h(t) = %gtz, donde g es la constante de gravedad 9,8 m/s?.

a) Construye una tabla para los valores de t que consideres oportunos.
b) Dibuja la gréfica.

Ej. 10*. [T2.2 — Construccion de expresiones algebraicas] Escribe expresiones algebrai-
cas que representen las situaciones siguientes.
a) Volumen de agua que pierde un grifo que gotea 1,5 [ cada hora.

b) Precio de un viaje en taxi que cobra 2.20 € por la bajada de bandera y 0.95 € por
cada minuto de viaje.

Ej. 11. [T2.2 — Construccion de expresiones algebraicas] Encuentra una expresion alge-

braica que represente las funciones siguientes.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
y 3 2 1 0 -1 -2 -3
X 2 3 5 7 9 11 12
y 0 05 15 25 35 45 5

* Adaptados de Colera 'y Gaztelu (2021, pp.111-120).
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Ej. 12*. [T2.2 — Construccion de expresiones algebraicas] Halla la expresion de las si-

guientes funciones a partir de sus graficas.

X

Ej. 13. [T2.3 — Expresion de enunciados] Interpreta las siguientes expresiones e inventa un

enunciado realista que se resuelva con cada una de ellas.

a) y=4x
b) y=—x
C) y=—x+1
d y=-3x-2

Ej. 14*. [T2.3 — Expresion de enunciados] Describe cada parte del viaje, haciendo uso de

la grafica y explica qué ocurrede AaB,deBaC,deCaD,deDaEydeEaF.

150 +——+

| B}
|
Distancia { km) :__ : B

11—

117
c]

50

0 1 2 i 4
Tiempo (horas)

* Adaptados de Colera y Gaztelu (2016, p.244) y del Shell Centre for Mathematical Edu-
cation (1990, p. 149) respectivamente.
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T3. Cualidades de las funciones y estudio

Ej. 15. [T3.1, 3.2 — Dominio. Recorrido. Puntos de corte] Calcula el dominio y el reco-

rrido de las siguientes funciones. Indica también los puntos de corte con los ejes.

Y] ¥ Y

-
e
My

Ej. 16*. [T3.3 - Crecimiento] Representa graficamente las siguientes rectas y calcula su
TVM en [-2,4]. ;Qué observas?

Q) y=—-x+2

b) y=-3x+2

Ej. 17*. [T3.3 - Crecimiento] Determina el tipo de crecimiento de las siguientes funciones
en los intervalos.

a) y=4x?—-3x+4en[-1,0]

2

b) y== _+31 en [1.2]

) y=4x3—x?>+1 en[23]

Ej. 18*. [T3.3 — Extremos relativos] Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento

de las siguientes funciones. ;Cuales son sus maximos y minimos relativos?

T

N

*Adaptados de Pérez (2016, p.121) y Coleray Gaztelu (2021, p.125).
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Ej. 19*. [T3.4 - Continuidad] Averigua si las siguientes funciones son continuas.

"\.\-

*,
-
T

N
4

z
"'Illllu

Ej. 20*. [T3.4 - Continuidad] Existen aparcamientos que cobran por “horas”. Indica cuanto
cuesta 1h en cada una de las tres situaciones, ¢son funciones continuas?

COSTE (€)

PRS0 PACO (€)
L e 8 = 10 11
B 6 | ? —
{1 ¥ —
4 4 14—
1- 2-—0—T 2

|
1 2 3 4 5 TiIEMPO(R) T3 5 4 TIEMPO (h) 1 2345 Tmmroh)

Ej. 21*. [T3.5 - Periodicidad] Averigua si la funcidon representada por la gréfica es perio-

dica y calcula los valores de la funcion en los puntos de abscisa x=10 y x=1778.

et o Ui At

123495

Ej. 22*. [T3.5 - Periodicidad] La cisterna de unos servicios publicos se llena y se vacia,

678910 12 14 16 18 X 22

automaticamente, cada dos minutos, siguiendo el ritmo de la grafica. Dibuja la grafica co-
rrespondiente a 10 minutos. ;Cuanta agua habra en la cisterna en 1h 9 min 30s?

VOLUMEN ()

30
/
20
; \
10
\
\- TIEMPO {min)

| 2 3 4 5 6 7 8 9 10
*Adaptados de Colera y Gaztelu (2021, p.124-128).
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2. Implementacion en el aula

Parece existir una tendencia bastante general a la algoritmizacién, aunque no toda
técnica es necesariamente de naturaleza algoritmica y no todo proceso es forzosamente
axiomatizable (Chevallard, 1999). Las técnicas que se ejercitan con los ejercicios plantea-
dos permiten optimizar el proceso de resolucion de problemas y abordar, a traves de la
practica dirigida, ejercicios de naturaleza similar. La valoracion de la adecuacion de las
técnicas al campo de problemas, deberd realizarse por parte de los estudiantes, ya que seran
ellos quienes, generalmente, trabajaran con ellas y mostraran sus conclusiones en la pizarra
ordinaria o la pizarra digital segin disponibilidad. El docente actuard como gestor del
aprendizaje poniendo en comun las estrategias que considere oportunas y tomando en con-
sideracion al error como pieza clave del proceso de ensefianza-aprendizaje. Naturalmente,
si la dinamica de aula asi lo aconsejase, expondria la técnica necesaria para la resolucién
particular de alguno de los ejercicios, no asumiendo que los alumnos conocen (y recuerdan)
técnicas Optimas para cada uno de los ejercicios que se les plantean. Los contenidos de los
que se ocupa esta unidad didactica ya han sido trabajados en cursos anteriores (apartado
C.1), lo que deberia inhibir el “bloqueo de la hoja en blanco” y mostrar estudiantes que, al

menos, intentan aproximaciones iniciales a las tareas pedidas.

En los ejercicios asociados a CP1 (Ejs. 4,5,6 y 7), se ponen de manifiesto el con-

junto de técnicas asociadas, es decir, T1. En este grupo encontramos T.1.1 con sus modifi-
caciones, segun si la funcidn es representada por un enunciado, una tabla de valores, una
grafica o una formula. Con caracter general, pueden emplearse una serie de pasos similares

a los que se presentan a continuacion:
Paso 1: Identificar y aislar las dos variables.
Paso 2: Estudiar la relacion de dependencia entre las dos variables.

Paso 3: Comprobar si para cada valor de una variable, existe un Gnico valor perfec-

tamente determinado de la otra (o dar un contraejemplo con dos valores).

En ejercicios como el 5y el 7 donde la relacion la de dependencia ya esta explici-
tada (se conoce la variable dependiente, y, y la independiente, x), basta realizar el paso 3.
Mientras que en las tablas de valores la comprobacion es inmediata, las graficas admiten
la llamada “prueba vertical”, es decir, trazado de rectas perpendiculares al eje de abscisas

para comprobar si alguna es cortada mas de una vez por el grafo candidato a funcion.
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Figura 5. Ejemplo de aplicacion de la prueba vertical en el ejercicio 6.

En los ejercicios asociados a CP2 (Ejs. 8-14), se ponen de manifiesto las técnicas

del grupo T2. Para la construccion de tablas de valores y graficas (T2.1), se debe reflexio-
nar, en primer lugar, sobre el caracter de la relacion funcional: si los datos representan
valores aislados (variables discretas) o aceptan cualquier valor dentro de un intervalo (va-
riable continua). En el primer caso, los puntos se representan sin una linea que los una,
mientras que, en el segundo, se debe trazar una curva aproximada que una los puntos re-
presentados. En ejercicios como el 8, la pista del enunciado (“existen infinitos rectangu-
los”) inclina a los estudiantes a trazar una curva que una los puntos que decidan representar.
Para seleccionar datos relevantes, deben prestar atencion, nuevamente, a las variables y ver
en qué intervalos se encuentran definidas; por ejemplo: existen magnitudes fisicas para las

que no tiene sentido tomar valores negativos (longitud, area, etc.).

En los ejercicios que exigen la construccion de expresiones algebraicas (T2.2), se
debera prestar especial atencion al lenguaje empleado en el enunciado. Si la situacion que
se pretende representar esta dada por un enunciado verbal, deberan usar T2.2 modificada
a tal supuesto, buscando particulas que supongan la pista definitiva para encontrar una ex-
presion operativa, por ejemplo: “por”, “cada”, “fijo”, etc. En el apartado a) del ejercicio
10, por ejemplo, “1,50 cada hora” nos remite a la expresion buscada, dando a entender que
la variable dependiente, y, se corresponde con la cantidad en litros y la variable indepen-
diente, x, con el tiempo en horas. El valor numérico permite bien obtener directamente la
expresion buscada, bien crear una tabla de valores previa a la expresion algebraica: y =
1.5x. En las tablas de valores, la busqueda de patrones y la condicion de regularidad resul-
tara fundamental para conseguir la expresion algebraica que mejor se ajuste a los datos.
Una primera aproximacion puede realizarse con el ajuste a funciones lineales dividiendo
los valores de y entre los valores de x para obtener la pendiente de la recta y = mx + n,

otra con el ajuste a funciones cuadraticas del tipo y = ax? + bx + c, etc.
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En gréficas que representan funciones lineales como las del ejercicio 12, podra ha-
cerse la prueba de la pendiente. Para ello, se trazaran segmentos paralelos y perpendicula-
res al eje de abscisas que permitan cuantificar distancias y se tomara el cociente entre la
distancia vertical y la horizontal. La siguiente imagen ilustra una prueba realizada sobre

dos rectas particulares:

/

3 3

Figura 6. Ejemplo del célculo de la pendiente en las rectas y = %x ey = gx .

El tercer subgrupo de CP2 lo componen ejercicios que estan planteados para la
construccién de enunciados (T2.3). Este tipo de ejercicios son los que resultan mas dificiles
de algoritmizar pues el resultado es altamente creativo y la resolucion muy abierta. Si se
dan expresiones algebraicas relativas a funciones lineales, la modificacion de la técnica
implicaria una interpretacion adecuada de la pendiente y la ordenada en el origen. El valor
numérico atribuido a estos dos parametros (junto a su signo), permitiria establecer un punto
de partida propicio, pudiendo acudir a dependencias lineales prototipicas como son distan-
cia-tiempo, volumen-tiempo, masa-precio, etc. En las graficas, deben tenerse en cuenta,
asimismo, estos pardmetros, valorando las situaciones de reposo y actividad y cuantifi-

cando la velocidad con la pendiente si se trata de relaciones distancia-tiempo.

Por ultimo, en los ejercicios asociados a CP3 (Ejs. 15-22), se emplean las técnicas

del grupo T3. En el ejercicio 15, se recorre el tramo de la recta de abscisas representado y
se observa para qué valores de la variable independiente hay gréafica dibujada, o dicho de
otro, para qué valores de x existe la funcion dada. Asimismo, para el célculo del recorrido,
se recorre el eje de ordenadas observando para qué valores de la variable dependiente, y,
hay gréfica (T3.1). Para los puntos de corte con los ejes, basta observar nuevamente la
grafica y ver cuando esta corta a los ejes de abscisas y ordenadas, es decir, en qué puntos
de coordenadas (x,,0) y (0, y,), respectivamente. (T3.2). Es importante que los estudian-

tes atiendan a la escala y no otorguen valores asumiendo que un cuadradito es un “1”.
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Los ejercicios que implican detectar cualidades de funciones dadas a través de gra-
ficas (crecimiento y decrecimiento, continuidad y discontinuidad, cortes con los ejes, ma-
ximos y minimos, periodicidad, etc.) son facilmente llevables al aula por medio de pizarras
digitales o pizarras blancas rotulables sobre las que se pueda videoproyectar. Esta metodo-
logia pone de relevancia los beneficios de las nuevas tecnologias y facilita las labores de
correccion por parte de alumnos y docentes. A continuacion, se muestra un ejemplo del

potencial del método:

Figura 7. Ejemplo de resolucion del ej.15 llevado al aula.

Sobre los ejercicios que implican el uso de T3.3 (Ejs. 16,17 y 18), se intentara que
razonen sin dar a conocer la formulacion explicita de la tasa de variacion media a priori.
Para hacerse una idea del crecimiento se les insistird en que traten de cuantificar cuantas
unidades aumenta o disminuye la variable dependiente, y, por cada unidad de la variable
independiente, x, y relacionen esto con el crecimiento o decrecimiento. Como ya habran
trabajado con la pendiente en ejercicios previos, se introducira el concepto de tasa de va-
riacion media como pendiente de la recta secante a la funcion f(x), que pasa por los puntos
de abscisas a y b, de manera que puedan conectar los conocimientos anteriores con los
nuevos. Ademas, este modo de proceder podra darles la idea “intuitiva” y ostensiva de

aproximar curvas mediante rectas.

Los ejercicios sobre continuidad (Ej.19 y 20) se resolveran siguiendo la manida
regla de “si puede dibujarse de un solo trazo, es continua” (T3.4). Aunque este modo de
proceder es poco ortodoxo, el nivel de la clase no permite aproximaciones mucho mas
formales. Se incidira en la idea de “salto” o “discontinuidad” con los parquimetros sin mas
detalle adicional, no llegando a clasificar los distintos tipos de discontinuidades que exis-
ten. Los dos ejercicios de periodicidad se resuelven, bien realizando una o varias copias de
la gréfica, bien evaluando la funcién en el punto de abscisa x — nT, con T el periodo, x la
abscisa del valor dado y n el nimero de copias anteriores a la dada (T3.5).
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G. Tecnologias

Chevallard (1999) entiende por tecnologia un discurso racional que permite justifi-
car las técnicas para asegurarse que éstas permiten realizar las tareas y problemas de su
campo. En la propuesta didactica para la ensefianza de funciones, estos discursos racionales
se daran, generalmente, por parte del profesor, cuando el alumnado se haya enfrentado a
situaciones problematicas que promuevan la reflexion y la indagacion sin haber recibido
instruccion previa sobre los contenidos siguiendo la metodologia expuesta por Bingolbali
y Bingolbali (2019). En total, hemos enunciado siete tecnologias diferenciadas que se co-

rresponden, mayoritariamente, con definiciones (apartado A.3).

Sobre la definicion de funcién (TEC.1.1), sefialamos que hay una dependencia fun-
cional si a cada valor de la variable independiente, le corresponde un Unico valor de la
variable dependiente. Con el problema relacionado con la razén de ser (Prob.1), se espera
que los alumnos reflexionen sobre la idea de dependencia y unicidad, para que, concluyan,
debidamente guiados, que “y es una funcion de x si cada valor de x le corresponde un
valor de y, esta correspondencia se indica mediante la ecuacion y = f(x)”. El andamiaje
del que se dispone en 4° ESO, en Matemaéticas orientadas a las ensefianzas aplicadas, no
permite justificaciones como las del grupo Bourbaki, quienes en 1939 definieron el con-

cepto en términos conjuntistas.

Sobre la representacion verbal, tabular, grafica y algebraica de una funcion (TEC1.2
y 2.1), incidiremos en lo sefialado por Dirichlet (1837): “y es funcién de x si a cada valor
de x corresponde un valor completamente determinado de y; ademas, no es importante el
método con el cual se establece la correspondencia sefialada”. Sierra-Vazquez, Gonzalez-
Astudillo y Lépez-Esteban (1998) sefialan que los matematicos tienen que ajustarse a cier-
tas reglas, pues manipulando por igual los simbolos, comparten conocimiento e incremen-
tan el nimero de conexiones dentro de un concepto mejorando su comprension. De este
modo, justificaremos a los alumnos la necesidad de referirse a una funcion matematica con
una cierta sintaxis para que ellos mismos puedan comunicarse eficientemente en las acti-
vidades grupales. Focalizando la atencion en la necesidad de una comunicacion matematica
precisa, daremos, con los discursos racionales sefialados, justificaciones para los grupos de

técnicas asociadas a CP1y CP2, es decir, T1y T2.
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Sobre las cualidades de las funciones y estudio (TEC3), matizamos cada una de las

cinco definiciones que se sefialan en el momento posterior a los problemas:

Se llama dominio de definicion de una funcion, f, al conjunto de valores de x para

los cuales existe la funcion (TEC3.1).

Se llama recorrido de una funcién, f, al conjunto de valores que toma la funcién.

Es decir, al conjunto de valores de y para los cuales existe la funcion (TEC3.2).

Se llama dominio de definicion de una funcidn, f, y se designa por Dom f, al con-

junto de valores de x para los cuales existe la funcion (TEC3.3).

Se llama tasa de variacion media de la funcion f en el intervalo [a, b] al cociente
entre la variacion de la funcion y la longitud del intervalo (TEC3.4).

_f) - f@

TVM([a, b]) —

« Una funcién es creciente cuando al aumentar los valores de x, también lo
hacen los de y. En ellas, la TVM es positiva.

« Una funcion es decreciente cuando al aumentar los valores de x, los de y

disminuyen. En ellas, la TVM es negativa.

« Una funcion tiene un maximo en el punto de abscisa x = a cuando pasa de

ser creciente a decreciente en ese punto.

« Una funcion tiene un minimo en el punto de abscisa x = a cuando pasa de

ser decreciente a creciente en ese punto.

Se llama funcidn periddica a aquella cuyo comportamiento se repite cada vez que
la variable independiente recorre un cierto intervalo. La longitud de ese intervalo
se llama periodo (TEC3.5).

Con estos razonamientos y definiciones, lo que se pretende es que las técnicas que-

den justificadas y los estudiantes sean participes en momentos constitutivos del entorno

tecnologico. Insistiremos, a lo largo de las dieciséis sesiones previstas, en la importancia

de realizar esquemas y aplicar técnicas de estudio propias de otras disciplinas a la matema-

tica. Pediremos, a los estudiantes, que rellenen una ficha como la que se presenta a conti-

nuacion para tener una referencia del entendimiento que estan llevando a cabo de las téc-

nicas, pues tendran que reescribirlas e interpretarlas graficamente.
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FUNCIONES Y GRAFICAS

LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

DOMINIO Y RECORRIDO

PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES

¢ Una funcidn asocia acadavalorde x ...

* El tramo de valores de x para los cuales hay valo=

Puntos de interseccion con los ees cartes'anos.
* £l oje horizontal se llamade ...

y el punto de corte se tiene Con.......covvrrrinrrirnnes
TG 3200 RAMR | rvsticrmmyirivrimmmosyymiitvr ticemmoyiditds o El oje vertical 50 Nama de .............oocooocoeorerernmeenn
« El tramo de todos los posibles valores de y y €l punto de corte se tien@con.
00 BOINR csiiiiiiisiaiiiiisseimvminniosa  Caca punto de la grificatiene dos ..............cc.ouv.. :
VARIACIONES DE UNA FUNCION
CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO MAXIMOS Y MINIMOS

Para estudiar |as vanacones de una funcion, tene=
mos que mirar su gréfica de izquierda a derecha

Siuna funcion es creciente entonces su tasa de
variacion media (TVM) &5

Siuna funcion es decreciente, entonces 5u 1858 de
variacion media (TVM)es.........

* Si en una funcidn hay un punto mds ako que los
puntos que lo rodean, se dice que ese punto es

MAZ UN DBLJO.
* Si una funcidn tieno un punto mas bajo que los que

lo rodean, se dice que ese punto es

27 1 asedshiebidaseiiesidsaaniaiseariitiamrotatiase it hasessiihsdeneditidas

D) [r=nresunenassansasnes -

1 HAZ UN DBUJO:

E](b) - f(a) * Ala izauierda de un maximo, la funcién es ...
7)) S iy —— .E ................... yaladerechaes ......vcccnnnn.

~ f E * A la izowerda de un minimo, la funcidénes ... ...
s S ..yaladerechaes .............
TENDENCIAS DE UNA FUNCION

+ Una funcién os periédica cuando . .

« Ll periodo ce una funcidnes. . .

CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDADES

DISUJA UN EJEMPLO:

DIBUJA UN EJENALOC

Figura 8. Ficha auxiliar para la justificacion de las técnicas. Adaptada de Célera y Gaztelu (2016).
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Para institucionalizar los contenidos de la unidad didactica, se seguira, siempre que
esté previsto en la secuenciacion (apartado H), una metodologia similar a la esbozada en
el apartado D.3. Inicialmente, se trabajara el problema relacionado con la razon de ser dada
por la modelizacion de situaciones cotidianas en que se relacionan dos magnitudes sujetas
a cambios a traves de diversos lenguajes: verbal, tabular, grafico y algebraico. Este pro-
blema permite reflexionar sobre T1 e insta, al profesor, a tomar las producciones de los
alumnos como objeto facilitador de la institucionalizacién, incorporando al acervo cultural
de la clase el conjunto de tecnologias referenciado. Como los problemas que le siguen
(Probs. 2,3,4 y 5) se incluyen también en CP1, se aprovecharan las casuisticas propias de
la resolucion en grupo para dar las justificaciones y razonamientos que los estudiantes ne-

cesiten para terminar de perfilar ese concepto de funcion.

A la formacidn del concepto imagen de funcion, contribuird también la aplicacion
de técnicas de los grupos T1y T2 en los ejercicios que comprenden del 1 al 14 y en los
problemas que abarcan del 6 al 17. Como se sefialaba con anterioridad, focalizaremos la
atencion en la necesidad de una comunicacién matematica precisa y el uso de una sintaxis
adecuada en lo referente a T2. Las soluciones a las actividades sefialadas seran comentadas
y aquellos aspectos incorrectos tratados para su posterior correccion por parte de aquellos
grupos de estudiantes que se hallen receptivos a participar, o, en Gltima instancia, del pro-

fesor.

Por ultimo, en los contenidos relativos a CP3, se institucionalizara siguiendo una
dindmica similar, apoyada por la ficha auxiliar para la justificacion de las técnicas de la
pagina precedente. Los problemas 18, 19 y 20 seran candidatos ideales para volver a intro-
ducir las definiciones que deberian conocer desde 2° de ESO (apartado C.1). Asimismo,
ejercicios que contribuiran a la consolidacién de los conceptos de dominio, recorrido, cre-
cimiento, decrecimiento, maximo, minimo, continuidad y periodicidad de una funcion son
los que comprenden del 15 al 22. Cualquiera de estos problemas y ejercicios es susceptible
de ser utilizado como actividad previa a un momento de institucionalizacion siempre que

la dindmica de aula asi lo requiera y los estudiantes asi lo soliciten.

En definitiva, el profesor utilizara discursos racionales para enunciar las tecnolo-
gias y justificarlas a todo el grupo-clase con el beneplacito de estudiantes que participan
activamente a través de la resolucion de problemas. La prueba escrita de evaluacién con-
tendra también aspectos ligados a las tecnologias al interrogar sobre si determinado objeto

es una funcidn, si otro es una funcion continua y otro una funcion periodica.
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H. Secuencia didactica y cronograma

La propuesta de secuenciacion elegida sigue una estructura aparentemente clésica:
introduccidn, desarrollo y cierre. Para la realizacion del cronograma, se ha tenido en cuenta
que, en 4° de ESO se disponen de cuatro horas lectivas semanales. Si se quiere realizar la
unidad didactica en aproximadamente tres semanas, deberemos dedicar 11h40 repartidas
en 14 sesiones de 50 minutos, incluyendo las sesiones de evaluacion o cierre.

Tabla 11. Cronograma

| 1h40 | 3n20 | 5h | 6h40 | 8h20 | 10nh [ 11h40

Introduccion |EE—

Desarrollo I —

Enunciados [ |

Tablas [ ]

Gréficas | |

Formulas [ ]

Estudio I

Cierre [

Introduccion (1h40). Se dedican dos sesiones a familiarizarse con el objeto mate-
matico de funcidn, con un aprendizaje basado en la resolucion de problemas. El hilo con-
ductor es el reconocimiento de relaciones funcionales a partir de problemas pensados para

introducir la razon de ser y los descriptores de CP1.

Desarrollo (8h20). Se dedican once sesiones a la realizacién de problemas y ejer-
cicios relativos a los campos de problemas y técnicas sefialados en el apartado A.3. La
distribucion elegida responde a un tratamiento equitativo de los cuatro descriptores, reser-
vando dos sesiones para cada uno de ellos. Finalmente, se dedican las tres tltimas sesiones

integramente a CP3 con un estudio general de las cualidades de las funciones.

Cierre (1h40). Se dedican dos sesiones para la realizacion de la prueba escrita y su
correccion, por parte del profesor. Al final, los estudiantes deberan rellenar un cuestionario
de evaluacidn de la docencia de forma que el docente tenga informacion sobre su desem-

pefio y pueda corregir aquellos aspectos en los que debe mejorar.

Para la secuencia didactica, se ha realizado una tabla codificada segun los apartados
A.2, A3, E.1yF.1delamemoria. Para indicar la modalidad de trabajo, se ha sefialado su

variante individual con Ind y la grupal con Gr. El material necesario se sefiala con F (ficha)

u O (ordenador). La tabla que recoge la secuencia didactica es la siguiente:
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Tabla 12. Secuencia didactica

Introduccidén

Enunciados

Gréficas Tablas de valores

Férmulas

Estudio general

Cierre

1

2

10

11

12

13
14

Actividades de deteccidn de conocimientos previos - Ejs. 1,2y 3

Problema relacionado con la razon de ser elegida + CP1

Prob.1 — Elaborando una revista
Probs.2,3,4y5-T1.1-TEC1.1y 1.2 (Deberes)

CP1 + CP2 — De férmulas a enunciados
Ej. 4,Prob. 15yE}. 13-T11y23-TEC1.1y2.1

CP2 — De tablas de valores y graficas a enunciado
Probs. 9y 12,Ej. 14 -T1.1y23-TEC1.1y2.1

CP1 + CP2 — De férmulas y enunciados a tablas

Ej. 5, Probs. 16 y6-T1.1y21-TEC1.1y1.2

CP2 — Construccion de tablas y gréficas

Prob. 13,Ej.8y9yProb. 10-T1.1y21-TEC1.1y2.1
Ficha auxiliar para la justificacion de las técnicas

CP2 - Paso de enunciados a gréficas con GeoGebra
Prob.7-T1.1y2.1-TEC2.1

CP2 + CP3 — Dominio, recorrido y puntos de corte

Ej.6, Prob. 17 yEj.15-T2.1,3.1y3.2-TEC2.1,3.1y 3.2

CP1 + CP2 - Construccién de férmulas

Prob. 8, Ej.10,Prob. 11y Ej. 11 -T1.1y2.2-TEC2.1
CP2 + CP3 — Crecimiento. TVM. Extremos relativos
Prob. 14y 18, Ejs. 16, 17y 18 - T3.3 - TEC3.3

CP3 — Continuidad

Prob. 19y Ejs. 19y 20 - T3.4 - TEC3.4

CP3 — Periodicidad

Prob. 20 y Ejs. 21y 22 - T3.5-TEC3.5

Prueba escrita de evaluacion

Correccion. Cuestionario de evaluacion de la docencia

Ind—-F

Gr-F
CsC
CMCT
Gr-F
CAA
Gr-F
CAA
Ind—F
CMCT
Ind-F
CMCT
CAA
Ind-0O
CD
Ind-O
CMCT
Gr-F
CMCT
Gr-F
CMCT
Gr-F
CAA
Gr-F
CsC

Ind—F
Ind-0O
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|. Evaluacion

1. Prueba escrita

A continuacion, se transcribe la prueba escrita con la que se evalGan los conoci-

mientos adquiridos a lo largo de la unidad. Tiene una duracién aproximada de una hora.

1) La gréafica muestra el viaje de un camionero en una autopista sin limite de velocidad.

2)

(2 pto.)

[HSTAMCIA RECORRIDA (km)
4000+
A0+
2000+

[0+

— 3 3 4

TIEMPO (h}
a) Calcula la velocidad que lleva el camion en cada uno de los cuatro tramos (0.75p)
b) Di cudl es el signo de la pendiente en el Gltimo tramo, ¢qué significa? (0.25p)

c) Describe el viaje haciendo uso del lenguaje de funciones que has aprendido (1p)

El precio del café (por kg) esta escondido en un cartel que dice y=12.40x (2 pto.)

a) ¢Cuanto cuesta el kg de café? Da los precios de 1,2,3 y 4 kg. (0.25p)

b) Explica qué significa y=12.40x, da la variable dependiente e independiente(0.5p)
c) ¢Esuna funcién? Justifica tu respuesta. (0.25p)

d) Si compramos ¥4 kg, ¢cuél es el precio? (0.25p)

e) ¢Cuantos kg hay que comprar para pagar 186€? (0.25p)

f) (Qué ocurriria si con el café te obligan a comprar un frasco de cristal a 1,55€? Da

la férmula y repite los apartados d) y e). (0.5p)
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3) En una agencia de alquiler de coches cobran 50€ fijos mas 0,20 € por cada kilometro
recorrido. En otra agencia cobran 20 € fijos mas 0,30 € por cada kilémetro recorrido.

Puedes llamarlas Agencia A y Agencia B. (2 pto.)
a) Define la variable dependiente e independiente. (0.25p)
b) Usa tablas de valores para A y B (Da los precios de 0, 100, 200 y 300 km). (0.25p)

c) Obtén la ecuacion de la funcion que nos da el gasto total segun los kildbmetros recorridos
para cada una de las dos agencias. (0.25p)

d) Representa las dos funciones indicando en los ejes las variables. (0.5p)

140
120
100
80
60
40

20

e) Analiza cual de las dos agencias es mejor segun los kilometros que vayamos a recorrer
y da una justificacién adecuada. (0.75p)

4) Esta curva muestra la audiencia de Aragon TV en un dia de abril de 2021. (2 pto)

AUDIENCIA (%)

Ll
=
=

TIEMPO (h)
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
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b)

5)

a)

b)

c)

6)

a)
b)

¢Cuénto tiempo estuvo Aragén TV emitiendo? ;qué rango de valores tomo la
audiencia? Relaciona esta informacion con el dominio y el recorrido. (0.5p)

¢Cuales fueron los momentos de mayor audiencia? ;y menor? Relacionalo con los

maximos y minimos de la funcién. (0.75p)

Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento. ¢ A qué crees que se deben? Da

una justificacion de por qué a determinadas horas la audiencia sube o baja. (0.75p)

La curva representa la distancia al Sol del cometa Halley con el paso del tiempo. (1.5

pto.)

DISTANCLA AL SOL {UA)

301

201

107

1755 1832 1909 1986 ARO
¢Es una funcion periodica?¢Por qué? (0.25p)

¢En qué momentos esta méas cerca del Sol? ;Y maés lejos? ¢Por qué? (0.75p)

¢En qué afio volvera a acercarse al Sol? ¢Coincide con un minimo o maximo? (0.5p)

Un agente financiero esta estudiando la grafica que proporciona los valores en bolsa de

las acciones de una empresa (en miles de €) a lo largo de un dia (24 h). (0.5 pto.)

¢Es una funcion continua?;Por qué? (0.25p)

¢Qué valores obtiene al cabo de 5h?;y en 15h? (0.25p)
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2. Aspectos evaluables, respuestas esperables y criterios de calificacion

La siguiente tabla recoge los campos de problemas, técnicas y tecnologias presentes

en cada uno de los ejercicios de los que se compone la prueba escrita de evaluacion.

Tabla 13. Relacion de campos de problemas, técnicas y tecnologias en la prueba escrita

Ejercicio  Campo de problemas Técnicas Tecnologias
1 CP1.3 CP2-(3,1) CP3.2 T1.1T23T3.3 TEC2.1 TEC3.3
2 CP1.4 CP2-(1,4)-(4,2) T1.1T2.2 TEC1.1TEC2.1
3 CP1.1 CP2-(1,4)-(4,2)-(2,3)  T1.1T2.17T2.3 TEC1.1 TEC2.1
4 CP1.3 CP3.1 CP3.2 T11T3.1T3.3 TEC3.1 TEC3.2 TEC3.3
5 CP1.3CP3.1CP3.3 T11T3.2T3.4 TEC3.5
6 CP1.3CP3.1CP3.3 T1.1T3.5 TEC3.4

Como puede observarse, la prueba escrita recoge la totalidad de técnicas y tecnolo-
gias que han sido analizadas. Respecto a los dos primeros campos de problemas, se ha
optado por presentar las funciones en lenguaje verbal, grafico y algebraico y reservar el
tabular para casos concretos en que deben obtenerse valores puntuales, bien para represen-
tacion gréfica, bien para analizarlos en si mismos. El tercer campo de problemas se ha
trabajado de manera contextualizada comprobando (y justificando) la lista de cualidades
que son objeto de anélisis durante la unidad didactica de funciones: dominio, imagen, cor-
tes con los ejes, crecimiento, extremos relativos, continuidad y periodicidad. El tratamiento
de los cortes con los ejes se realiza, indirectamente, en el problema 5 al preguntar: “en qué

ano volveria a acercarse al Sol”.

Asimismo, en todos los ejercicios de la prueba existen tareas evaluables relaciona-
das con el bloque tecnoldgico al interrogar sobre el significado del signo de la pendiente,
la variable dependiente y la independiente, si determinado objeto es una funcién, si otro es
una funcién continua y otro una funcién periddica. La adecuacion de las descripciones
verbales, la correccion sintactica, la reformulacién de los problemas, la reflexion sobre los
resultados y la comprobacion e interpretacion de las soluciones en el contexto de referencia
son otros de los aspectos evaluables a los que se prestara atencion a la hora de otorgar la

puntuacion méxima que ha sido fijada en cada uno de los apartados.
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A continuacién, se presenta la tabla que recoge los criterios de evaluacién, estan-
dares de aprendizaje y competencias clave asociados a cada uno de los ejercicios de los
que se compone la prueba escrita de evaluacion. La tabla se encuentra codificada segun los

dictamenes del curriculo aragonés (apartado A.2).

Tabla 14. Relacién de criterios de evaluacion, estandares de aprendizaje y competencias clave en la prueba escrita

Ejercicio Crit. MAAP. Est. MAAP. Competencias clave
1 41y4.2 414y4.23 CMCT, CAA
2 4.1 4.1.5 CMCT
3 41y4.2 41.1,413,415,422y4.24 CMCT, CSC
4 41y4.2 412,413,414,421y4.23 CMCT
5 41y4.2 412,413,421y4.23 CMCT
6 41y4.2 412,413,421y4.23 CMCT

Por lo general, se han aplicado los dos criterios definidos en el bloque de funciones
y la mayoria de sus concreciones, faltando la que refiere a la destreza con que se utilizan
elementos tecnoldgicos especificos para dibujar graficas (Est. MAAP.4.2.5). Asimismo, se

han aplicado ciertos criterios del blogue I o bloque transversal:

Crit. MAAP.1.2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de proble-
mas, realizando los célculos necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.

= EstMAAP.1.2.1. Analiza y comprende el enunciado a resolver (datos, relaciones
entre los datos, condiciones, conocimientos matematicos necesarios, etc.).

= Est.MAAP.1.2.5. Reflexiona sobre el proceso de resolucion de problemas.

Critt MAAP.1.6. Desarrollar procesos de matematizacion en contextos funcionales de la
realidad cotidiana a partir de la identificacion de problemas en situaciones de la realidad.
= Est.MAAP.1.6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y del
mundo matematico, identificando los conocimientos matematicos necesarios.
= Est. MAAP.1.6.4. Interpreta la solucion matematica del problema en el contexto de

la realidad.
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A la hora de resolver cada uno de los ejercicios de la prueba escrita, existen res-

puestas probables que, como docentes, debemos anticipar para ajustar asi el modelo de

correccion a lo esperable y poder evaluar en consecuencia. A continuacién, se muestran

dos respuestas esperadas para cada actividad, una de ellas correcta y otra incorrecta.

Ejercicio 1. Camionero
a) Pendiente en cada tramo

Respuesta esperada 1: Correcta
TVM[0,2] = 100

TVM[2,2.5] =
TVM[2.5,3] = 100
TVM[3,4] = —250

b) Signo de la pendiente

Respuesta esperada 1: Correcta
El signo es negativo, si (0,0) es el punto

de partida, el conductor regresa a él

c) Descripcion de la gréafica

Respuesta esperada: Abierta
El camionero inicia su viaje por autopista
y va a 100km/h durante 2 horas. Después,
para media hora a estirar las piernas en un
area de servicio y comer un bocata.
Vuelve a la autopista y conduce otra me-

dia hora a la velocidad anterior, 100km/h.

Ejercicio 2. El cartel del precio del café
a) Precios de 1, 2, 3y 4 kg de café

Respuesta esperada 1: Correcta

Peso(kg) (1 2 3 4

Precio (€) 24.80 4960

Respuesta esperada 2: Incorrecta
TVM[0,2] = 200

TVM[2.5,3] = 50

TVM[3,4] = —250

Respuesta esperada 2: Incorrecta
El signo es positivo, la velocidad nunca

puede ser negativa.

Tras esto, decide regresar al punto de par-
tida y conduce a 250 km/h ya que no hay
limite de velocidad. En total, ha estado 4
horas fuera de casa y ha recorrido 500 km
(250 de ida y 250 de vuelta).

Respuesta esperada 2: Correcta
1240 x 1 =12.40 12.40 x 2 = 24.80
1240x3=37.20 12.40x4=49.60
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b) Significado de y = 12.40x
Respuesta esperada 1: Correcta
X — variable independiente (kg)

y- variable dependiente (€)

c) ¢Es una funcion?

Respuesta esperada 1: Correcta

Si, porque no hay dos precios distintos

para una misma cantidad de kg

d) Precio de ¥4 kg
Respuesta esperada: Correcta

12.40: 4=3.10€

f) Frasco de cristal a 1.55€
Respuesta esperada 1: Correcta
y = 12.40x + 1.55
3.10+1.55= 4.65€
(186 — 1.55):12.40 = 14.875 kg

Ejercicio 3. Agencias de alquiler de coches

a) Variable dependiente e independiente
Respuesta esperada 1: Correcta
X — variable independiente (km)

y- variable dependiente (€)

b) Tabla de valores

Respuesta esperada 1: Correcta

Distancia (km) | 0 100 200 300

S0 70 20 110

Precio (€)

Distancia (km) | 0 100 200 300

Precio (€) 50 30 110

Respuesta esperada 2: Incorrecta
X — variable dependiente (kg)

y- variable independiente (€)

Respuesta esperada 2: Correcta

Si, porque a cada valor de x le corres-

ponde un Gnico valor de y

e) Kg por 186€
Respuesta esperada: Correcta

186: 12.40 = 15 kg

Respuesta esperada 2: Incorrecta
y = 1.55 + 12.40

3.10+ 1.55 = 4.65€

186 : 12.40 — 1.55 = 13.45 kg

Respuesta esperada 2: Incorrecta
X — variable dependiente (km)

y- variable independiente (€)

Respuesta esperada 2: Incorrecta

Distancia (km)

=

100 200 300

Precio (£)

=

T0 90 110

Distancia (km)

=

100 200 300

=

Precio (€) 50 80 110
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c) Ecuacion

Respuesta esperada 1: Correcta

y = 0.20x + 50
y = 0.30x + 20
d) Grafica

Respuesta esperada 1: Correcta

precio (€)

e) ¢Qué agencia es mejor?

Respuesta esperada 1: Correcta
Menos de 300 km, la A es més barata.
300 km, A o B, es lo mismo.

Mas de 300 km, la B es més barata.

Ejercicio 4. Audiencia de Aragon TV
a) Dominio y recorrido

Respuesta esperada 1: Correcta

Domf = [0,24] y recorrido [2,40]

b) Maximos y minimos

Respuesta esperada 1: Correcta

Maéaximos: (15,30) y (22,40)

Minimos: (4,2) y (18.5, 15)

Respuesta esperada 2: Incorrecta
y = 50x + 0.20
y = 20x + 0.30

Respuesta esperada 2: Incorrecta

0o 9 50 100 150 200 250 300
distancia (km)

Respuesta esperada 2: Incorrecta

Es mejor la B, sale siempre mas barato.

Al inicio los dos cobran lo mismo, 0.

Respuesta esperada 2: Incorrecta

Dominio 24 y recorrido 40.

Respuesta esperada 2: Incorrecta

Maximos: (30,15) y (40,22)

Minimos: (2,4) y (15, 18.5)
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c) Crecimiento y decrecimiento

Respuesta esperada 1: Correcta

Crece: (4,15) U (18.5, 22)

Decrece: (0,4) U (15, 18.5) U (22,24)

Ejercicio 5. Cometa Halley
a) Funcidn periddica

Respuesta esperada 1: Correcta

Si, porque se repite cada 77 afios.

b) Cortes con los ejes

Respuesta esperada 1: Correcta

Mas cerca: (1755,0), (1832,0), ...

Mas lejos: (1793.5, 35), (1870.5, 35)...

¢) ¢Cuando volvera a acercarse al Sol?

Respuesta esperada 1: Correcta

1986 + 77 = 2063

Ejercicio 6. Valores en bolsa
a) Funcion continua

Respuesta esperada 1: Correcta

No, se dibuja levantando el lapiz.

b) Valores

Respuesta esperada 1: Correcta

10 000y 5000 €

Respuesta esperada 2: Incorrecta

Crece: (15,4) U (22,18.5)

Decrece: (4,0) U (18.5,15) U (24,22)

Respuesta esperada 2: Incorrecta

Si, se dibuja sin levantar el lapiz.

Respuesta esperada 2: Incorrecta

Mas cerca: (1793.5, 35), (1870.5, 35) ...

Mas lejos: (1755,0), (1832,0), ...

Respuesta esperada 2: Incorrecta

1986 + 38.5 = 2024.5

Respuesta esperada 2: Incorrecta

Si, se dibuja sin levantar el lapiz.

Respuesta esperada 2: Incorrecta

5000y 10 000 €
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En la evaluacién se sigue el modelo de tercios de Gairin, Mufioz y Oller (2012).
Estos autores sostienen que los errores no son “graves” o “leves” en si mismos; sino que
su importancia queda asociada a la tarea en la que aparecen y a la relacion de ésta tarea con
el objetivo principal de la evaluacion. Por ello, definiremos las tareas principales (TP), las

tareas auxiliares especificas (TAE) y las tareas auxiliares generales (TAG):

Tabla 15. Relacion de tareas principales, auxiliares especificas y auxiliares generales.

TP1. Estudiar la relacion funcional entre dos variables.
TP2. Interpretar la tasa de variacion media.

TP3. Traducir entre enunciado y expresion algebraica.
TP4. Traducir entre tablas de valores y gréafica.

TP5. Traducir entre grafica y enunciado.

TP6. Traducir entre expresion algebraica y tabla de valores.

Principales

TP7. Estudiar el dominio y recorrido de una funcion.

TP8. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de una funcion.
TP9. Estudiar los méximos y minimos de una funcién.

TP10. Estudiar la periodicidad de una funcion.

TP11. Estudiar la continuidad de una funcién.

TAREAS

TAEZ1. Célculo aritmético de la tasa de variacion media.

§ TAE2. Resolucion de ecuaciones.
E TAE3. Manejo de la escala y las magnitudes.
@ ,_,% TAEA4. Lectura de gréficas de izquierda a derecha.
:‘E TAEDS. Identificacion de la variable dependiente e independiente.
X
2 TAGL. Notacion matematica y correccion sintactica.
% TAG2. Adecuacion de las descripciones verbales.
§ TAG3. Procesos de razonamiento y discursos racionales.

TAGA4. Interpretacién de las soluciones en el contexto de referencia.

Una vez descritas las tareas, procedemos a asociarlas con los ejercicios de las
pruebas. De acuerdo con este modelo, las tareas principales pueden descontar el total de
la puntuacidn, las auxiliares especificas hasta dos tercios y las auxiliares generales hasta
un tercio de la puntuacion total. Como este modelo nos proporciona cotas superiores, ha-

bra errores que seran valorados por debajo de este umbral.
54



Ejercicio 1. (2 puntos repartidos en tres apartados: 0.75, 0.25y 1, respectivamente).

Tareas involucradas: TP2, TP5, TAEL, TAE3, TAE4, TAGL, TAG2, TAG3y TAG4
Modelo de tercios:

- Errores relacionados con TP2, TP5 hasta 0.75, 0.25 y 1 punto segun apartado:
o No responde o responde mal al apartado a): hasta 0.75.
o Responde bien a la pregunta, pero no considera el tramo en el que la velo-
cidad es nula: hasta 0,25.
o No responde o responde mal al apartado b): hasta 0.25.
o Responde bien al apartado b), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0.1.
o No responde o responde mal al apartado c): hasta 1
- Errores relacionados con TAEL, TAE3 y TAE4 hasta 0.5, 0.17 y 0.66 puntos segun
apartado:
o Calcula mal la tasa de variacion media: hasta 0.4.
o Cuenta cada cuadradito como si fuese 100 en vez de 50: hasta 0.3.
o Lee mal la gréfica y no pone el signo negativo en TVM [3,4]: hasta 0.2.
o Interpreta TVM [3,4] como velocidad negativa: hasta 0.1.
- Errores relacionados con TAG1, TAG2, TAG3 y TAG4 hasta 0.25, 0.08 y 0.33
puntos segun apartado:
o Da una descripcion poco realista o directamente incoherente: hasta 0.3.
o No integra el contexto del camionero en la descripcion: hasta 0.3.
o No reflexiona sobre la velocidad de 250 km/h: hasta 0.1.
o Se confunde al escribir alguno de los términos: hasta 0.1.

o No escribe con una notacién matematica adecuada: hasta 0,05 puntos

Ejercicio 2. (2 puntos repartidos en seis apartados: 0.25, 0.5, 0.25, 0.25, 0.25 y 0.5,

respectivamente).

Tareas involucradas: TP1, TP6, TAE2, TAES, TAGly TAGS.
Modelo de tercios:
- Errores relacionados con TP1 y TP6 hasta 0.25, 0.5, 0.25, 0,25, 0.25 y 0.5 puntos

segun apartado:
o No responde o responde mal al apartado a): hasta 0.25.
o No responde o responde mal al apartado b): hasta 0.5.

o Responde bien al apartado b), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0.25.
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o

o

No responde o responde mal al apartado c): hasta 0.25.

Responde bien al apartado c), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0.15.
No responde o responde mal al apartado d): hasta 0.25.

No responde o responde mal al apartado e): hasta 0.25.

No responde o responde mal al apartado f): hasta 0.25.

No responde o responde mal al apartado c): hasta 0.5.

- Errores relacionados con TAE2 y TAES5 hasta 0.17, 0.33, 0.17, 0,17, 0.17 y 0.33

puntos segun apartado:

(@]

(@]

o

(©]

(@]

Despeja mal las variables en e): hasta 0.17 cada una.

Nombra la variable dependiente e independiente al revés: hasta 0.33.
Opera inadecuadamente en d), e) y f): hasta 0.17 cada una.

No consigue pasar de enunciado a expresion algebraica: hasta 0.33

Confunde la pendiente y la ordenada en el origen: hasta 0.17.

- Errores relacionados con TAG1 y TAG3 hasta 0.08, 0.17, 0.08, 0,08, 0.08 y 0.17

puntos segun apartado:

o

(@]

o

Se confunde al escribir alguno de los términos: hasta 0.05.

No escribe con una notacién matematica adecuada: hasta 0,05.
Encadena operaciones en f) haciendo un uso incorrecto de la sintaxis:
hasta 0.05.

Ejercicio 3. (2 puntos repartidos en cinco apartados: 0.25, 0.25, 0.25, 0.5 y 0.75,

respectivamente).

Tareas involucradas: TP2, TP3, TP6, TAE4, TAES, TAGL, TAG2, TAG3y TAG4

Modelo de tercios:
- Errores relacionados con TP2, TP3 y TP6 hasta 0.25, 0.25, 0.25, 0,5y 0.75 puntos

segun apartado:

@)

o

o

No responde o responde mal al apartado a): hasta 0.25.

Responde bien al apartado a), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0.15.
No responde o responde mal al apartado b): hasta 0.25.

No responde o responde mal al apartado c): hasta 0.25.

No responde o responde mal al apartado d): hasta 0.5.

No responde o responde mal al apartado e): hasta 0.75.

Responde bien al apartado e), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0.5.
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- Errores relacionados con hasta TAE4 y TAES hasta 0.17, 0.17, 0.17, 0,33 y 0.5

puntos segln apartado:

©)

©)

o

o

©)

©)

Nombra la variable dependiente e independiente al revés: hasta 0.15.
Opera inadecuadamente en b): hasta 0.15.

No consigue pasar de enunciado a expresion algebraica: hasta 0.15.
Traza rectas que no se ajustan a la expresion algebraica: hasta 0.25.
Confunde la pendiente y la ordenada en el origen: hasta 0.15.

Confunde ordenadas y abscisas: hasta 0.25.

- Errores relacionados con TAG1, TAG2, TAG3y TAG4 hasta 0.08, 0.08, 0.08, 0,17
y 0.25 puntos segln apartado:

o

(©]

(@]

(@]

Se confunde al escribir alguno de los términos: hasta 0.1.

No escribe con una notacion matematica adecuada: hasta 0.05 puntos
No integra el contexto de las agencias en el analisis: hasta 0.25.

Da un andlisis poco detallado: hasta 0.25.

Ejercicio 4. (2 puntos repartidos en tres apartados: 0.5, 0.75 y 0.75, respectivamente).

Tareas involucradas: TP7, TP8, TP9, TAE4, TAGL, TAG2, TAG3y TAGA4.

Modelo de tercios:

- Errores relacionados con TP7, TP8 y TP9 hasta 0.5, 0.75 y 0.75 puntos segun apar-

tado:
(@]
(@]

o

No responde o responde mal al apartado a): hasta 0.5.

Responde bien al apartado a), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0.25.
No responde o responde mal al apartado b): hasta 0.75.

Responde bien al apartado b), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0.25.
No responde o responde mal al apartado c): hasta 0.75.

Responde bien al apartado c), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0.25.

- Errores relacionados con TAE4 hasta 0.33, 0.5 y 0.5 puntos segun apartado:

o

@)

Confunde ordenadas y abscisas: hasta 0.25.

Lee mal la grafica y mira el crecimiento sobre el eje de ordenadas: hasta
0.4.

Confunde dominio y rango: hasta 0.3.

Trata a los intervalos como puntos: hasta 0.1.
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o Al estudiar extremos relativos, omite algin minimo o maximo: hasta 0.3

o Estudia los maximos y minimos como si fueran intervalos: hasta 0.4.

- Errores relacionados con TAG1, TAG2, TAG3 y TAG4 hasta 0,17, 0.25 y 0.25
puntos segun apartado:
o No escribe con una notacion matematica adecuada: hasta 0.05 puntos.
o Se confunde al escribir alguno de los términos: hasta 0.05 puntos.

o No integra el contexto de las audiencias en el analisis: hasta 0.25.
Ejercicio 5. (1.5 puntos repartidos en tres apartados: 0.25, 0.5y 0.75, respectivamente).

Tareas involucradas: TP10, TAE4, TAGL, TAG2, TAG3 y TAG4.
Modelo de tercios:

- Errores relacionados con TP10 hasta 0,25, 0.5 y 0.75 puntos segun apartado:
o No responde o responde mal al apartado a): hasta 0.25
o Responde bien al apartado a), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0,15
o No responde o responde mal al apartado b): hasta 0.75
o Responde bien al apartado b), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0,25
o No responde o responde mal al apartado c): hasta 0.5
- Errores relacionados con TAE4 hasta 0,17, 0.33 y 0.5 puntos segln apartado:
o Calcula mal el periodo: hasta 0.15.
o Confunde maximos y minimos: hasta 0.25.
o Confunde los cortes con el eje de abscisas con los cortes con el eje de orde-
nadas: hasta 0.15.
o Estudia los maximos y minimos como si fueran intervalos: hasta 0.4.
- Errores relacionados con TAG1, TAG2, TAG3 y TAG4 hasta 0.08, 0.17 y 0.25
puntos segun apartado:
o No escribe con una notacion matematica adecuada: hasta 0.05 puntos
o Se confunde al escribir alguno de los terminos: hasta 0.05 puntos

o No integra el contexto del cometa en el anélisis: hasta 0.25.
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Ejercicio 6. (0.5 puntos repartidos en 2 apartados: 0.25y 0.25, respectivamente).

Tareas involucradas: TP11, TAE3, TAE4y TAGL.

Modelo de tercios:

- Errores relacionados con TP11 hasta 0.25 puntos segun apartado:

o No responde o responde mal al apartado a): hasta 0.25

o Responde bien al apartado a), pero no lo justifica o lo hace mal: hasta 0,15

o No responde o responde mal al apartado b): hasta 0.25

- Errores relacionados con TAE3 y TAE4 hasta 0.17 puntos segun apartado:

o No tiene en cuenta el enunciado y da el resultado de b) en euros, en vez de

en miles de euros: hasta 0.15 puntos

o Lee la gréafica de arriba a abajo para b) y responde mal: hasta 0.15 puntos

- Errores relacionados con TAG1 hasta 0,08 puntos segln apartado:

o Se confunde al escribir alguno de los términos en b): hasta 0,05 puntos

o No escribe con una notacion matematica adecuada: hasta 0,05 puntos

o No integra el contexto de la bolsa en el anélisis: hasta 0.25.

3. Cuestionario de evaluacion de la docencia

Como sefialdbamos en la secuencia didactica (apartado H), la Gltima sesién incluira

un cuestionario de evaluacion de la docencia que debera ser rellenado por la parte discente.

El cuestionario sera implementado en Google Forms y tendré una estructura similar a la

gue se presenta a continuacion, pudiendo variar si la situacion asi lo requiere:

Sobre la profesora.

Muy en
desacuerdo

En
desacuerdo

Neutral

De acuerdo

Totalmente
de acuerdo

Explica de manera
clara y ordenada

Pone ejemplos Utiles

Fomenta la participa-
cién y el respeto

Muestra entusiasmo
por la asignatura

59




Sobre las clases.

Muy en En Neutral | De acuerdo | Totalmente
desacuerdo | desacuerdo de acuerdo
Las clases son entre-
tenidas y utiles
La cantidad de ejer-
cicios es suficiente
El examen final es
apropiado
Los resimenes de
teoria son utiles
¢ Qué crees que podria hacer tu profesora para mejorar?
¢, Te gustaria volver a dar esta unidad con esta profesora?
0 Si
7 No
1 Otra:
Pon una nota a tu profesora (de 0 a 10).
0 1 2 3 4 5 7 8 9 10
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