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Resumen: Se presenta una categorizacion de errores en estudiantes universitarios de
profesorado en matematica al realizar demostraciones en el contexto de la geometria
3D, particularmente focalizada en conceptos de paralelismo y perpendicularidad. En el
marco de una investigacion cualitativa a partir de artefactos escritos disponibles, se es-
boza una categorizacion. Se establecen dos grandes tipos de errores: los generales, que
pueden ser de cualquier area de la matemdtica, y los particulares, referidos especifica-
mente a la geometria del espacio. A partir de esta categorizacion y de aportes de refe-
rentes tedricos se establece una nueva tipologia que cuenta con siete tipos de errores.
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Categorization of errors in 3D geometry in higher
level students

Abstract: We present a categorization of errors in university prospective mathematics
teachers when demonstrating in the context of 3D geometry, particularly focused on con-
cepts of parallelism and perpendicularity. From a qualitative research based on avail-
able written artifacts we outline a categorization. We set two major types of errors, the
general ones that can be from any area of mathematics and individuals specifically re-
ferring to the geometry of space. From this categorization and contributions from theo-
retical references we establish a new typology that has seven types of errors.
Keywords: 3D geometry, parallelism, perpendicularity, errors typology
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Un topico presente en la agenda de investigacion en educacion matematica es el concer-
niente a errores. Esta temdtica es estudiada desde diferentes enfoques y referida a distin-
tas areas de la matematica.

El objetivo del estudio que se presenta es exponer la produccion de una categoriza-
cion de errores en alumnos del profesorado en matematica, de la facultad de Humanida-
des y Ciencias de la Universidad Nacional del Litoral, al realizar demostraciones en el
contexto de la geometria euclidea tridimensional.

El error es considerado por Rico (1995) como uno de los puntos en los que se es-
tablece una linea divisoria entre dos estereotipos de profesor de matematicas, por un
lado, el que considera que el error es un dato objetivo que muestra el desconocimiento
de un alumno o de un grupo de alumnos y que debe ser controlado, corregido o, en su
defecto, penalizado; y por otro, el que sostiene que el error es la muestra de un conoci-
miento parcialmente construido, resultado de un proceso en curso a cuya evolucion el
profesor debe contribuir, cuando ello sea posible, evitando provocar bloqueos, rechazos
o sanciones. Propone una alternativa a la primera postura, sosteniendo que los errores
y las ideas imprecisas de los alumnos tienen una dimension positiva. El conflicto entre
sus conocimientos anteriores y determinadas situaciones que no encajan con ellos es un
paso necesario para reorganizarlos, enriquecerlos y ajustarlos, es decir que se produzca
un aprendizaje significativo.

El documento regulatorio del Ministerio de Educacion, Cultura, Ciencia y Tecnologia
de la Nacion (2018) plantea en sintonia con lo anterior, que un error estaria mostrando
una forma de pensar provisoria.

Frente a los “errores” descubiertos sera necesario analizarlos, intentar comprender como y
por qué se producen y plantear actividades de distinto tipo para desafiar esa comprension y pro-
mover la aparicion de nuevos significados. Habra entonces que volver sobre la nocion invo-
lucrada, cuestionandola con contraejemplos e interrogantes que ayuden a los/as estudiantes a
volver sobre sus ideas y reformularlas. No es evitando los “errores” como se acorta el proceso
de aprendizaje, sino que al trabajar sobre ellos y debatirlos, es como se lo enriquece (p. 48).

El analisis de los errores de los alumnos en su proceso de aprendizaje de la matema-
tica puede proveer de informacidn acerca de como se construye el conocimiento, im-
prescindible para realimentar los procesos de ensefianza y de aprendizaje con el fin de
mejorar los resultados.

Este estudio se enfoca particularmente en la geometria euclidea, la que se funda en
las siguientes normas: enunciar, sin definicién los conceptos primeros; admitir, sin de-
mostracion, ciertas propiedades que relacionan estos conceptos enunciando los axio-
mas correspondientes y a partir de éstas, demostrar las restantes propiedades o teoremas.
En el Proyecto de mejora para la formacion inicial de profesores para el nivel secunda-
rio (2010) se expresa que una particularidad de esta geometria es su eje vertebrador (el
sistema axiomatico euclideo para la organizacion y comunicacion de los conocimientos
geométricos) y se plantea su relevancia en trabajarlo en la formacion del profesor de ma-
tematica. Lo propio de la Geometria Euclidea Espacial (GEE), marco en el que se desa-
rrolla este estudio, son los problemas de demostraciones de propiedades que se deducen
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de los axiomas o de otras propiedades demostradas anteriormente, espacio propicio para
esta investigacion.

1. MARCO TEORICO

Se exponen clasificaciones de errores que aportan de manera significativa a la categori-
zacion fruto de este trabajo.

Franchi y Hernandez de Rincon (2004) realizan una investigacion exploratoria, con
alumnos de Geometria de la Facultad de ingenieria de LUZ, Venezuela, donde propo-
nen una tipologia de errores en el area de la geometria plana. La tipologia consta de ocho
categorias:

e Errores de pre-requisitos referidos al uso inadecuado de las notaciones del algebra.

e Errores propios del lenguaje geométrico, el uso inadecuado de notaciones de fi-
guras y elementos geométricos; demostracion de proposicion en discordancia con
el enunciado de un problema o descripcion defectuosa de la construccion de figu-
ras geométricas.

e Errores graficos: dibujo de una figura geométrica que no corresponde con el enun-
ciado del problema propuesto, mal uso de datos de una figura.

e Errores de razonamiento: afiaden hipotesis que no estan dadas en la solucion de
un problema; demuestran o resuelven un problema sin utilizar algiin dato; usan
un axioma, teorema o corolario sin que se tengan las hipdtesis requeridas para su
aplicacion; interpretan o usan inadecuadamente una definicion; usan el reciproco
de una implicaciéon como verdadera o una implicacion que no es verdadera.

e Errores de transferencia: aplican defectuosamente conocimientos propios de otras
asignaturas en un problema planteado.

e Errores de técnica: enuncian proposiciones ciertas sin justificaciones o mal justifi-
cadas o utilizan un algoritmo adecuado, pero no llegan a la solucion.

e Errores de tecnologia: seleccionan un procedimiento, algoritmo o ecuacioén en
forma incorrecta o violentan las reglas de la logica.

e Errores azarosos: manipulan inadecuadamente los signos algebraicos o ejecutan
mal operaciones aritméticas.

Radillo Enriquez (2011) centra su investigacion en los errores relacionados con la tra-
duccioén entre los codigos lingiiisticos de la geometria euclidea que presentan los estu-
diantes del Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenieria de la Universidad de
Guadalajara en México. Sostiene que “[...] el planteamiento de una demostracion re-
quiere un proceso de traduccion de la representacion verbal a sus correspondientes re-
presentaciones grafica y simbolica” (p. 431). Plantea tres tipos de errores en la solucion
de problemas de la geometria euclidea, no excluyentes entre si y pudiendo cada tipo de
error tener consecuencias en los otros. El primer tipo incumbe al factor lingiiistico y los
otros dos a las particularidades de la asignatura. Los tipos de errores son:

e Errores de representacion, ya sea verbal, grafica y/o simbdlica, asi como los pro-

cesos de traduccidn entre éstas;
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Errores deductivos o de razonamiento, en cuanto a la logica seguida para solucio-
nar un problema dado;

Errores axiomaticos o de aplicacion de teoria, relativos a la disponibilidad funcio-
nal de los conocimientos previos necesarios para resolver el problema.

Selden y Selden (2003) realizan un estudio con alumnos de algebra abstracta, en uni-
versidades de los Estados Unidos, Turquia y Nigeria. Proponen una clasificacion de los
errores que cometen los estudiantes al realizar una prueba, en dos grandes tipos: los que
se basan en conceptos erroneos subyacentes y otros que son de naturaleza técnica que se
observan repetidamente.

Respecto a los primeros consideran los siguientes subtipos:

30

Comenzar la prueba por la tesis: consideran un error de este tipo cuando los estu-
diantes empiezan la demostracion con la conclusion y llegan a una verdad obvia
sosteniendo que la prueba estd completa.

Los nombres confieren existencia: este error ocurre cuando un estudiante intenta
resolver una ecuacion, sin cuestionar si existe una solucion.

Las diferencias aparentes, son reales: la idea erronea subyacente es que hay una
correspondencia uno a uno entre los nombres y los objetos matematicos.

Usar el inverso de un teorema: la idea erronea consiste en equiparar una implica-
cién y su inversa.

Las leyes de los ntimeros reales son universales: aplican las reglas de los nimeros
reales sin discriminar el contexto.

Conservacion de las relaciones: la idea subyacente es que hacer lo mismo a ambos
lados de cualquier ecuacion preserva la ecuacion.

Interpretacion indistinta entre elementos y conjuntos: los estudiantes entienden
las proposiciones que involucran elementos mas facilmente que las proposiciones
equivalentes sobre conjuntos.

Respecto a los errores de naturaleza técnica consideran los siguientes subtipos:
Simbolos sobre extendidos: este error ocurre cuando se usa un simbolo para dos
conceptos distintos.

Debilitar un teorema: este error ocurre cuando lo que se usa es mas fuerte que la
hipotesis o cuando lo que se prueba es mas débil que la conclusion.
Inflexibilidad de notacion: este error surge de la incapacidad de adaptar la nota-
cion de un contexto a otro.

Uso indebido de teoremas: un error de este tipo surge de la incomprension o el
descuido parcial de la hipotesis o la interpretacion erronea de la conclusion.
Circularidad: este error consiste en utilizar en la demostracion de un teorema una
proposicion equivalente a la que se esta probando.

Prueba localmente ininteligible: en este error, no se pueden entender ni la prueba
en su conjunto ni la mayoria de las oraciones individuales.

Sustituir sin justificar: este error consiste en obtener una proposicion de otra utili-
zando una sustitucion injustificable.

Ignorar cuantificadores: este error resulta de no notar restricciones en las varia-
bles, se piensa que una variable se cuantifica universalmente cuando no es asi.
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e Agujeros: este tipo de error consiste en afirmar que una proposicion se deriva in-
mediatamente de resultados previamente establecidos cuando en realidad se re-
quiere un argumento considerable.

e Uso de informacion fuera de contexto: se usa un argumento de un contexto in-
correctamente en otro porque aparecen simbolos idénticos en ambos escenarios.

Ramirez Uclés (2012) en el marco del programa de Estimulo del Talento Matematico
en Andalucia realiza un estudio que se propone disefiar buenas practicas docentes para la
mejora de la visualizacion, con estudiantes entre 14 y 16 afios. Para delimitar los errores
y dificultades a considerar en el disefio de intervencion de la investigacion realiza una
contrastacion entre los errores detectados en una prueba piloto y la revision bibliografica
realizada. Presenta asi los siguientes tipos de errores y dificultades.

e Error al relacionar plano y espacio: falsa analogia plano-espacio. Confunden pro-

piedades en el plano con las correspondientes en el espacio.

e Error al generalizar: no discutir todos los casos posibles y razonar limitandose a

ejemplos concretos.

e Errores en los contenidos de enriquecimiento: Confunden los elementos matema-

ticos de razonamiento y los elementos de contenido matematico.

e Dificultades para la comunicacion de las argumentaciones visuales. complicacio-

nes para comprender el razonamiento espacial.

e Dificultad en la terminologia. desconocimiento de la terminologia adecuada y uso

del lenguaje no-convencional.

* Dificultad en la necesidad de utilizar movimientos o elementos del entorno.

* Dificultad para verbalizar los procesos mentales.

* Dificultad para describir las representaciones visuales. muestran carencias de ha-

bilidades de reconocimiento de posiciones en el espacio y de relaciones espaciales.

Las investigaciones referenciadas anteriormente se proponen en contextos diferentes,
sea por el nivel académico de los estudiantes o por los conceptos matematicos estudia-
dos, al de este trabajo. No obstante, estos aportes se consideran fundamentales para rea-
lizar la categorizacion que se presenta en este articulo.

2. MARCO METODOLOGICO

Como se menciono, en este trabajo se pretenden investigar los errores de los alumnos al
resolver los problemas planteados en la catedra de GEE del Profesorado en Matematica
de la Universidad Nacional del Litoral, Argentina. Respecto a la prueba, Weber (2013)
la presenta como un problema a resolver por los estudiantes universitarios, sostiene que
éstos necesitan estrategias y heuristicas que les ayuden a decidir como encararlas. Esta
nocion sobre la prueba sintoniza con lo que Polya (1970) considera problemas de demos-
trar y es el modo de trabajar con demostraciones en la propuesta de la catedra.

Se procura detectar, analizar y clasificar los errores de los alumnos, futuros do-
centes, en el trabajo con demostraciones geométricas con el fin de contar con apor-
tes para optimizar el abordaje de la geometria 3D (particularmente las relaciones de
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paralelismo y perpendicularidad) y de los procesos de demostracion inherentes al mé-
todo axiomatico deductivo.

Esta es una investigacion cualitativa pues se ocupa de “la comprension de los fe-
némenos sociales desde la perspectiva de los participantes. Esto ocurre a través de la
participacion, hasta cierto punto, del investigador en la vida de los sujetos durante la
investigacion” (McMillan y Schumacher, 2005: 19). Una caracteristica de este tipo de
investigacion es que los datos estudiados estan expresados en palabras, frases y afirma-
ciones antes que datos numéricos. Un empleo cuidadoso, de estos datos, proporcionara
resultados replicables e informacion valida de los fenomenos estudiados (Mc Knight,
Magid, Murphy y Mc Knigt, 2000).

El alcance del estudio es exploratorio. Segiin Hernandez Sampieri, Fernandez Co-
llado y Baptista Lucio (2003) “Los estudios exploratorios se efectian normalmente,
cuando el objetivo es examinar un tema o problema de investigacion poco estudiado, del
cual se tienen muchas dudas o no se ha abordado antes” (p. 115). Si bien existen estudios
sobre errores y dificultades, la mayoria no se refieren a errores geométricos. Aquellas in-
vestigaciones, a las cuales se tuvo acceso, que abordan el tema de errores geométricos
no refieren especificamente a errores que involucran las relaciones de paralelismo y per-
pendicularidad en 3D ni en contextos similares al de este trabajo con estudiantes de pro-
fesorado en Matematica. Seglin estos autores, el valor de este tipo de estudios consiste
en que permiten “establecer prioridades para investigaciones futuras o sugerir afirmacio-
nes y postulados” (p. 116).

En la primera etapa de esta investigacion se procesan parciales disponibles, ar-
chivados en el departamento de matematica, de una cohorte de estudiantes de la ca-
tedra GEE. La asignatura GEE se ofrece en el primer cuatrimestre de tercer afio, la
carrera se estructura en cinco afios. Tiene como correlativas a Geometria Euclidea
Plana y a Taller Informatico. Ademas de estas dos asignaturas, los alumnos tienen el
cursado de las materias Matematica Basica (donde, ademas de otros contenidos, se
desarrollan conceptos de l6gica), Taller de Métodos de Demostracion en Matematica,
Calculo Iy IT; Algebra Lineal Iy II, entre otras. Asi, los alumnos tienen ademas del
bagaje de sus estudios de la escuela obligatoria, experiencias en este nivel en temas
de geometria Euclidea y en métodos de demostraciones deductivas al momento de
cursar esta asignatura.

A partir de un estudio exploratorio se esboza una tipologia de errores considerando los
aportes de diversos estudios, entre otros los de Franchi y Hernandez de Rincon (2004),
Selden y Selden (2003) y Ramirez Uclés (2012) y registros sistematicos obtenidos por
experiencia de las investigadoras. El énfasis esta puesto en detectar los errores lo mas ob-
jetivamente posible poniendo el acento no en las causas del error sino en lo que hace el
estudiante. No se busca en esta instancia evitar solapamientos ni establecer el menor ni-
mero de categorias. Se propone un formato de presentacion que haga accesible la inter-
pretacion de las demostraciones y de los errores.

El parcial de la asignatura GEE al que se accede consta de los siguientes tres
problemas:
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1. a) Determinar una condicion necesaria y suficiente para que una recta sea paralela a un plano.
Demostrar.
b) Demostrar que dos rectas son perpendiculares si por una de ellas se puede trazar un plano per-
pendicular a la otra.
2. Dada la proposicion: “Por un punto A del espacio puede trazarse uno y sélo un plano paralelo a
dos rectas a y b cualesquiera.
a) Determinar si es verdadera o falsa.
b) Si es verdadera demostrarla y si es falsa determinar las condiciones para que sea verdadera y
demostrarla.
3. a) Obtener y demostrar que transformacion se obtiene al componer una simetria especular por una
traslacion de vector perpendicular al plano de simetria.

b) Determinar los elementos de la transformacion resultante.

Consignas del parcial

Se decide considerar para el analisis los problemas 1.b) y 2 los cuales incluyen los
conceptos de paralelismo y perpendicularidad en 3D. Solo se escogen las pruebas que
tienen por los menos uno de estos dos problemas resueltos.

En una primera instancia se leen varias veces las demostraciones y luego se desglo-
san en fragmentos y se organizan las producciones en tablas.

Tablas utilizadas para organizar las resoluciones de los estudiantes

Frag. Descripcion de la resolucién Comentarios

La columna “Frag.” contiene los nimeros de fragmentos de la resolucion del pro-
blema descripto en la fila correspondiente. Estos fragmentos, que respetan el orden de las
argumentaciones, son tomados por el investigador para facilitar la descripcion de “tra-
mos” de las producciones de los estudiantes. La columna “Descripcion de la resolucion”
contiene un resumen de la resolucion del alumno, o en algunos casos transcripciones de
parrafos significativos (los que se encuentran entre comillas) y el dibujo realizado, si
existe. La columna “Comentarios” contiene acotaciones o aclaraciones referentes a los
pasos correspondientes por parte de las investigadoras.

Se analiza la demostracion por mas que se detecte un error que la invalida, como por
ejemplo que no se pruebe lo que se pide o que esté incompleta o que se considere otra
propiedad que no es la dada, entre otras. En todos los casos, se analiza la propiedad que
el estudiante propone.

El parcial de la cohorte seleccionada lo realizan 21 estudiantes de los cuales 14 cum-
plen la condicion de haber realizado al menos uno de los problemas a analizar. Se enu-
meran correlativamente del 01 al 14 dichos artefactos escritos.
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3. DISCUSIONES Y RESULTADOS

En este apartado se expone la categorizacion producida a partir del analisis de los parcia-
les analizados y de los referentes tedricos.

3.1. Primera categorizacion de errores

En esta etapa se estudian artefactos escritos, parciales de estudiantes, y se esboza una pri-
mera categorizacion. Se establecen dos grandes tipos de errores: los generales, que pue-
den ser de cualquier area de la matematica, y los particulares, referidos especificamente
a la geometria del espacio. En esta instancia no se pretende establecer el menor numero
de categorias por lo cual pueden presentarse solapamientos entre ellas.

Respecto a los errores generales se proponen los siguientes tipos:

G1- Demuestra otra proposicion distinta a la pedida.

G2- Escribe mal la tesis, la hipotesis o ambas.

G3- Hace un dibujo que no representa la situacion planteada.

G4- Para la demostracion emplea elementos que estan en la representacion.

GS5- Usa en la demostracion una proposicion posterior a la que prueba.

G6- Demuestra algo que tiene por construccion o hipotesis.

G7- Contradice la hipotesis o un paso anterior de la demostracion. Deduce incorrec-
tamente informacion, no justifica todos los pasos o inventa datos.

G8- Emplea incorrectamente equivalencias logicas entre proposiciones: reciproco
o inversa.

G9- Considera mal el antecedente de una proposicion (agrega, quita o considera el
consecuente como el antecedente). No verifica las condiciones de aplicabilidad
de teoremas, definiciones, etc.

G10- Usa el lenguaje o escritura geométrica de manera imprecisa.

G11- Realiza mal uso de axiomas: los demuestra, los modifica, los contradice. Tra-
tamiento incorrecto de axiomas.

Respecto a los errores particulares de la Geometria Euclidea Espacial se proponen
los siguientes:

P1- Si una recta tiene un punto en un plano, esta incluida en dicho plano.
Se ignora el axioma que exige que dos puntos de una recta estén en el plano para
asegurar que la recta lo esta.

P2- Dos rectas alabeadas estan incluidas en un plano o dos rectas determinan un
plano.
En el desarrollo de la demostracion se llega a que dos rectas alabeadas estan in-
cluidas en un plano o que dos rectas siempre determinan un plano

P3- Si una recta es perpendicular a una recta de un plano, es perpendicular a ese
plano.
Se considera erroneamente la perpendicularidad entre una recta y un plano a par-
tir de la perpendicularidad con s6lo una recta de ese plano.

P4- Dos rectas alabeadas son siempre perpendiculares.
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Se encuentra en las demostraciones que los estudiantes parten de dos rectas con la
condicion de ser alabeadas y se concluye que son perpendiculares.

P5- Dos puntos determinan un plano o el plano determinado por dos puntos es unico.
Tres puntos no alineados o dos rectas secantes o dos rectas paralelas determi-
nan un plano. Se alega erroneamente que un plano queda determinado por sélo
una recta.

P6- Dos rectas cruzadas se cortan en sus prolongaciones.

Se concluye que las rectas cruzadas se cortan en un punto. Se visualiza en la pro-
longacion de la representacion grafica de las rectas cruzadas en dos dimensiones
que éstas se intersecan.

P7- Empleo incorrecto del concepto de perpendicularidad.

Se considera que dos rectas perpendiculares son secantes o que existe una Unica
perpendicular a otra recta o que dos rectas perpendiculares a una tercera son para-
lelas entre si. Estas afirmaciones son verdaderas en 2D pero no en 3D.

Se presentan ejemplos de los errores detectados a partir de los problemas analizados
en las producciones correspondientes a dos estudiantes.

La siguiente tabla corresponde al alumno 02 al resolver el problema: “Dada la pro-
posicion: Por un punto A del espacio puede trazarse uno y solo un plano paralelo a
dos rectas a y b cualesquiera. a) Determinar si es verdadera o falsa. b) Si es verda-
dera demostrarla y si es falsa determinar las condiciones para que sea verdadera y
demostrarla”.

Tabla del ejercicio 2 correspondiente al alumno 02

Frag. Descripcion de la resoluciéon Comentarios
“Siaybson//—ay b determinan un Agrega la condicion que el punto sea
plano m — por un punto del espacio ex- exterior al plano que las rectas deter-
terior a dicho plano « pueden trazarse minan. G1.
un solo plano // a ambas, ya que el lugar Parece considerar que existe solo un
geométrico de todas las / a un plano por | plano que pasa por una recta ya que

1 un punto exterior P es otro plano / — po- | el plano que pasa por la paralela a a
demos trazar por A una recta // a, por por A coincide con el del lugar geomé-
ejemplo la recta a — esa recta estara con- | trico de las paralelas al plano & por
tenida en un plano // a «t, en este caso es A. P5. No justifica que el plano para-
verdadera — solo puede trazarse un solo | lelo a @ por A sea paralelo a las rectas
plano” dadas. G7.

“Siay b son secantes — a y b también
determinan un plano © — como en el caso
anterior, por un punto del espacio exte- . . L,

2 rior a dicho plano 7 se puede trazar solo La misma consideracién que en el

caso de rectas paralelas.
un plano, el que pasa por una recta // a una
recta del plano por el punto A — también
en este caso es verdadero”
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Frag. Descripcion de la resolucion Comentarios

“Si ay b son cruzadas — ambas estan
contenidas en planos // (ver Ej. (A))— si
el punto A no pertenece ni a las rectas ni

a los planos // — por ese punto A pode-
mos trazar solo un plano paralelo a ambas,
dicho plano sera 1 plano paralelo a los 2
planos // entre si, en que estan contenidas
las rectasay b”

3 2y S Justifica a partir del dibujo. G4.

I o s A S—

d P =
= [0/

=

B~

En el fragmento 1 se considera que se presenta un error tipo G1 ya que al agregar la
condicion de que el punto sea exterior al plano que las rectas determinan, cuestion que
resalta el estudiante con el doble subrayado, se convierte en otra propiedad distinta a la
dada, en la que el punto es exterior a dichas rectas. Ademads, se presenta también un error
tipo PS5, el estudiante parece considerar que existe s6lo un plano que pasa por una recta
puesto que el plano que pasa por la paralela a a por A coincide con el del lugar geomé-
trico de las paralelas al plano & por A. Ademas, aparece un ejemplo de error tipo G7 ya
que no justifica que el plano paralelo a @ por A sea paralelo a las rectas dadas.

En el fragmento 3, aparece un error tipo G4 dado que el estudiante justifica solo a
partir del dibujo realizado, considera como tnico plano el que contiene a la recta que in-
cluye a la cara del cubo representado.

La siguiente tabla corresponde al alumno 05 al resolver el problema: “Demostrar que
dos rectas son perpendiculares si por una de ellas se puede trazar un plano perpendicu-
lar a la otra”.

Tabla del ejercicio 1 correspondiente al alumno 05

Frag. Descripcion de la resoluciéon Comentarios

“Hipotesis) r y s perpendiculares
1 Tesis) Demostrar que por r se puede trazar un
plano m perpendicular a s”

Considera el reciproco de la pro-
piedad a demostrar. G8
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Frag. Descripcion de la resolucion Comentarios
Considera que si r y s son perpendiculares,
pueden ser secantes o cruzadas.

2 _ —

. . El plano 7 esta en la tesis como
“Si las rectas se cortan en un punto Py siendo ol P e se tiene aue determinar
A un punto perteneciente awy r y B otro punto que ) ’

3 . JQuién es t? G7

perteneciente a s; estos tres puntos APB me de- , ., ,
. - - Deberia decir triangulo rectdn-
terminan un triangulo recto por ser Precto
gulo. G10
“Luego tomo otra recta secante a r, t tal que
se intersectan en P e contiene al punto C . . .

4 . . nyqu e alpu .| No determina la existencia de C. G7
a igual distancia de P que A y a igual distancia
de B que A”

Concluye que los triangulos BPC y APB son ,
yed g vy S0 Esta afirmacion no es correcta en

5 congruentes por tener respectivamente los tres
lados iguales todos los casos. G7
“Por ser el triangulo BPC congruente con Ay C estan alineados, por

6 APB y APB = CPB rectos, quiere decir que A | axioma, no por este argumento.

y C estaran alineados ” Gl1- G7
Ay C estan en el mismo plano que
“de donde A y C estan en el mismo plano de- | el que contiene a las rectas r y t.

7 terminado por las rectas secantes r y t'y éste Que este plano sea unico es falso,

es tnico” pues si A, Py C estan alineados,
existen infinitos planos G6 y G7
El plano m queda determinado
aqui, pero con los datos que tomo

“Luego por ser s perpendicular a r y como r no esta bien. Hay infinitos pla-

3 y t determinan al plano =, el cual sera perpen- | nos que cumplen esta condicion.
dicular a s por ser r y t perpendiculares as. t | r, sy ¢ podrian ser coplanarias y
sera perpendicular a s por construccion” de esta forma no es perpendicu-

lar a s. G7. Falta justificar que
wLls G7.
. . Cudl es la propiedad que men-
“Si las rectas r y s fueran cruzadas por propie- Ziona? Parelc)’ . P e estoqlo de

9 dad sus prolongaciones se cortarian y estaria- . c 4
mos en el caso anterior” termina del dibujo de rectas

cruzadas. P6
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En el fragmento 1 de esta resolucion se considera que se presenta un error tipo G8
ya que considera el reciproco de la propiedad a demostrar lo cual se evidencia en como
escribe la hipotesis y tesis y un error G2 ya que al explicitar la tesis emplea la palabra
demostrar.

En el fragmento 3 aparece un error que se cataloga como G7 dado que el plano « esta
en la tesis como el que se tiene que determinar. También se presenta en este fragmento
un error tipo G10 pues deberia decir triangulo rectangulo en lugar de triangulo recto.

Por otro lado, en el fragmento 4, no determina la existencia del punto C. C podria ser
cualquiera de los infinitos puntos que estan en la interseccion de la superficie esférica de
centro Py radio PA y la superficie esférica de centro B y radio BA. Considerando a C en
el plano que r y s determinan, t coincide con r, pues A, Py C estan alineados con lo cual
se considera que es un ejemplo de un error tipo G7.

La afirmacion del fragmento 5 es correcta en el caso que C no pertenezca al plano que
r y s determinan, por lo cual se considera que manifiesta un error tipo G7.

En el fragmento 6, afirma que los puntos A y C estan alineados debido a la congruen-
cia de dos tridngulos que tienen vértices en esos puntos, desatendiendo que por axioma
dos puntos determinan una Unica recta. Se cataloga este error como G11.

En el fragmento 7, Ay C estan en el mismo plano que el que contiene a las rectas r y
t porque A estd en r y C estd en t, no porque estén alineados. No es correcto afirmar que
este plano es unico, pues si A, Py C estan alineados, existen infinitos planos que con-
tienen a la recta AP=r y PC= t pues son coincidentes. Se considera que es un error de
tipo G6.

En el fragmento 8 deduce incorrectamente que 7 L s, lo cual se cataloga como error
tipo G7.

En el fragmento 9 afirma que las rectas cruzadas se cortan en las prolongaciones, lo
cual se considera error tipo P6.

Este trabajo que se muestra en estos dos ejemplos se realiza en todos los artefactos de
la cohorte mencionada y la tipologia propuesta surge de este analisis exploratorio.

3.2. Comparacion de conceptos en 2D y 3D

De acuerdo a los errores hallados en las demostraciones, particularmente referidos a la
geometria, y observando que en varios casos se consideran cuestiones que en la geome-
tria del plano son propiedades, es que se realiza la siguiente comparacion entre la geome-
tria Euclidea plana y la espacial, referida especificamente a los conceptos de paralelismo
y perpendicularidad con el fin de comprender con mayor claridad las extrapolaciones
realizadas por los estudiantes.

En la geometria euclidea plana los conceptos de paralelismo y de perpendiculari-
dad se definen entre rectas, en cambio en la espacial se definen entre rectas, entre pla-
nos y rectas y entre planos, es decir, se amplia la variedad de posibles relaciones. En
el plano las rectas perpendiculares son siempre secantes en cambio en el espacio pue-
den ser secantes o alabeadas. Por otra parte en el plano por un punto pasa una unica
perpendicular a una recta pero en el espacio por un punto pasan infinitas rectas per-
pendiculares a una dada. En el plano dos rectas perpendiculares a otra son paralelas o
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coincidentes y en el espacio tridimensional ademas de paralelas o coincidentes pue-
den ser también secantes o alabeadas. En 2D si una recta corta a otra corta a todas
sus paralelas, esto no es asi en 3D. Lo que se mantiene en ambas es que por un punto
exterior a una recta pasa una unica paralela a ella, cuestion distintiva de la geome-
tria euclidea.

Son particularidades de la geometria 3D las siguientes proposiciones en las que se
consideran elementos que exceden las dos dimensiones: rectas incluidas en planos per-
pendiculares son paralelas, oblicuas o perpendiculares; por un punto exterior a un plano
pasan infinitas rectas paralelas a él; si un plano corta a otro, corta a todos sus paralelos;
siun plano corta a una recta, corta a todas sus paralelas y, existe una nica recta perpen-
dicular a un plano por un punto.

Estas particularidades aportan especialmente a la identificacion de los errores concer-
nientes a la extrapolacion de propiedades de estos conceptos de 2D a 3D.

4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

A partir del analisis de las categorias presentadas, de las particularidades referidas a los
conceptos de paralelismo y perpendicularidad en 3D y de los aportes de los referentes
teoricos se realiza un ajuste de la tipologia con la intencién de reducir el nimero de tipo
de errores, examinar solapamientos y lograr mayor precision en la descripcion de los
errores. Esta categorizacion cuenta con siete tipos de errores: tres que refieren a la im-
precision en el empleo del lenguaje matematico y de las definiciones, axiomas y propie-
dades geométricas. Dos que refieren a la accion de demostrar; uno que apunta al empleo
de representaciones graficas y otro referido a la extrapolacion de propiedades.

La tipologia producida queda de la siguiente forma:

Tipo I (TI) Imprecision en la redaccion de la demostracion o notacién matema-
tica o geométrica en particular: se tipifican asi a los errores cuando se redactan
incorrectamente los pasos de una demostracion o se utilizan simbolos o relacio-
nes de la teoria de conjunto en forma incorrecta o se utiliza simbologia propia. Se
considera también el uso incorrecto de los cuantificadores 16gicos.

Ampliacion: Se utilizan expresiones del lenguaje comin que no son correctas en una
demostracion. Los simbolos de la teoria de conjunto se utilizan sin respetar sus
especificaciones y con respecto a los cuantificadores, suele suceder que no se ex-
plicitan cuando es necesario hacerlo. Esta categoria incluye a la G10 de la clasi-
ficacion anterior ademads de errores azarosos, de técnica (Franchi y Hernandez de
Rincoén, 2004) y referidos a prueba localmente ininteligible o de ignorar cuantifi-
cadores (Selden y Selden, 2003).

Tipo II (TII) Determinacion incorrecta de la hipdtesis o tesis de una proposicion:
se explicitan incorrectamente la tesis o la hipdtesis de una proposicion.

Ampliacion: Aunque no es requisito de la consigna del instrumento utilizado discri-
minar explicitamente la hipotesis y tesis de una propiedad, en algunos casos los
estudiantes lo hacen y en ese caso se determina si es correcta o no. Esta categoria
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incluye a las G1 y G2 de la clasificacion anterior y también el uso indebido de teo-
remas (Selden y Selden, 2003).

Tipo III (TIII) Tratamiento incorrecto de teoremas o propiedades: se tipifican asi
a los errores logicos, casos en que se utiliza un teorema ya probado, pero se de-
bilitan las condiciones del mismo agregando hipdtesis que no se tienen. También
cuando se considera el reciproco o la inversa de la propiedad que se deberia utili-
zar o se establece un circulo vicioso. Se afirma que una proposicion es verdadera
y falsa sin trabajar con reduccion al absurdo.

Ampliacion: Esta categoria incluye a G1, G5, G8 y G9 y a P3 y P4 de la clasificacion
anterior. También a errores de razonamiento (Franchi y Hernandez de Rincoén,
2004), de circularidad y debilitamiento de un teorema o uso del inverso (Selden
y Selden, 2003).

Tipo IV (TIV) Tratamiento incorrecto de axiomas o definiciones: este tipo de
errores se evidencia cuando se intenta demostrar un axioma, se lo modifica o se lo
contradice o no se respeta una definicion acordada.

Ampliacion: las definiciones acordadas que pueden diferir, seglin el texto utilizado, y
que hacen a este trabajo se detallan en el cuadro que se presenta a continuacion.
Por ejemplo, Garguichevich (2007), denomina ortogonales a las rectas que aqui se
nombran como alabeadas perpendiculares y las define ortogonales si por un punto
de una de ellas se puede trazar una recta paralela a la otra de modo que estas re-
sulten perpendiculares. Esta autora considera la relacion de paralelismo cuando
los elementos (rectas o planos) no tienen puntos en comun o todos los puntos de
uno estan en el otro.

Esta categoria incluye a G9 y G11 y también a P1, P2 y P5 de la clasifica-
cion anterior, ademas a errores de razonamiento (Franchi y Hernandez de Rin-
con, 2004).

Definicion de rectas alabeadas perpendiculares: Dos rectas alabeadas son perpendiculares si por
una de ellas se puede trazar un plano perpendicular a la otra.

Definicion de rectas paralelas: Dos rectas son paralelas si no tienen puntos en comun.

Definicion de planos paralelos: Dos planos son paralelos si no tienen puntos en comun.

40

Definiciones acordadas

Tipo V (TV) Demostraciones incompletas: se tipifica asi a un error si no se justi-
fica un paso de la demostracion (agujeros); en el caso de tener que demostrar la
existencia y unicidad, sélo se considera la existencia, por ejemplo; se consideran
casos accidentales o extremos sin considerar la situacion general en las demostra-
ciones; se agregan condiciones a los elementos que no se tienen por hipdtesis o,
se justifica que un objeto no existe porque no se puede hallar por el método por el
que se esta tratando de construir. “Si no se puede encontrar un objeto que se esta
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buscando, mediante un método determinado, esto no significa que el objeto no
existe” (Fetisov, 1973, p. 39)

Ampliacion: En el caso de TIII se agregan condiciones a un teorema que se tiene dentro
de los trabajados en la catedra y aqui se agregan condiciones a los elementos (pun-
tos, rectas, planos, etc.) que no estan dados en la proposicion. Esta categoria incluye
a G6 y G7 de la clasificacion anterior, ademas a agujeros o sustitucion sin justifi-
car (Selden y Selden, 2003), a errores de generalizar y de razonamiento (Ramirez
Uclés, 2012), y a errores deductivos o de razonamiento (Radillo Enriquez, 2011)

Tipo VI (TVI) Uso defectuoso de representaciones graficas en las demostracio-
nes: se considera a un error de este tipo cuando se extraen relaciones o emplean
elementos de una representacion grafica en la demostracion sin justificacion o se
realiza un dibujo que no representa la situacion planteada.

Ampliacion: Aunque no se pide explicitamente una representacion en la consigna, al-
gunos alumnos la realizan y es en este caso en que se valora su correccion. Esta
categoria incluye a G3 y G4 y también a P6 de la clasificacion anterior, a errores
de representacion (Radillo Enriquez, 2011), a errores graficos y a errores propios
del lenguaje geométrico (Franchi y Hernadndez de Rincon, 2004).

Tipo VII (TVII) Extrapolacion de relaciones a distintos conceptos o de propie-
dades a distintos contextos: se consideran errores de este tipo cuando se sacan
de contexto propiedades validas en el plano pero que no lo son cuando los ele-
mentos que intervienen no estan en un plano. También cuando se mantienen las
relaciones (paralelismo, perpendicularidad, incidencia, etc.) que establece un teo-
rema pero se modifican los elementos (punto, recta, plano) entre los que se esta-
blecen esas relaciones.

Ampliacion: Extrapolar significa, segun la enciclopedia Espasa, “aplicar las conclu-
siones obtenidas en un determinado campo del saber a otro dominio distinto, para
deducir consecuencias”. Por ejemplo la proposicion (falsa para rectas que no son
coplanares): “Dos rectas perpendiculares a otra son paralelas entre si”, puede en-
tenderse en el plano o también extrapolarse del teorema “dos planos perpendi-
culares a otro son paralelos entre si”, sustituyendo planos por rectas. También se
puede considerar la propiedad “Si una recta corta a otra, corta a todas sus parale-
las” que puede pensarse en el plano o de la propiedad de planos “si un plano corta
a una recta, corta a todas sus paralelas”. Esta categoria incluye a P7 de la clasifi-
cacion anterior, a errores al relacionar plano y espacio (Ramirez Uclés, 2012), a
errores axiomaticos o de aplicacion de la teoria (Radillo Enriquez, 2011) o a erro-
res de transferencia (Franchi y Hernandez de Rincon, 2004).

Esta nueva tipologia agrupa las categorias de la anterior, de modo de hacer mas eficaz

la clasificacion y tratar que no haya solapamientos en las mismas. Se adjunta la siguiente
tabla la que contribuye a visualizar la relacién de ambas tipologias.
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GENERALES PARTICULARES

1 213145167189 10]|11]1 2131456 |7

TI X

TII X [ X

Tar | X X X | X X | X

TIV X XXX X

TV X | X

TVI X | X X

TVII X

Esta nueva categorizacion se utilizara para tipificar los errores en los artefactos escri-
tos con los que se cuenta.
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