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Resumen El presente articulo desarrolla una propuesta didactica para favorecer los procesos de
ensefianza y aprendizaje en la representacion gréafica de funciones trigonometricas a
través del software de geometria dindmica GeoGebra. La construccion del grafo para
estas funciones mediante el software tiene un énfasis dinamico y se basa en conceptos
tales como la periodicidad, propiedades de simetria, definiciones tales como su rango y
dominio.

Palabras clave Funciones trigonométricas, GeoGebra, propuesta didactica, dinamico, simetria,

periodicidad.
Title Dynamizing trigonometric functions with GeoGebra
Abstract This paper develops a didactic proposal to promote teaching and learning processes in

the graphical representation of trigonometric functions through the dynamic geometry
software GeoGebra. The construction of the graphs for these functions by software has a
dynamic emphasis and is based on concepts such as periodicity, symmetry properties,
and definitions such as range and domain.

Keywords Trigonometric functions, GeoGebra, didactic proposal, dynamic, symmetry, periodicity.

1. Introduccion

En Educacién Media, bachillerato especificamente, el estudio de las funciones trigonomeétricas es
un tema trascendental en el estudio de la matematica, que requiere por parte del estudiante una
comprension profunda y una capacidad para producir de forma razonada informacion verbal y escrita.
Bosquejar una gréfica de una funcién trigonométrica en la pizarra o en el cuaderno exige tiempo y
técnicas especiales, asi como el dominio basico de conceptos ligados a este tema. Los tiempos que se
viven debidos a la pandemia hacen indispensable el manejo de tecnologias educativas libres y didacticas
para el desarrollo de contenidos matematicos que aseguren un aprendizaje significativo, y que a la vez
incentiven el desarrollo del pensamiento computacional del alumnado. Actualmente GeoGebra posee
estas caracteristicas y ademas se ha convertido en una herramienta imprescindible a nivel mundial para
ensefiar y hacer mateméticas dinamicas tanto basicas como superiores, pues integra y relaciona algebra
con la geometria, la estadistica, el célculo y otras ramas del conocimiento matematico. Las herramientas
y comandos que posee son intuitivas y de facil ejecucion.
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Por estas razones podemos aprovechar la potencialidad de GeoGebra para trabajar con funciones
trigonométricas, ya que sin duda alguna comprender su comportamiento gréafico y analitico permite
relacionar este con otros mas avanzados como el analisis matematico y el analisis complejo.

La representacion grafica de funciones trigonométricas con GeoGebra se puede obtener de varias
formas, de las que aqui mencionaremos dos: el grafo estatico que se consigue escribiendo solo en la
linea de entrada la funcion algebraica, obteniendo el gréafico sobre todo su dominio junto con algunas
caracteristicas; y el grafo dinamico que es conseguido integrando en GeoGebra las expresiones
matematicas a partir de sus definiciones basicas en dominios restringidos y a través de comandos que
hacen uso de sus propiedades gréficas. Este disefio es mas elaborado pero resulta més atractivo para
hacer el analisis de sus propiedades, caracteristicas y transformaciones, dando vida de forma més
significativa a la funcion objeto de estudio.

En la literatura relacionada al tema, autores como Rojas (2013) han trabajado las funciones
trigonométricas relacionando el circulo unitario y el grafo de la funcién. Diaz, Gutiérrez y Luque (2018)
explican de manera secuencial y experimental la forma de abordar en particular la funcion f(x) =
tan(x) hasta entender la definicion de razdn al introducir la funcién tan(x). Rojas (2013) no detalla en
la construccidn las definiciones que comprenden las funciones trigonométricas de forma que se relacione
cada resultado con la teoria. Por otro lado, los libros de precélculo tales como Swokowski (2011), Zill
y Dewar (2008), Stewart, Redlin y Watson (2012) fundamentan esta teoria mostrando gréficos estaticos
gue no permiten al lector actuar sobre ellos. Es aqui donde GeoGebra se convierte en una herramienta
imprescindible para la ensefianza y el aprendizaje de las funciones trigonométricas.

Hohenwarter (2014) destaca que la resolucion de problemas matematicos puede mejorar cuando
se pueden cambiar de forma flexible las distintas representaciones, y que esto puede lograrse utilizando
un software matematico dinamico como GeoGebra. También agrega que GeoGebra ofrece dos registros
de representaciones diferentes, la vista grafica y la vista algebraica, que actlan sobre el mismo objeto
matematico abstracto. Estas vistas estan relacionadas o conectadas y proporcionan una visualizacion
geométrica y simbdlica que permiten interactuar sobre ambas. Duval (1999) afirma que el uso de
representaciones semioticas para el pensamiento matematico es esencial, porque a diferencia de otros
campos del conocimiento no hay otra forma de acceder a los objetos matematicos que la de reproducir
representaciones semidticas de los mismos.

En este sentido, el objetivo de este trabajo es hacer dinamicas las funciones trigonométricas
aplicando los respectivos conceptos que garanticen la exploracion y visualizacion de todos los elementos
gue intervienen, tanto geométricos como analiticos, y que asimismo puedan extenderse a casos mas
generales. Las representaciones dindmicas se realizaran en GeoGebra clasico 5, pero pueden ser
trabajadas también sobre las versiones de GeoGebra en linea y en dispositivos moviles.

2. Disefio y metodologia

El disefio consta de dos fases: La primera fase tiene como finalidad dinamizar las gréaficas que
muestran el concepto de periodicidad apoyandose del dominio de la funcién. En la segunda fase se
escala adecuadamente el eje x y se elaboran las asintotas verticales para las funciones tan(x), sec(x)
y csc(x), pues para este tipo de funciones GeoGebra no otorga por defecto ni la escala mas conveniente
en el eje x ni la representacion de sus asintotas verticales. Por ultimo, se disefian gréaficos animados
relacionando el concepto de simetria. Durante este desarrollo se van proponiendo una variedad de
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actividades que resultan a través de las ideas desarrolladas en este trabajo a fin de afianzar de forma
intuitiva los conceptos, definiciones y caracteristicas de estas funciones.

El método empleado es una combinacion entre los métodos deductivo e inductivo, porque en la
primera fase de la construccion en el software se parte de premisas particulares para llegar a las
generales, mientras que en la segunda fase se toman conceptos o definiciones matematicas generales
para obtener explicaciones particulares. Antes de abordar las fases presentadas se dan ciertas
definiciones pertinentes relacionadas con los contenidos tratados.

3. Funcién

Antes de introducir la definicién de funciones trigonométricas definimos qué es una funcién. Sean
A, B conjuntos no vacios en R. Una funcién de A en B es un conjunto f de pares ordenados en el
producto cartesiano A X B tal que para todo a € A existe un Unico b € B con (a,b) € f. En otras
palabras, si (a,b) € f y (a,b") € f, entonces b = b'. (Bartle y Sherbert, 2011, p.4)

3.1. Periodicidad

Una funcion a valores reales es periodica si satisface que f(x) = f(x + p), donde p € R es un
valor constante. En particular, las funciones trigonométricas sen(x) = sen(x + 2nr), cos(x) =
cos(x + 2mr), tan(x) = tan(x + mr), y otras que se deducen de estas tres son periodicas; aqui r € Z.
El lector interesado en profundizar este tema se le recomienda ver (Kalnin, 1978, pp. 203-211) y
(Stewart, Redlin y Watson, 2012, pp. 386-395).

3.2. Elaboracién del grafo que relaciona la periodicidad

Con la definicion de periodicidad de una funcion es suficiente hacer el grafico solo en su periodo,
por ejemplo, la funcidon cos(x) tiene periodo 27, por tanto, construimos el gréfico en el intervalo [0, 27],
y posteriormente lo que se hace es reproducir esta porcion de grafica en la direccion negativa y positiva
del eje real x, es decir, en los intervalos ...,[—6m, — 47 |, [—4m, —2m |, [-2m, 0], [2m, 41 ], [4m, 67 ],
[61, 87 |, ... Esta misma idea se extiende para las funciones sen(x), tan(x), cot(x), sec(x) y csc(x).
Es claro que las funciones cos(x) y sen(x) estan definidas en todo el eje real x, lo que no ocurre con
las otras funciones, pero también es factible esta propuesta con el apoyo de GeoGebra.

; PN = -
'A.V. / //.'-’ + ?'7 (L‘] @ éa x i"z ‘%. :Arlr.::ia 0 selecciona objeto
Entrada % [x J

~ Vista Algebraica X |~ Vista Grafica
| i~ fiv -
Funcién
® h(x) = cos(x)

75&_73// §SSEE 1 Y/
-1

Figura 1. Representacion grafica de la funcién h(x) = cos(x).
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Considerando como ejemplo la funcion h(x) = cos(x), una forma de obtener su grafico es
ingresar la expresion del lado derecho en la entrada de GeoGebra. En la Figura 1 se muestra este gréfico.
Si escribimos las otras funciones mencionadas es facil también obtener sus grafos. Los gréficos
obtenidos de esta forma no son dinamicos.

Lo que se pretende en este trabajo es representar estas graficas sobre un periodo a través de
GeoGebra y extenderla a dominios mayores de forma dindmica, de modo que nuevas secciones de la
gréafica se vayan ensamblando para completar el grafo en un dominio seleccionado. Una alternativa es
utilizar un deslizador n que varie de 0 a 5 y el comando Secuencia( <Expresion>, <Variable>, <Valor
inicial>, <Valor final> ), anidando el comando Traslada( <Objeto>, <Vector> ). Para crear el
deslizador n realizamos los siguientes pasos:

e Seleccionamos la herramienta deslizador y luego marcamos la vista gréfica.
e A continuacion, se abre una ventana en donde cambiamos la letra a que viene por defecto por
n 'y después en la casilla Min ingresamos 0 y en Max 5 con un incremento de 1.

Deslizador X

Opciones Herramientas Ventana Ayuda

@Numero Nombre

DO O L N chomn 12 "
| a
&r Hi® OEntero  [JAleatorio

b Vista Grafica

Intervalo Deslizador Animacién

2.2 Deslizador

§ Min: -5 Max: 5 Incremento:

ABC Texto

OK | Cancela

Figura 2. Creacion de un deslizador n.

¢ Finalmente escribimos en la entrada el comando secuencia anidando el comando traslada. La
sintaxis es la siguiente:

10=Secuencia(Traslada(Si(0 < x < 27, sen(x)), Vector(k Vector((2x, 0)))), k, -n, n)

Este registro en la entrada proporciona la grafica animada de la funcion seno definida en el
intervalo x € [—10m, 127 ], este dominio esta en funcién del intervalo en el cual varia el deslizador n.

Asimismo, esta sintaxis podemos aplicarla para la funcién tangente una vez predisefiado el deslizador
n. La funcion tan(x) tiene periodo 7 y asi podemos dibujar la funcién en el intervalo x € (—gg) y
reproducir toda esta porcién de grafica en un dominio donde la funcién esté definida mediante el cddigo:

I1=Secuencia(Traslada(Si(-n/2 < x < @/2, tan(x)), Vector(k Vector((z, 0)))), k, -n, n)

s

Esta ultima entrada produce la Figura 3. El grafo representado en el intervalo x € ( > g) no

esta definida parax = {— g%} y al reproducir toda la funcidon a lo largo del eje real mediante GeoGebra

se puede deducir para que valores de x la funcion tan(x) esta definida. Se puede proponer como
actividad el desarrollo gréafico de las funciones cot(x), sec(x), csc(x) cos(x) y sen(x) mediante el
software 0 a mano utilizando la periodicidad de estas funciones. Esta técnica nos da ideas de deducir el
dominio de estas funciones, y a través de esta visualizacién determinar su rango.
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~ Vista Gréfica

-

-
A

Figura 3. Gréfico dinamico de la funcién tan(x) paran = 2.

Observacion 1: Las asintotas verticales de las funciones tan(x), cot(x), sec(x) y csc(x) no se
pueden obtener mediante el comando Asintota(<Objeto> ), pero esto si es posible para otros tipos de
funciones como las racionales 0 exponenciales, entre otras. Por otra parte, la escala en el eje x no es la
adecuada para el estudio de estas funciones ya que sus medidas no estan etiquetadas en radianes.

Asintotas verticales y dominio

La primera parte de la observacién 1 se puede solucionar conociendo el dominio de la funcién e
introduciendo las asintotas en GeoGebra a través del comando secuencia.

Como ejemplo tomemos la funcion f(x) = tan(x). Es conocido que el dominio de esta funcion
son los x € R menos los x = g(Zn + 1) conn € Z. Para modelar estas asintotas creamos un deslizador

n que varie de 0 a 8 e incremento 1 (el maximo del deslizador podemos cambiarlo segln la disposicion
en escala de la vista gréafica que trabajemos) y la secuencia:

12=Secuencia(x =7 /2 (2k + 1), k, -n, n).

Ademas, podemos cambiar su color para distinguirlas a través de los comandos EstiloTrazo(
<Linea>, <NUmero>) y Color( <Objeto>, ""'<Nombre del color (entre comillas)>") con las entradas
respectivas EstiloTrazo(12, 2) y Color(12, ""Rojo"). En la Figura 4 se muestran el grafico de la funcién
tan(x) y las asintotas verticales con lineas segmentadas.

Esta idea se puede extender como actividad sobre las funciones cot(x), sec(x) y csc(x) y otras
variantes como Atan(Bx + C) + D, Acot(Bx + C) + D, Asec(Bx+ C) + D y Acsc(Bx + C) + D,
donde 4, B, C y D son constantes reales con A y B distintos de cero.
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...... ® |1 = Secuencia(Traslada(Si((-m) / 2 < x </ 2, tg(x)), Vector(k Vector((t, 0)))), k, -n, n)
@ |2: Secuencia(x =T/2 (2k +1),k, -n, n)

Nimero

~ Vista Grafica

n=2

=3

Figura 4. Asintotas dindmicas de la funcion tan(x) paran = 2.
Gradacion del eje x con el comando secuencia

La segunda parte de la observacién 1 es muy importante, pues como se puede apreciar en la Figura
1,3y 4 laescalaen el eje coordenado x no esté escrita en radianes. Una forma de presentar la escala en
radianes es dar clic en la esquina superior derecha en el icono en forma de engranje y seleccionar vista
gréfica, luego se abre una ventana en la que seleccionamos la pestafia EjeX; después nos dirijimos a
Unidad y seleccionamos 7, tal como se muestra en la Figura 5.

‘ ' BésicjeY Cuadricula

71 Objetos ——

@\ Vista Grafica

‘='E Dispcsicic’:n [ Solo direccion positiva

[ Patrones por omision L

L ] - .

Grad E ~

2 _A_|gebra radaciones:| | | |
BET i Eti ta: ~
¥ Avanzado L=k

Figura 5. Pasos para cambiar la escala en el eje x a radianes.

Una vez hecho estos cambios en la Figura 4 se obtiene la Figura 6.
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Figura 6. Escala en radianes en el eje x.

Esta posibilidad es algo limitada, ya que esta escala es fija y no se puede aumentar de tamafio
para una mejor visualizacion, y solo funciona para ciertos casos. Con un buena etiquetacion modificable
(tamafio, color y tipo de letra) y ademas dinamica en el eje x podemos observar de manera gréfica el
comportamiento de los ceros o raices de las funciones trigonométricas, o donde la funcién no esta
definida. Esto se puede lograr para una variedad de casos con el comando secuencia y anidando los
comandos Texto( <Objeto>, <Punto>) y FérmulaTexto( <Objeto> ). Antes de introducir el comando
desmarcamos la casilla Nimero en las gradaciones marcado con el rectdngulo verde de la Figura 5.

Supongamos que queremos mostrar y etiquetar las asintotas verticales de la funcion g(x) =
csc(x). El dominio de esta funcion es:

Dom(f) = {x € R tal que x # nm,n € z}

Con esta informacion se pueden obtener las asintotas verticales y la escala en radianes del eje real
(ver Figura 7). Los pasos a seguir son los siguientes:

1. Escribimos la funcion csc(x) en la linea de entrada.
2. Definimos un deslizador n que varie de 0 a 10 e incremento 1.
3. Registramos las listas:

Asintotas = Secuencia(x = km,k,—n,n)

Etiqueta = Secuencia(Texto(FérmulaTexto(k) m, (k t, —0.5)), k, —n, n)
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Funcién

“® g(x) = cosec(x)
Lista

. Asintotas: Secuencia(x =k m, k, -n, n)

@ Etiqueta = Secuencia(Texto(FérmulaTexto(k) m, (k m, -0.5)), k, -n, n)
Nimero

- ® n=10

@ n=10

tmmmmmmmmmemfemmmem—m—m—— = o1
A
=
A

Figura 7. Asintotas verticales y escala en radianes en el eje x de la funcion csc(x).

Las secuencias proporcionan en la vista algebraica listas a las que podemos asignar nombres de
conjuntos. A estos conjuntos les podemos cambiar las propiedades de forma personalizada, como se
hizo en el procedimiento para obtener la Figura 4.

Simetria
Las funciones trigonométricas basicas son pares o impares y bajo este concepto podemos graficar
por ejemplo la funcién sec(x) de forma animada aplicando esta propiedad sobre GeoGebra. Los pasos

para su construccion son los siguientes:

o Seleccionamos la herramienta deslizador y en la ventana que se activa por defecto damos clic
en Angulo y finalmente en Ok.

Deslizador >
. Mombre
() Ndmero
= o o
I@ Angulo
O Entero ] Aleatorio

Intervalo  Deslizador  Animacidn

Min: 0° Max: 360° Incremento: [1°

Cancela

Figura 8. Creacion de un deslizador a.

e Registramos en la linea de entrada la funcion f(x) =Si(0 < x < 2a, sec(x)), que genera una
grafica en el primer y cuarto cuadrantes cuya animacion va a depender del deslizador «a.

158 | Vol. 109 + noviembre de 2021 NUMEROS



Dinamizando funciones trigonométricas con GeoGebra
J. L. Vergara Ibarra

Aprovechando que esta funcién es par podemos obtener la porcion de grafica animada también
del segundo y tercer cuadrantes a través de una reflexion respecto del eje y mediante el
comando Refleja( <Objeto>, <Recta> ), de modo que escribimos en la linea de entrada la
expresion g(x) =Refleja(f, EjeY). Finalmente podemos incluir sus asintotas verticales y una
escala en el eje real adecuada mediante el registro de las dos instrucciones

Li=Secuencia(x =1 /2 (2k+ 1), k, -4,4) y
L,= Secuencia(Texto(FérmulaTexto(2k + 1) "= /2", (/2 2k + 1), 0)), k, -5, 5).

Los valores limite que toma k en las listas L; y L, se puede ajustar de acuerdo al tamafio de la
vista grafica. Personalizando la representacion grafica se obtiene la Figura 9.

— e e —— g

Figura 9. Gréfica animada de la funcion sec(x) aplicando simetria.

El grafo animado de la Figura 9 da la impresion de trazarse como un dibujo a mano sobre el papel,
dentro del dominio donde la funcién esta definida. Asimismo, a través de la grafica se observa el rango
de la funcién, que puede describirse con precision de forma matematica. Otra forma de hacer este gréafico
dinamico a través de la simetria es crear un punto de la forma (x, f(x))y, con el deslizador « creado
previamente, hacer x = a. Asi, por ejemplo, si f (@) = cot(a) escribimos en la linea de entrada el punto
(a, f(a)), posteriormente reflejamos este punto respecto al origen porque la funcion cot(x) es impar,
y luego sobre los puntos activamos el rastro y asi conseguimos una grafica similar a la de la Figura 9.
Con esta ltima construccion se pueden visualizar los cambios en las coordenadas de estos puntos
simétricos respecto al origen.

4. Conclusiones

De acuerdo con las construcciones realizadas y actividades propuestas es perceptible el gran
potencial visual dinamico que posee GeoGebra interviniéndolo mateméaticamente para el estudio de
funciones trigonométricas en general, pues ayudan a abstraer propiedades de forma geométrica y
analitica conectando de forma intuitiva los registros dinamicos de representacion graficos y algebraicos
con la teoria que los sustenta.
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Los patrones matematicos estudiados y registrados al lenguaje del software, mas las posibilidades
de visualizacion e interaccion que ofrecen en la construccidon de este conocimiento pueden potenciar el
pensamiento computacional, la creatividad y experimentacion.

El manejo de herramientas y comandos basicos en GeoGebra es importante, pero es mas poderoso
combinar comandos que permitan conectar los patrones matematicos de la teoria para producir objetos
geométricos, algebraicos y numéricos que hagan los procesos mas eficientes y garanticen la
comprension significativa de los conceptos. De esta manera se posibilita la caracterizacion de las
definiciones de los distintos comportamientos en cada tipo de funcidn trigonométrica, ademas se presta
como un espacio de autoaprendizaje y formacién en la que se puedan generar otras construcciones o
aplicaciones de este tema y otros.
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