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Resumo

Este artigo trata de uma pesquisa de doutorado que buscou investigar de que forma futuros docentes
de Matematica percebem a introdugao do conceito de integral, a partir de uma pratica pedagdgica
desenvolvida por meio da Modelacdo e fundamentada no quadro tedrico dos Trés Mundos da
Matematica. Tendo cunho qualitativo e sendo caracterizado como um estudo de caso, este trabalho
comecou com a aplicagdo de uma atividade de Modelacdo, junto aos alunos de uma turma da
disciplina de Calculo II, de um Curso de Licenciatura em Matematica. Posteriormente, foi proposto
um questionario aos académicos cujas respostas dissertativas foram analisadas por meio da Analise
Textual Discursiva. Os resultados obtidos apontam que os académicos puderam iniciar o estudo do
conceito de integral a partir de ja-encontrados provenientes dos mundos Conceitual Corporificado
e Operacional Simbdlico. Ademais, os futuros docentes consideraram que experiéncias
corporificadas trazem mais sentido para as aulas e que construgdes pedagogicas que nao priorizam
manipulagdes algébricas e definigdes formais sdo capazes motivar o processo de aprendizagem,
podendo, inclusive, ser fonte de inspiragdo para sua futura atuagao profissional.

Palavras-chave: Ensino e Aprendizagem de Célculo; Modelagdo; Trés Mundos da Matematica.

Abstract

This paper deals with a doctorate research that aimed to investigate how future mathematics’
teachers perceive the integral concept introduction made from a pedagogical practice based on
Mathematical Modelling and on the Three Worlds of Mathematics theoretical framework. This
research has a qualitative perspective and is characterized as case study. The research started with
a pedagogical activity using Mathematical Modelling in a class of Calculus II, from a Mathematics
teaching course in a higher education institution. Based on that experience, the students answered
a questionnaire, whose subjective answers were analyzed using Discursive Textual Analysis. The
results pointed out that the students could start the study of the concept of integral from the met-
before coming from the Embodied Conceptual and Symbolic Operational worlds. Moreover, the
students thought that embodied experiences give more meaning to the lessons and that an education
construction that does not prioritize algebraic manipulations and formal definitions is able to create
more motivation for learning, and might even become a source of inspiration for their subsequent
professional action.

Keywords: Calculus teaching and learning; Mathematical Modelling; The Tree Worlds of
Mathematics.
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INTRODUCAO

O ensino universitario do Calculo Diferencial e Integral! tende a centrar-se em
praticas algoritmicas e algébricas e a avaliar, junto aos académicos, apenas as competéncias
provenientes desses dominios. Essa realidade acaba por deflagrar um circulo vicioso, pois,
para tentar alcangar niveis aceitaveis de aprovagdo, os docentes procuram trabalhar com
aquilo que os estudantes assimilam melhor. Os discentes, por sua vez, consideram essas
competéncias como o essencial das disciplinas, j4 que constituem a base da sua avaliacao
(BACKENDORF; BASSO, 2018).

Imergindo em estudos de diferentes autores (ARTIGUE, 1995; BACKENDOREF;
BASSO, 2018; FRANT, 2016), pode-se verificar que a questdo do ensino e da
aprendizagem de conceitos de Célculo ¢ bastante relevante. Esse fato, agregado ao contexto
de atuacdo profissional do autor do presente artigo, justifica o interesse por esse tema, que
foi o cerne da sua pesquisa de doutoramento.

Estudando o quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica, proposta por David
Tall (2013), encontrou-se elementos que, acredita-se, podem auxiliar no desenvolvimento
do ensino e da aprendizagem de Calculo. Dessa forma, foi realizado um estado do
conhecimento buscando analisar o que foi produzido no Brasil, em nivel de p6s-graduacao
stricto sensu, envolvendo os Trés Mundos da Matematica e o ensino e a aprendizagem
dessa area do conhecimento.

Foi possivel perceber que ndo ha pesquisas que se debrugam sobre a compreensao
do conceito de integral junto a futuros professores de Matematica. Ademais, lendo
trabalhos sobre a Modelagem Matematica entendeu-se que esse tipo de pratica pode
colaborar com o ensino e a aprendizagem de Calculo. Sendo assim, na presente
investigagdo, tem-se como questdo norteadora: o que se mostra da percep¢ao de um grupo
de académicos de um curso de Licenciatura em Matematica sobre a introducao do conceito
de integral, a partir de uma pratica pedagdgica envolvendo a Modelagdo e fundamentada
nos Trés Mundos da Matematica?

Para dar conta dessas ideias, o presente artigo esta dividido em cinco se¢des. Na
primeira, apresenta-se uma contextualizacdo das razdes que levaram a realizagcdo da

pesquisa, sendo explicitada a questdo norteadora. Na segunda sec¢do, sdo contemplados os

! No restante do texto sera utilizada a palavra “Célculo” para fazer referéncia a esse campo do conhecimento.
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pressupostos teoricos estudados. Na terceira parte, sdo abordados os procedimentos
metodoldgicos sobre os quais estdo fundamentados os caminhos trilhados nesta pesquisa
de cunho qualitativo. Na quarta se¢do, sdo trazidos os resultados construidos a partir da
analise das respostas dos académicos frente a um questionario proposto ao fim das
atividades realizadas. O texto se encerra com as consideragdes finais sobre a investigacao

realizada.

PRESSUPOSTOS TEORICOS
Os Trés Mundos da Matematica

O professor britdnico David Tall dedica-se ao estudo de como ocorre a construgao
do conhecimento matematico, desde as ideias mais iniciais até o limite das pesquisas
académicas. Trilhando esse caminho, percebeu que o conhecimento matematico se
desenvolve, de forma dindmica, em trés diferentes mundos matematicos, que se articulam
entre si: Mundo Conceitual Corporificado; Mundo Operacional Simbélico; e Mundo
Formal Axiomatico.

De acordo com Tall (2013), o Mundo Conceitual Corporificado refere-se as
construcdes desenvolvidas, inicialmente, por meio de interagcdes com o mundo real e que
se complexificam, gradualmente, até a criacio de imagens mentais cada vez mais
sofisticadas. Conforme argumenta Lima (2019), esse ¢ o mundo das observagdes, acdes e
percepgdes que ocorrem sobre objetos (fisicos, mentais ou virtuais).

J& 0 Mundo Operacional Simbolico refere-se aos simbolos matematicos utilizados
para representar operagdes que se tornam procedimentos realizados em construgdes
envolvendo aritmética e algebra. Esses simbolos podem se referir, em certas ocasides, a
processos a serem efetuados e, em outras, aos conceitos estudados. Esse carater dualistico
¢ traduzido por Tall e Gray (1991) na nogao de proceito, que € caracterizado pelos autores
como o amalgama entre processo e conceito. Compreender essa dualidade, traduz-se em
uma flexibilidade de pensamento que permite a movimentagao entre o processo de resolver
uma expressao e o conceito de manipula-la mentalmente, como uma constru¢ao mais ampla.

O Mundo Formal Axiomatico diz respeito aos conhecimentos matematicos
construidos por meio de axiomas, defini¢des, teoremas e coroldrios. Nesse mundo, as
propriedades sdo construidas por meio de dedugdes ldgicas formais e rigidas. Conforme

argumenta Tall (2013), nesse ambiente sdo utilizadas, sobretudo, experi€éncias mentais
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abstratas.

Apesar de cada um dos Mundos apresentar determinadas caracteristicas singulares,
pode haver intersegdes entre eles. Lima (2007) argumenta que hd uma hierarquia entre os
Mundos, uma vez que o Mundo Formal normalmente nio ¢ discutido antes do Ensino
Superior, sendo tratado, portanto, apenas apds os mundos Corporificado e Simbdlico. Ao
compreender o Mundo Formal, no entanto, ¢ possivel que o académico faca uso de
concepgOes mentais sobre objetos reais, bem como de manipulacdes simbolicas, para
encaminhar suas construgdes ldgicas.

Para trilhar sua jornada pelos Trés Mundos da Matematica, cada individuo faz uso
de ideias prévias, construidas a partir de situagdes (escolares ou ndo) vividas anteriormente.
Lima e Tall (2008) chamam essas ideias de ja-encontrados e os definem como estruturas
cognitivas desenvolvidas por meio de experiéncias anteriores.

Alguns desses constructos ajudam os sujeitos a desenvolver o seu nivel de
matematico. Nesse caso, sdo definidos como jd-encontrados colaboradores. Em outras
ocasides, acabam por se tornar obstaculos para a constru¢do de novos conhecimentos,
sendo designados, portanto, como ja-encontrados dificultadores (LIMA, 2019).

Os ja-encontrados dificultadores sdo resultado de conhecimentos anteriores que
confrontam ideias novas, que ameacam a estabilidade intelectual do individuo que as detém.
D’ Amore (2005) argumenta que, devido ao sucesso obtido anteriormente, o cérebro tende
a lutar pela conservagdo desses ja-encontrados dificultadores que, em algum momento, se
mostraram eficazes para resolver determinados problemas matematicos.

De acordo com Tall (2013), os curriculos focam principalmente em jd-encontrados
colaboradores, que sdo vistos como a base para o desenvolvimento intelectual. Entretanto,
o autor destaca a importancia de perceber que muitos aspectos problematicos surgem
quando um individuo se depara com novas situacdes. Ao se confrontar com um conceito
inovador, o estudante da inicio a uma revolugdo interna de ideias e, nesse processo,

conflitos cognitivos, que desafiam ideias ja consolidadas, podem emergir.

Modelagem Matematica
Entende-se que a utilizagdo da Modelagem Matematica como método de ensino
pode auxiliar académicos na busca pela construgdo de significados relativos ao conceito de

integral. De acordo com Biembengut (2016), a Modelagem Matematica pode ser entendida
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como um método de ensino com pesquisa, que valoriza o que se aprende, tornando o
conhecimento construido 1util e estimulante. Bassanezi (2002) define a Modelagem

Mateméatica como:

[...] um processo dindmico utilizado para obtencdo e validagdo de modelos
matematicos. E uma forma de abstragio e generalizagio com a finalidade de
previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de
transformar situagdes da realidade em problemas matematicos cujas solugdes
devem ser interpretadas em linguagem usual (p. 24).

Ciente que o sistema de ensino vigente exige que certos conteudos programaticos
sejam desenvolvidos, dentro de determinados periodos de tempo (trimestres, semestres,
anos), Biembengut (2016) sugere adequar o processo de Modelagem Matematica, de forma
que sua esséncia seja preservada, mas que se percorra os assuntos previstos nas ementas.
Assim, Biembengut e Hein (2003) denominam de Modelacdo o método que se utiliza do
amago da Modelagem Matematica, mas realiza adaptacdes para sua aplicagdo em cursos
com programas pré-estabelecidos.

De acordo com Biembengut (2016), a Modelagao oportuniza a cada aluno: entender
uma situagdo concreta (Mundo Conceitual Corporificado); conhecer novas linguagens
matematicas que lhe permitem representar tal situacdo (Mundo Operacional Simbdlico); e
interpretar os resultados obtidos. Nessa perspectiva, o professor pode trabalhar com certos
modelos conhecidos, procurando reconstrui-los em sala de aula.

Conforme afirma Biembengut (2016), para que os futuros professores entendam a
Modelagdo, ndo ¢ suficiente que o docente apenas disponha ideias, conceitos e defini¢des.
E necessario que os académicos sejam orientados: a identificar a situagio que deve ser
modelada; a expressar suas observagdes em linguagem matematica; a construir relagdes
entre os simbolos matematicos utilizados; e a construir, a partir dos dados coletados, um
modelo que descreva o experimento realizado. Para tanto, distinguem-se trés etapas
essenciais nas quais a Modelacao pode ser dividida: Percepgdo e Apreensdo; Compreensdo
e Explicitagdo; e Significacdo e Expressdo.

A primeira etapa, designada de Percep¢do e Apreensdo, visa, de acordo com
Biembengut (2016), contribuir para que surja o interesse por algum tema estimulante, que
¢ escolhido para servir como cerne dos contetdos com os quais se busca trabalhar. E o
momento de instigar os estudantes a expressar percepcdes sobre 0 assunto € interagir com
as diferentes formas de linguagem emergentes.

Na fase denominada de Compreensio e Explicitagdo, conforme salienta
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Biembengut (2016), procura-se levar os estudantes a identificar elementos que, partindo de
seus ja-encontrados, contribuam para a construgdo de ideias ainda desconhecidas. Com tal
intento, associa-se os dados coletados a compreensdo, de forma que essa associagao
contribua para o entendimento da situagdo proposta. Assim, a compreensao se aprimora na
medida em que sdo criadas oportunidades para a interacdo com contextos corporeos e
linguagens simbolicas que permeiam toda a Modelagao.

A etapa chamada de Significacdo e Expressdo, conforme destaca Biembengut
(2016), caracteriza-se pela avaliacdo da validade do modelo e pela verificagdo do que foi
aprendido. Nao consiste em avaliar exclusivamente o modelo construido, mas, sobretudo,

em analisar o alcance do trabalho realizado.

METODOLOGIA
Deslandes (2002) destaca que a pesquisa cientifica transcende o senso comum por

fazer uso do método cientifico. Nesse sentido:

A ciéncia utiliza-se de um método que lhe € proprio, o método cientifico,
elemento fundamental do processo do conhecimento realizado pela ciéncia para
diferencia-la ndo s6 do senso comum, mas também das demais modalidades de
expressao da subjetividade humana, como a filosofia, a arte [...] (SEVERINO,
2007, p. 102).

Para o caminho percorrido nesta investigagao, optou-se pelo paradigma qualitativo
que, conforme ressalta Borba (2004), implica em interpretacdes subjetivas e percebe o
conhecimento construido como uma compreensdo contingente € ndo como uma verdade
universal. Assume-se, portanto, um raciocinio indutivo, no qual, conforme argumenta
Severino (2007), o cientista procura passar de um caso particular, considerado relevante,
para a constru¢do de inferéncias capazes de contribuir para uma generalizacdo, passivel de
ser aplicada em situagdes analogas.

Nesse contexto, aplicou-se, junto aos académicos da disciplina de Calculo II, uma
abordagem para a introducao do estudo do conceito de integral, construida por meio da
Modelagdo e pautada no quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica. A turma era
composta por sete académicos do terceiro semestre de um curso de Licenciatura em
Matematica, de uma institui¢do publica de ensino do Estado do Rio Grande do Sul. Trés
eram do sexo feminino e quatro do masculino, com idades variando entre 21 e 38 anos.

Buscando-se, de acordo com Ponte (2006), tirar partido das fontes e evidéncias
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desse cendrio, os estudantes responderam a um questionario. Com os dados coletados e
registrados por meio desse questiondrio, procurou-se caracterizar a turma e, conforme
argumentam Pimenta e Ferreira (2010), compreender melhor o problema pesquisado e,
assim, construir conclusdes, descrigdes e generalizagdes. Foram, entdo, criados textos
descritivos e interpretativos, com o objetivo de contar uma histoéria que, segundo a visao
de Ponte (2006), pode acrescentar algo ao conhecimento existente.

Esses textos foram desenvolvidos a partir da interpretacdo das respostas
dissertativas dos académicos as duas questdes seguintes, propostas ao final das duas aulas
utilizadas para a introdu¢do ao estudo do conceito de integral: o que vocé pensa sobre o
uso de experiéncias que requerem observagdo, descricdo, agdo e reflexdo no estudo de
Matematica?; e vocé acredita que atividades de Modela¢do, como a que foi realizada em
aula, sdo importantes para a Educa¢cdo Matematica?

As narrativas trazidas pelos discentes foram estudadas para essa investigacao a luz
da Andlise Textual Discursiva (ATD), conforme propdem Moraes e Galiazzi (2016), que a
definem como um método qualitativo de anélise de informagdes que visa a produgdo de
novas compreensdes sobre fendmenos e discursos. Seguindo os passos sugeridos pelos
autores, ideias foram construidas por meio de uma sequéncia recursiva, composta por trés

momentos: unitarizagdo, categorizacao e constru¢do de metatextos.

APRATICA

No primeiro encontro com a turma, de quatro horas aula, foi proposto um
questionario para os académicos, por intermédio da ferramenta gratuita SurveyMonkey?.
As perguntas foram disponibilizadas no ambiente virtual de aprendizagem da disciplina,
por meio de um QR code fornecido pela ferramenta digital. Neste artigo, sdo destacadas as
respostas dadas a duas questdes objetivas e a uma discursiva.

Analisando-se as respostas da primeira pergunta objetiva, pode-se perceber que os
académicos consideravam que os conceitos estudados no Calculo foram desenvolvidos
desvinculados da realidade. Todos acreditavam que, inicialmente, foram desenvolvidas as
criagdes conceituais abstratas e simbolicas e suas demonstragdes formais para, somente

depois, essas ideias serem aplicadas a problemas concretos.

2 pt.surveymonkey.com

176

ReviSeM, Ano 2022, N°. 1, p. 170-191



Bueno, R. W. S.

Percebe-se que os académicos acreditavam que os matematicos comecam seu
trabalho na intersec¢do entre os mundos Operacional Simbolico e Formal Axiomatico,
onde generalizacdes algébricas e demonstragdes formais sdo desenvolvidas. Acredita-se
que esse cenario pode levar a uma alienag@o sobre como se dao as construgdes matematicas,
o que pode levar os académicos a terem uma postura semelhante nas suas aulas.

Ademais, conforme observa-se na Figura 1, o cendrio mais comumente encontrado
durante a formacao desses discentes, relaciona-se com aulas lineares e expositivas, nas
quais os conceitos sdo expostos e demonstrados algebricamente para, s6 entdo, aplicagdes
serem trazidas sob a forma de exemplos e exercicios.

Figura 1 — Experiéncias anteriores com o Célculo
Nas suas experiéncias anteriores com o estudo de Calculo:

7

6

Primeiro foram vistos Foram estudados Nao foram vistas
conceitos e depois inicialmente prgblemas aplicagdes de

essas ideias foram reais para, entao, conceitos de Célculo.
aplicadas a problemas buscar entender os

reais conceitos formais

Fonte: A pesquisa.

Pode-se perceber, conforme destacam Almeida, Fatori e Souza (2010), que os
contetidos trabalhados em disciplinas de Célculo ndo sdo, costumeiramente, relacionados
a realidade dos académicos. Assim, sdo priorizadas operacgdes e técnicas que podem levar
ao insucesso dos alunos ou, em alguns casos, a simulagdo de sucesso, uma vez que

aprovacgdes podem ser alcancadas, mas, provavelmente, significados ndo sdo construidos.

A modelagio e a integral como antiderivada
Buscando-se desconstruir esse panorama e iniciar uma jornada diferente pelos Trés
Mundos da Matematica, na segunda aula da turma, propds-se uma atividade baseada nas

premissas da Modelagdo. Com isso, procurou-se contribuir para que os académicos
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pudessem desenvolver ideias utilizando, de acordo com Tall (2013), suas percepgdes sobre
a realidade, operagdes matematicas e o uso de linguagem adequada.

Iniciou-se pela etapa denominada por Biembengut (2016) de Percepgdo e
Apreensdo, que visa fomentar, junto aos académicos, o interesse por um tema concreto.
Conforme destaca Dewey (1979), esse interesse se caracteriza pela supressdo da distancia
entre o sujeito e o objeto de estudo. Nesse contexto, perguntou-se aos alunos se tinham
familiaridade com a seguinte situacdo: em uma avalia¢do escolar, foi entregue a turma, da
qual fazia parte um jovem chamado Newton, um teodolito’ e, entdo, solicitou-se que,
utilizando esse equipamento, descobrissem a altura de um determinado prédio.

Ap6s discutirem sobre a ideia proposta, e se familiarizarem com as utilidades
praticas do teodolito, os académicos responderam que ndo tinham conhecimento dessa
anedota. Continuando a histéria, informou-se que o jovem Newton, para resolver o
problema, levou o instrumento até o telhado da constru¢do e deixou-o cair, medindo o
tempo que levou para atingir o solo. De posse dessa informacao, e estando a par da ideia
da aceleracdo da gravidade na Terra, pode, entdo, encontrar a altura correta do edificio.

Dando sequéncia a aula, fez-se as seguintes perguntas para os académicos: serd que
era essa a intengdo do docente com a atividade? Sera que o professor considerou correta
a resposta do jovem Newton? O que vocé, como docente, faria? A partir da situagdo descrita
e dos questionamentos propostos, buscou-se motivar os discentes a externar suas
percepgdes sobre o assunto, iniciando o processo de construg¢ao de significados.

Discutindo sobre as diversas nuances do contexto caracterizado, os alunos
chegaram a conclusdo que o professor do jovem Newton, provavelmente, ndo esperava
essa abordagem para o problema e deve ter considerado a resposta incorreta. Entretanto,
argumentaram que, caso fossem docentes na situagdo descrita, aceitariam a resposta dada,
buscando entender o raciocinio do aluno.

Seguindo a atividade de Modelagdo, propOs-se que realizassem o mesmo
experimento que o jovem Newton. De acordo com Tall (2013), procurou-se criar um
ambiente de aprendizagem no qual os alunos pudessem perceber o problema positivamente,
como um objetivo a ser alcancado em conjunto, € ndo como um teste padrdo, em que

qualquer erro deve ser necessariamente evitado.

* Instrumento muito utilizado na construgo civil e na agricultura para medir angulos, distincias e alturas.
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A turma foi dividida em trés grupos (G1, G2 e G3) e todos foram convidados para
irem até uma passarela elevada, que interliga dois laboratorios da instituigao, para soltar de
la um objeto e, entdo, medir o tempo de queda até o solo. Foram utilizados nesta
experiéncia os seguintes artefatos, trazidos pelos académicos: uma bola de basquete, um
urso de pelicia e uma bola de handebol.

Orientou-se, entdo, cada grupo a realizar a experiéncia cinco vezes, medindo o
tempo, em segundos, e anotando os valores obtidos em uma tabela. A seguir, os académicos
foram convidados a calcular a média aritmética dos tempos obtidos, para utilizar esse valor
como referéncia para o desenvolvimento das atividades posteriores.

Findada essa fase da Modelagdo, que privilegiou aspectos vinculados ao Mundo
Conceitual Corporificado, passou-se para a segunda etapa, denominada de Compreensao e
Explicitagdo. Assim, iniciou-se a busca pela constru¢do de um modelo simbolico. Tall
(2013) ressalta que, nesse estagio do trabalho, aspectos da experiéncia sensorial passam a
ser pensados com o auxilio de linguagens mais sofisticadas, que permitem a ampliagao de
concepcdes mentais para oportunizar a criagdo de modelos.

De acordo com Bassanezi (2002), a matematica mobilizada nessa fase da
Modelagdo pode ser entendida como um instrumento intelectual unificador, capaz de
sintetizar percepcdes e construir generalizagdes que possibilitam a previsdo de tendéncias.
Dessa forma, foram propostos dois novos desafios aos futuros professores: procure
estabelecer a seguinte relagdo da altura em fung¢do do tempo: h(t) = (gt?/2) + Cit + C,,
sabendo que g é a aceleragdo da gravidade na terra (9,8 m/s?) e C; e C, sdo constantes
reais; € descubra os valores de C, e C, para a situagdo estudada.

Entende-se que, ao realizar as atividades necessarias para alcangar o modelo
sugerido, criam-se condi¢des para que os académicos alcancem um estagio de combinagao
formal entre simbolismo e corporificacdo (TALL, 2013). Nesse ambiente, as verdades
podem ser garantidas a partir de uma perspectiva simbolica e as defini¢des fundamentam-
se em objetos, experiéncias e operagdes conhecidos.

Alguns ja-encontrados fizeram-se necessarios para a continuidade da Modelagao.
Os académicos passaram a interagir buscando relembrar constructos mentais advindos das
suas vivéncias anteriores. Trocaram ideias e experiéncias sobre fungdes, varidveis,
unidades de tempo, aceleracdo, velocidade e distancia.

Para iniciar a constru¢do do modelo, contudo, fez-se necessaria uma intervencao

179

ReviSeM, Ano 2022, N°. 1, p. 170-191



Bueno, R. W. S.

junto aos académicos, com o propdsito de relembrar jd-encontrados relacionados com um
conceito que ndo fora mencionado: a derivada. Perguntou-se como poderiam descrever a
derivada e, nas suas respostas, os estudantes trouxeram ideias sobre técnicas de
diferenciagdo, sem que tenha sido feita relagdo da derivada com a ideia de variagdo.
Foram relembradas, entdo, concepgdes sobre o conceito de derivada, tanto a partir
de uma odtica geométrica, quanto de uma visao da sua utilidade para o calculo de taxas de
variagdo instantdnea. Os futuros professores comegaram a perceber a relacdo entre o
conceito e o que estava sendo estudado, uma vez que visualizaram que a aceleragdo

representa a taxa de variagdo da velocidade. Ou seja:

_dv
9=

Partindo-se de uma concepcdo Newtoniana da integragdo (BOYER, 1959), fez-se
uma nova intervengao junto aos alunos, questionando se seria interessante se existisse outra
ferramenta matemadtica capaz de “desfazer” a derivada para encontrar a expressdo da
velocidade em fungdo do tempo. Os académicos foram undnimes em concordar que seria
excelente se essa ferramenta realmente existisse.

Foi criada, entdo, a oportunidade para, a partir de uma necessidade advinda de uma
experiéncia corporificada, introduzir a ideia inicial do conceito de integral. Nesse sentido,
informou-se que existe uma operagdo inversa a diferenciacio, que ¢ chamada de integragao.

€69
S

Foi trazida, entdo, sua notagdo [ , informando-se que se trata de alongado, introduzido
pelo matemadtico alemao Leibniz, no século XVII, para denotar a palavra soma, que, em
latim escreve-se summa. Assim, algumas ideias, como mostra a anotagdo de um aluno, na

Figura 2, comecaram a surgir entre os académicos.
Figura 2 — Raciocinio construido por um aluno da turma.

Ay
J7ar

V=ds
d!
Fonte: A pesquisa.
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Na sequéncia, surgiram davidas relacionadas ao seu processo de aplicacdo. Nesse
momento, informou-se que a ideia era pensar na fun¢do que, quando derivada em relagdo
ao tempo, resulta na constante gravitacional g. Manipulagdes algébricas foram feitas e os

educandos chegaram a seguinte igualdade:

[gte=[a

gt=v
Uma nova mediagdo docente precisou ser feita para que os académicos

percebessem que essa era uma possivel resposta, mas que outras poderiam existir, tais como:

d[ t+1] =
dt‘g =g

d
a[gt+\/§] =g

d
ot —351=g
Sendo assim, convencionou-se que a igualdade seria generalizada e expressa da

forma que segue, com C1 sendo uma constante real:

[gte=[a

v=gt+(;
Os académicos perceberam que, apesar de essa etapa ter sido realizada com sucesso,

o objetivo ainda ndo havia sido alcangado, pois buscava-se a expressao da altura em fungao
do tempo. Por meio de uma nova mediacdo lembrou-se que a velocidade também reflete
uma variagdo. Os discentes, remetendo a ja-encontrados relacionados com o conceito de

derivada, chegaram a seguinte expressao:

as

UZE

Os participantes perceberam que, se realizasse um novo processo de integragao,
poderia chegar a uma expressao da altura em fun¢do do tempo. A equacao foi reescrita,
substituindo-se v por gt + C; e, na sequéncia, foi aplicada a integral, de acordo com o

exemplo da Figura 3.
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Figura 3 — Integracao realizada por um aluno.

i

5 3l (4

1)

hooal s G} +C2

%

Fonte: A pesquisa.

A partir dessa expressdo, os estudantes utilizaram as condi¢des iniciais para
encontrar os valores das constantes reais C; e C2. Achando C; = 0 e C> = 0, a turma
estabeleceu a equagdo geral para descrever a queda livre dos objetos na Terra.

Iniciou-se, entdo, a terceira etapa da Modelagdo, de Significacdo e Expressdo, que
consiste na avaliagdo do modelo criado e na verificacdo do conhecimento construido. Tall
(2013) afirma que, quando uma possivel solugdo ¢ encontrada, primeiro deve ser apreciada,
e, entdo, deve ser verificada para confirmar se realmente se aplica ao problema original.
Dessa forma, cada grupo, de posse da média do tempo de queda do seu objeto, utilizou a

fungdo encontrada para calcular a altura da passarela.

A integral de Leibniz e a area sob a curva

Apoés essa discussdo inicial, a segunda aula teve prosseguimento com outra
abordagem corporificada para o estudo do conceito de integral. Perguntou-se aos discentes
por que Leibniz teria utilizado um simbolo relacionado com a soma para representar a
integral, que, até o momento, tinha sido estudada na disciplina como a operacao inversa da

derivada. Sem respostas, o grafico da Figura 4 foi desenhado no quadro.
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Figura 4 — Grafico inicial.

Fonte: A pesquisa.

Uma nova questdo foi proposta para os académicos: como calcular a drea
hachurada, que se encontra abaixo da fungao f, realcada em vermelho? A primeira reacao
dos alunos foi indagar sobre a relagdo dessa situacdo com a integral, a derivada, a
velocidade, a aceleracdo ou a altura, estudados anteriormente. Com um pouco de calma
sendo solicitada a turma, foi feito um acréscimo a representacao grafica inicial, de acordo

com a Figura 5.

Figura 5 — Acréscimo ao gréfico inicial.

f(z)

a dx xr

Fonte: A pesquisa.
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Os discentes comecaram a perceber algumas nuances que lembravam a construcao
anterior do conceito de integral. Perceberam que o “retdngulo” desenhado tem altura igual
ao valor da fun¢do f para um determinado x e que o comprimento de sua base ¢ um
diferencial de x. Concluiram que a area desse “retangulo” pode ser dada pelo produto f(x)dx.

Nesse contexto, foi (re)construida a relagdo da palavra soma com o conceito de
integral, a partir do raciocinio proposto por Leibniz (BOYER, 1959) que, de acordo com
Tall (2013), percebeu a area procurada como a soma das areas de todas as infinitas tiras
azuis. Informou-se aos académicos que o matematico alemao escreveu “summa f(x)dx”

[IPi]
S

utilizando um “s” alongado para representar a palavra soma, chegando a seguinte notacao

para a area A(x) abaixo da curva.

A0 = [ feodx

Apbs essa construcdo, que contou com a participagdo dos académicos no
desenvolvimento de cada passo dado, surgiu uma nova davida: o que a drea abaixo de uma
curva tem a ver com a derivada? Afinal, o conceito de integral havia sido abordado por
dois angulos, mas uma conexao ainda nao tinha sido construida.

A partir da visdo de Leibniz, procurou-se desenvolver a ideia que a drea 4 tem uma
variagdo dA, quando o valor de x ¢ aumentado de dx. Esse valor dA4, por sua vez, conforme
concluiram os académicos, representa a drea de um “retdngulo” infinitamente pequeno,

com altura f(x) e largura dx. Pode-se estabelecer a seguinte igualdade:

dA = f(x)dx
Percebendo a semelhanga com a equagdo dv = gdt, construida na Modelagdo, os

académicos concluiram que:

A= J f(x)dx+C
Os discentes compreenderam a relagdo entre a integral como uma antiderivada, na
visdo de Newton (Modelagao), e como uma ferramenta matematica para o céalculo da area
abaixo de uma curva, partindo da percepcao de Leibniz. Foi possivel chegar a conclusao

que:

dA
A=Jf(x)dx+C e E=f(x)
Construiu-se, com a participagdo efetiva dos estudantes, a percepcao de que essas
duas equagdes expressam que as operacdes de integracdo e diferenciacdo sdo,

essencialmente, inversas (TALL, 2013). Informou-se a turma que essa constatacdo ¢
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denominada pelos matematicos de Teorema Fundamental do Célculo.

RESULTADOS E DISCUSSOES

Para buscar mais subsidios sobre o alcance dos caminhos percorridos, as questdes
a seguir tiveram suas respostas analisadas por meio da ATD: o que vocé pensa sobre o uso
de experiéncias que requerem observagdo, descri¢do, agdo e reflexdo no estudo de
Matematica?; e vocé acredita que atividades de Modela¢do, como a que foi realizada em
aula, sdo importantes para a Educa¢cdo Matematica?

O percurso tracado pela ATD resultou em trés categorias emergentes: experiéncia
corporificada; inspira¢do para a prdtica docente; e tirando o foco da manipulagdo
algébrica do formalismo. Dessa forma, trés metatextos* foram elaborados e expressam a
compreensdo dos pesquisadores construida ao longo da leitura dos argumentos dos sujeitos

da pesquisa.

Experiéncia corporificada

Na matemadtica escolar o estudo se desenvolve a partir de um paralelo entre
corporificagdes e simbolismos. Entende-se que esse ¢ o caminho que deve ser seguido na
introducdo de conceitos iniciais do Calculo. Ademais, de acordo com A2, experiéncias
sensoriais tornam a aprendizagem “muito mais facil, pois trabalhamos com algo do nosso
cotidiano, com coisas que conhecemos”.

Pondera-se, conforme ressaltam Stewart e Tall (2015), que a compreensdo inicia
com o desenvolvimento de conexdes entre ideias matematicas e percepgdes de outras
dimensdes, como a natureza, por exemplo. Assim, Al afirma que “fica mais facil
compreender a teoria a partir da pratica”.

Corroborando essa ideia, A2 destaca que “o ser humano aprende mais com questdes
do cotidiano”. Tall (2013) argumenta que a transicdo da matematica escolar para niveis
mais sofisticados de pensamento pode ser realizada mais naturalmente, se for
fundamentada em experiéncias corporificadas e simbolicas. Tall e Mejia-Ramos (2004)

ressaltam que a corporificagdo envolve interacdo pratica com o mundo exterior € que um

4 Para garantir o anonimato dos alunos, esses sdo identificados nos metatextos pelos codigos Al, A2, A3,
Ad, A5 A6eAT.
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curso de Calculo deve ser pautado por vivéncias capazes de gerar experiéncias cognitivas
fundamentadas nessa premissa.

A realizagdo de atividades pedagogicas que levam em consideracdo o ponto de vista
dos estudantes, suas vivéncias e concepg¢des anteriores, sdo, de acordo com A4, “de suma
importancia”, uma vez que, conforme ressalta A2, “temos a possibilidade de usar nosso
conhecimento prévio” em situagdes que, na perspectiva de Al, “sdo essenciais para a
construcao de um conhecimento”. Nesse sentido, Tall (2013) afirma que todo pensamento
envolve metaforas, ou seja, envolve a utilizacdo de experiéncias anteriores para se referir
a novos contextos.

Pode-se perceber que experiéncias corporificadas, como a Modelacdo realizada,
além de “despertar nossa curiosidade para sabermos se realmente vao dar certo” (A3),
levam em consideragdo jd-encontrados para a constru¢do de novas compreensoes. Esse
tipo de pratica parte do pressuposto que um conceito, de acordo com Stewart e Tall (2015),
¢ o resultado do desenvolvimento de um padrao organizado de ideais que sdo, de alguma
forma, interconectadas a partir de interagdes realizadas com conhecimentos ja existentes.

Al afirma que “ao simular situa¢des-problema, podemos extrair conceitos
matematicos da sua resolu¢ao” e, entdo, de acordo com A5, “podemos enxergar onde esta
a aplicagdo do conteudo”. Com atividades desse tipo, procura-se desenvolver, conforme
destaca Tall (2013), constru¢des mentais pessoais, dividir essas ideias com os colegas para
trocar percepgdes construtivas e, entdo, mover-se para um novo estagio de compreensao.

Evidencia-se, entretanto, que o foco do estudo ndo deve recair estritamente sobre
objetos corporificados ou operagdes simbolicas, isoladamente, uma vez que cada um tem
sua for¢a, mas também suas limitacdes. Uma construc¢do intelectual restrita a manipulagdes
algébricas, por exemplo, pode aumentar a fluéncia simbolica, mas pode acabar por limitar
a flexibilidade de pensamento (TALL, 2013).

Trazendo essas ideias para o contexto da formagao de professores, contribui-se para
desmistificar o paradigma de que a Matematica tem como finalidade apenas desenvolver o
raciocinio logico e seus aspectos mais intrinsecos. Nao se afirma que esses aspectos devem
ser desprezados, mas sugere-se uma perspectiva menos formal, que faga uso de ja-
encontrados dos académicos. Essa visdo provavelmente contribuird para a constituicdo de
profissionais capazes de pensar e agir matematicamente por meio de uma concepgao mais

ampla, voltada para o mundo exterior (MEYER; CALDEIRA; MALHEIROS, 2011).
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Inspiracio para a pratica docente

A relevancia do professor para a Educagdo ¢ indiscutivel, uma vez que esse
profissional trabalha para possibilitar que seus alunos construam conhecimentos
importantes para a sua constitui¢do como sujeitos capazes de perceber, interpretar e, por
ventura, transformar a realidade que se apresenta. Entretanto, de acordo com D’ Ambrdsio
(1996), se o docente insistir em ocupar o papel central na sala de aula, sua legitimidade
sera questionada por educandos, instituicdes de ensino e, por fim, pela sociedade. Para
evitar essa obsolescéncia, um novo roteiro precisa ser abragado pelos educadores, que
devem transformar o panorama do ensino, facilitando a aprendizagem a partir da interagao
dos estudantes com experiéncias reais.

Interpretando esse cenario, Stewart e Tall (2015) afirmam que simplesmente
aprender como fazer algo, sem desenvolver uma compreensdo das relagdes estabelecidas
entre os conceitos estudados, pode limitar o pensamento matematico. Entendendo a
importancia de uma postura docente inovadora para o sucesso do ensino e da aprendizagem,
A3 argumenta que “o tipo de aula realizada na semana passada nos faz sair da zona de
conforto”.

Acredita-se que a percepgdo dos futuros professores sobre o seu trabalho pode ser
modificada para transcender as praticas com as quais foram acostumados na sua formagao
basica. Com as atividades realizadas nas aulas de Calculo II, os académicos puderam
perceber que, como observa Tall (2013), hd uma relacdo entre as emocgdes dos discentes e
0 pensamento matematico, pois, de acordo com A6, situacdes corporificadas “instigam o
aluno a pensar”, uma vez que “fica nitido que o contetido estudado permite aplicagdes no
cotidiano” (A4).

E importante para a motivagdo do aluno perceber que “o professor pensou em algo
diferente” (A3), capaz de, conforme ressalta Dewey (1979), direcionar a curiosidade dos
estudantes para fins intelectuais. Assim, € possivel engajar os educandos em atividades que
vislumbram a sofisticagdo de um conhecimento prévio, de forma que essa construcao
anterior possa dar conta de novas ideias (STEWART; TALL, 2015).

Entende-se que ¢ possivel catalisar a compreensdo dos futuros professores sobre
como o simbolismo corporificado cresce, a partir de acdes fisicas, até alcancgar conceitos
simbolicos mais amplos. Em alguns casos, de acordo com Tall e Gray (1991), pode-se

chegar a procedimentos matematicos mais sofisticados, a partir do desenvolvimento de
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uma flexibilidade de pensamento, denominada de proceito, que habilita o discente a
transitar entre o processo de resolver uma expressao e o conceito de manipula-la.

A pratica da Modelagdo pode, como salienta A1, “mostrar que a Matematica nao
surgiu por acaso” e, ainda, evidenciar que, “através de uma necessidade ou um problema
real”, a corporificagao inicial pode levar a descobertas de estruturas simbodlicas importantes.
Ademais, leva os futuros professores a perceber que, a medida que essas ideias iniciais sdo
generalizadas, representagcdes corporificadas podem se tornar limitadas, enquanto o
simbolismo algébrico surge como uma forma de traducdo cada vez mais poderosa.

Também ¢ importante perceber que, com as atividades realizadas, os académicos
visualizaram novas formas para sua atua¢ao, o que, de acordo com A6, “é renovador”, pois,
conforme destaca A7, “vimos que podemos sair do método tradicional”. Nesse contexto,
os futuros professores tiveram a oportunidade de entender que “uma situacdo-problema
pode ser o ponto de partida da aula” e que essa “ndo precisa iniciar sempre com defini¢des”

(A7).

Tirar o foco da manipulacio algébrica e do formalismo

Dewey (1979) destaca que, simplesmente solicitar a um estudante que pense,
abstraindo-o de suas experiéncias anteriores, sem trazer-lhe qualquer situagdo tangivel, que
perturbe seu equilibrio, € tdo improdutivo quanto exigir que ele se erga puxando os corddes
dos proprios sapatos. Tall (2013) afirma que, na Matematica, as constru¢des conceituais
desenvolvem-se sobre as percepgdes humanas e agdes reais, que originam imagens mentais,
que, por sua vez, sao verbalizadas de forma cada vez mais sofisticada até tornarem-se
entidades abstratas.

Tirando o foco da atuacdo docente de aspectos formais e das manipulagdes
algébricas, de acordo com A3, pode-se enfim “usar coisas que estdo no nosso cotidiano” e,
desse modo, “ndo ficamos apenas resolvendo exercicios de uma forma correta, mas sem
saber exatamente o que estamos fazendo” (A4). Nesse contexto, Tall (2013) argumenta que
aprender rotinas pode levar ao sucesso em testes repetitivos, mas nao vai contribuir para o
desenvolvimento de sofisticagdes matematicas.

Compreender a razdo da aprendizagem, construir um panorama abrangente sobre o
conhecimento matematico desenvolvido ¢, portanto, fundamental para que os estudantes

saibam aplicéa-lo, posteriormente, em situagdes distintas. Conforme destaca A4, “quando
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nos depararmos com uma situagdo que requer o conhecimento estudado, saberemos como
utiliza-1o”.

Além disso, Stewart e Tall (2015) enfatizam que, apesar de ser possivel desenvolver
toda a Matematica por métodos formais e axiomaticos, sem utilizar qualquer recurso
externo, esse contexto ¢ absolutamente incompreensivel para qualquer pessoa que nao
conheca previamente os conceitos construidos. Ou seja, uma abordagem estritamente
formal ¢ ineficaz na transicdo da matematica escolar para a matematica académica,
traduzida, inicialmente, no Calculo.

Essa ideia torna-se mais evidente quando se compreende que o Calculo ¢ baseado
em experiéncias corporeas, sejam elas reais ou mentais. O Célculo tem origens histdricas
basicamente geométricas, que, séculos depois, foram desenvolvidas simbolicamente, por
meio de manipulagdes algébricas, para, apenas recentemente, ganhar defini¢des e provas
formais (TALL; MEJIA-RAMOS, 2004).

Parece nao fazer sentido, entdo, introduzir o estudo dessa disciplina com
abordagens totalmente abstratas que, além de caracterizarem uma ruptura do modo como
a Matematica ¢ percebida pelos académicos, contraria a construgdo humana. De acordo
com A2, “ao trabalharmos com algo muito distante da nossa realidade, podemos nao ter a
mesma compreensao do que querem nos ensinar”.

Uma abordagem corporificada do Caélculo “¢ muito importante para
desenvolvermos nosso conhecimento” (A4), pois, conforme ressalta A3, “nao ficamos s
em teorias e mais teorias” e, enfim, “podemos compreender o que estamos fazendo” (A4).
Assim, € possivel, conforme destaca A4, “nos tirar da teoria e nos levar para o lado mais
pratico do que aprendemos”, o que, na percepcao de A7, “traz uma motivagdo maior aos

alunos” e “ajuda na compreensao dos conceitos ensinados” (AS).

CONSIDERACOES FINAIS

Concordando com Tall e Mejia-Ramos (2004), entende-se que a introducdo ao
estudo do conceito de integral ndo deve ser feita a partir de um mundo muito sofisticado,
que enxerga o Calculo pelas lentes de ja-encontrados tipicos dos matematicos, mas ainda
muito complexos para estudantes recém concluintes do Ensino Bésico. Conforme
descreve-se neste texto, procurou-se construir um cendrio no qual o estudo do conceito de

integral fosse realizado a partir da realidade corporificada. Buscou-se criar condi¢des, por
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meio da Modelagdo, para que os futuros docentes percebessem o conceito de integral a
partir de seus jd-encontrados, provenientes da Geometria, da Aritmética e da Algebra.

Foi possivel inferir que a abordagem proposta foi bem aceita pela turma, que estava
habituada com realidades pedagdgicas tradicionais. Os discentes trouxeram sua percepgao
sobre a interagdo pedagdgica, construida nos mundos Conceitual Corporificado e
Operacional Simbolico, destacando que experiéncias corporificadas trazem mais sentido
para o que se estuda. Ademais, frisaram que aulas que ndo priorizam manipulagdes
algébricas e defini¢cdes formais sdo capazes de trazer mais motivacao aos educandos, sendo
uma inspira¢ao para sua futura atuacao.

Acredita-se que esta investigagao pode levar a pesquisas futuras sobre a construcao
pedagogica de conceitos do Calculo, provenientes do Mundo Conceitual Corporificado e
do Mundo Operacional Simbdlico. Para tanto, diversas metodologias e diferentes recursos
existentes podem ser considerados, como o uso de Tecnologias Digitais da Informagao e
Comunicagado e a Resolugdo de Problemas, por exemplo. Espera-se que esse trabalho, que
faz uso da Modelacao para a construg¢do do conceito de integral, atinja docentes de Calculo
que, considerando as particularidades de suas realidades, possam buscar formas de ensino

mais convergentes com os mundos habitados pelos académicos atuais.
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