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Resumen: Tomando como marco tedrico la Teoria de Situaciones Didécticas de Guy
Brousseau (1993), proponemos una secuencia didactica para ensefiar los criterios de
congruencia de tridngulos, en una primera instancia mediante € uso de lapiz y papdl, en
donde se aborda € tema y otra, en la que se resolveran problemas utilizando € Geogebra.
Mostramos € trabgo previo que existe a momento de crear y/o transformar actividades que
requieran € uso del software para su resolucién, e andlisis didactico de las actividades
propuestasy diferentes cuestiones que hay que tener en cuenta para el desarrollo de la misma.
En este trabgjo, uno de los aspectos del trabajo matematico en e que hacemos hincapié esta
referido a la validacion de la produccion matematica a partir de la visualizacion de una
imagen que deja ser estética 'y puede ser facilmente manipulable por el alumno y propiciar la
enunciacioén de conjeturas validas o no.
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221

Esta obra esta bajo una Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial-SinDerivar 4.0 Internacional.



ICT-UNPA-134-2015
ISSN: 1852-4516
Aprobado por Resolucion N° 1173/15-R-UNPA

1. INTRODUCCION

Este trabgjo surge en el marco del P129/A308, denominado “La inclusion de las TIC para la
ensefianza de la geometria en el nivel secundario” (2013-2015). Diseflamos una secuencia
didactica dirigida a alumnos de primer afio de secundaria para ensefiar los Criterios de
Congruenciade Triangulos.

Expondremos las caracteristicas del grupo de clase a la que va dirigida la propuesta y €
andlisis a priori de las actividades que conforman la secuencia, mostrando en particular las
discusiones que tuvimos en € momento de seleccionar y enunciar las actividades que
requerian ser realizadas usando el software de geometria dinamico.

Esta secuencia se comenzo a implementar en las dos primeras semanas de julio, y continuo
luego del receso en las dos primeras semanas de agosto.

2. CONTEXTO EDUCATIVO DONDE SE REALIZO LA IMPLEMENTACION
DE LA SECUENCIA DIDACTICA

La secuencia se disefié teniendo a quiénes iba dirigida, a un grupo de primer afio de
secundaria del colegio bilinglie Poplars School, donde S. Melo es la profesora de matemética.
Este es un grupo constituido por 21 alumnos con una edad promedio de 13 afios. Estos
alumnos poseen conocimientos geométricos previos, tales como la propiedad de la
desigualdad triangular, propiedades de triangulos y cuadrilateros, propiedad de los angulos
interiores y exteriores de los poligonos, area'y perimetro de figuras planas y un buen mango
de elementos de geometria para realizar cualquier construccion en |4piz y papel. Con respecto
al uso del software, en e periodo de diagnéstico en e mes de marzo hicieron actividades que
requeria € uso del mismo, repasaron nociones de lugar geométrico que habian adquirido
cuando cursaban 7mo., esto les permitio explorar y familiarizarse con el software. Igua ante
esta nueva interaccion con e Geogebra en e mes de agosto, se propicié que hicieran dos
actividades que, ademas de poner en juego propiedades geométricas, sirvan de exploracion
del programa nuevamente.

Las clases que requerian € uso del software se llevaron a cabo en e laboratorio de
informatica del colegio, ya que permite que cada alumno trabaje individualmente en unaPC y
posee acceso a internet. La institucion cuenta con una plataforma virtual, en la que cada
asignatura tiene un espacio virtual que complementa la clase presencial, por 10 que se subio
un archivo con las consignas para que cada alumno la tenga a su alcance y que una vez
terminada la actividad empleando el Geogebra cada uno suba y guarde su produccion
mediante un archivo.

En las clases se propicia € trabajo grupal, por lo que € grupo esta habituado a trabajar en
grupo, presentar sus producciones en la puesta en comun favoreciendo la participacion y €l
debate.

3. MARCO TEORICO

El proyecto de ensefianza que se describe se enmarca en una concepcion constructivista de la
ensefianza y aprendizaje de la matemética, en particular se toma la Teoria de Situaciones
Didécticas de Guy Brousseau (1993), es unateoria de la ensefianza, que busca las condiciones
para una génesis artificial de los conocimientos mateméticos, bajo la hipotesis de que los
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mismos no se construyen de manera espontanea. La concepcion constructivista lleva a
Brousseau a proponer un modelo que llama situacion, y que describe en términos de
interaccion entre un sujeto y un “medio” resistente, al que el sujeto se adapta, produciendo
conocimiento. En sus palabras: “El alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de
contradicciones, dificultades, desequilibrios, un poco como lo hace la sociedad humana. Este
saber fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por las respuestas nuevas que son la
prueba del aprendizaje”.

En esta teoria se describe |a ensefianza de |a matemética a partir de dos tipos de interacciones
bésicas:

» entre alumno y con un cieto medio resistente cuyo nacleo es un problema
matematico.

» entre docente y alumno a propésito de lainteraccion del alumno con € medio.

El concepto tedrico que describe el primer tipo de interaccion se llama “situacion a-didactica”
y modeliza una actividad de produccién de conocimiento por parte del alumno, que es
independiente de la intencion didactica del docente. La nocion de “contrato didactico”
describe y explica el segundo tipo de interacciones mencionado.

El docente tiene un rol fundamental en e momento que los alumnos realizan producciones a
partir de la situacion problemética dada, esta actividad se la llama devolucion. “No basta
““comunicar” un problema a un alumno para que ese problema se convierta en su problema
y se sienta € Unico responsable de resolverlo. Tampoco basta que € alumno acepte esa
responsabilidad para que el problema que resuelva sea un problema “universal’ libre de
presupuestos didacticos. Se llama “devolucion™ a la actividad mediante la cual el docente
intenta alcanzar ambos resultados.” (Brousseau, 1993).

Teniendo en cuenta la Teoria de Situaciones, elaboramos la secuencia didactica y realizamos
el andlisis a priori, € cua nos permitié definir la propuesta didactica a desarrollar en ese
primer afo.

El andlisisapriori de una secuenciadidacticainvolucravarios andisis:

El andlisis epistemol 6gico de |os contenidos que se quieren ensefiar,

El andlisis de las practicas docentes actual es con respecto a la ensefianza de la geometria 'y
sus efectos,

El andlisis del software Geogebra

El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos que
determinan su evolucion,

El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion didéactica efectiva,
distinguiendo tres dimensiones:

- ladimensién epistemol 6gica asociada a las caracteristicas del saber en juego,
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- ladimension cognitiva asociada a las caracteristicas cognitivas del publico a cual se
dirige la ensefianza,

- ladimension didéactica asociada a las caracteristicas del funcionamiento del sistema de
ensefianza.

El andlisis a priori se enmarca en una metodologia de investigacion denominada Ingenieria
didactica, la cual se caracteriza por un esquema experimental basado en las “realizaciones
didacticas” en clase, es decir sobre la concepcidon, realizacion, observacion y andlisis de
secuencias didacticas. Esta metodologia de investigacion se ubica en € registro de los
estudios de caso y cuya validacion es en esencia interna, basada en la confrontacion entre el
andisisapriori y €l andlisis a posteriori (Artigue, 1995).

Con €l objetivo de andlizar € impacto que tiene el uso del software Geogebra en la ensefianza
de la geometria en € ciclo bésico del nivel secundario, abordamos € proceso por e cua se
transforma & software desde su concepcion de artefacto a su concepcion como instrumento,
denominado “génesis instrumental” por Rabardel, (citado por Iranzo y Fortuny, 2009). En
dicho proceso se identifican a su vez dos subprocesos determinados por la direccion en la cual
se producen las retroacciones entre € alumno y el software: € de instrumentacion y e de
instrumentalizacion. Esperamos encontrar indicio de estos subprocesos en las producciones
gue los alumnos realicen durante la implementacion, enfocandonos en los modos en que €
software influye en |as estrategias de resolucién propuestas por 1os alumnos, para el caso de la
instrumentacion; y en como e conocimiento de cada alumno, y su manera de trabgjar, guia e
uso que hace ddl software, para el caso del proceso de instrumentalizacion.

4. DESCRIPCION DE LA SECUENCIA DIDACTICA

L a secuencia didactica el aborada consta de una primera parte para realizarse con |4piz y papel
que posibilite a alumno construir |os criterios de congruencia de tridngulos y la segunda parte
aborda &l tema mediante problemas que se resuelven usando e software dinamico Geogebra.
En un principio se pensaba abordar el tema usando directamente el software pero al redizar €
andlisis a priori de lo que podrian hacer los aumnos, observabamos que a intentar hacer
ciertas construcciones — por g emplo cuando se queria construir un triangulo dado un lado y la
medida de dos angulos — resultaba dificil determinar el segundo angulo con la medida dada,
anticipdbamos varias dificultades que tendrian los alumnos al manipular €l software que haria
que estos focalizaran su atencion en aspectos propios del instrumento tecnoldgico. También,
se pensd en construir triangulos y luego superponer pero aparecen ciertas limitaciones del
software, ademas de necesitar otros conocimientos, como simetria axial, por parte de los
alumnos que en esta instancia de formacion en la que se encuentran no poseen.

Como consecuencia de lo anterior concluimos en gue los alumnos realizarian una secuencia
didéactica para que construyeran |os criterios de congruencia haciendo las actividades en |4piz
y papel. Unavez institucionalizados | os criterios de congruenciay realizado varias actividades
aplicando los criterios, se les presentaria tres actividades para redlizar utilizando €l software
Geogebra, la resolucion de las mismas requiere utilizar algun criterio de congruencia sin que
esto estuviera manifestado en el enunciado.

Cabe aclarar que, en el andlisis didactico se incluye las resoluciones correctas esperadas y las
incorrectas con posibles intervenciones para que el alumno pueda superar la dificultad.
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A continuacion presentamos la secuencia didéctica llevada adelante en un ler afio de nivel
secundario, la describiremos en dos partes:

4.1 Primeraparte
La primera actividad dada tuvo como propodsito docente que los alumnos recordaran las
relaciones que existen entre los angulos que se forman entre dos rectas paral €l as cortadas por

unatransversal, y los angulos interiores y exteriores de un triangulo.

1) Seat¢// ¢, determinala medida delosangulosinterioresdel triangulo XYZ y UVY.

X Z

135¢

La actividad 2 permite a los alumnos evocar la clasificacién de triangulos segun sus lados y
segun sus angulos, ademas de explorar condiciones necesarias para construir un triangulo
conociendo una terna de medidas del mismo. El trabajo matematico que realizara € alumno
requiere el uso de instrumentos de geometria. Siendo muy importante indicarle que antes de
usar los instrumentos haga un bosgquejo del triangulo que debe construir ubicando los datos
dados, este dibujo no aescalaselo llamafigurade andisis.

2) Construye, s es posible, con las
medidasindicadas un triangulo por
B cada uno delositemsy en caso de
ser posible, clasificalos seguin sus
ladosy angulos:
a) c=b5cm , <B=55°, <A=35°
b) <C=40°,<B=75°,<A=75°
c) c=5cm, <B=40°, <A=100°
c d) c=8cm, b=8cm , <A=60°
€) a=bcm, b=2cm, c=2cm
f) a=6cm, b=4,5cm

b

Breve andlisisdidactico de la actividad 2

Es posible construir €l triangulo con las medidas indicadas en €l inciso a).

Al redlizar lafigura de andlisis puede ser que ubique uno de los angulos dados en € lado que
mide 5 cm. A continuacion se muestra posibles figuras de andlisis de como podrian ubicar |os
datos dados.
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b)

5em

Scm

Scm

Debe darse cuenta que es necesario trazar un segmento y ali ubicar los angulos dados y
observar dificultades paratrazar el segmento de 5cm si traza primero los dos angul os sobre un
segmento de medida cualquiera. Y gue otra cosa obtiene s marca € segmento de 5cm
primero y uno de los angulos.

Por g emplo, trazar un segmento de medida cual quiera ubicar un angulo prolongar € otro lado
de 5cm y en el extremo de ese segmento marcar € otro angulo, quedando como muestra la
figurae), que esigua alaa), pero cuando puse esa opcién pensaba que trazaba € segmento
de longitud de 5 cm y en cada extremo del segmento marcaba cada angul o indicado.

Si tenemos en cuenta los criterios:

CRITERIOSDE CONGRUENCIA

Dos triangul os son congruentes si tienen, respectivamente congruentes:

- lostreslados (primer criterio, que seindicara asi: L-L-L)

- un par de ladosy e angulo comprendido por ellos o e angulo opuesto al lado mayor de
los dados. (segundo criterio, que seindicara asi: L-A-L)

- un lado y par de angulos (ambos adyacentes, 0 uno opuesto y otro adyacente al lado
dado). (tercer criterio, que seindicara asi: A-L-A)

El inciso a) nos acerca a tercer criterio de congruencia segun el orden dado en € recuadro de
arriba, es posible construir dos grupos de tridngul os congruentes conociendo la medida de un
lado y dos medidas de angulos si se ubican de alguna de las siguientes formas:

» Unladoy € par de &ngulos adyacentes a ese lado, 0

» Unlado y uno delos dos angulos opuestos a ese lado y € otro adyacente a ese lado.

A continuacién la actividad que se propondra alos alumnos como nro. 3
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3) En € dltimo encuentro del aflo de grupos scout, se les propone crear, para
identificarse y sumar algunos puntos, unos banderines en forma triangular. El
coordinador de los grupos propuso un banderin de muestra, y lo lleva para que lo vean.
Cada grupo, para ahorrar trabajo, decidid tomar un conjunto detres datos del banderin
original, que tenia como medidas aproximadas para los lados las siguientes:. 4 dm; 7,3
dm y 8 dm y para los angulos: 30° 85° y 65°, para luego construirlo y recortarlo. A
continuacién esta el banderin original con las medidas de ladosy angulos indicadas en €
mismo.

Banderin original:

Figural

La tabla que se da a continuacion® muestra el conjunto de tres datos que tomé cada grupo de
Scout, construyan los banderines con las medidas escogidas en cada grupo, una vez
construido lo tienen que recortar y superponerlo con e banderin original (figura 1). Esta
actividad la pueden redlizar en grupos de no mas de cuatro integrantes. Indiquen s los
triangul os construidos son congruentes al banderin en la cuarta columna de latabla.

GRUPO DATOS TRIANGULO OBTENIDO Escongruente al
SCOUT banderin
SioNo
1 *30°
*85°
*65°

2 Aclaracion: Se les da una tabla con los distintos datos tomados por los grupos scout para que cada grupo de
alumnos construyan los tridngulos. Luego, se les da el tridngulo original, para que ellos superpongan y puedan
ir anotando con qué datos pueden construir uno congruente.
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*7,3cm
*8cm

* Angulo
comprendi
do 30°.

*8cm
*7.3cm
* 4cm

*4cm
*7,3cm
*Angulo
opuesto a
menor 30°

*8cm
*7,3cm

* Angulo
opuesto a
mayor 85°

*65°

*30°
*Lado
adyacente
8cm

qué?

Andlisisdidactico dela Actividad 3

Luego de completada |a tabla contesten las siguientes preguntas:
a) ¢Quégrupos scout tomaron datos que no le permitieron ganar puntos? ¢Por

b) ¢Quédatos deberian detener en cuentalosgrupos scout para construir
banderines congruentes al original?
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a) ¢Quégrupos scout tomaron datos que no le per mitieron ganar puntos? ¢Por
que?

Rta: El grupo 1y 4 obtuvieron triangul os diferentes, por 1o que no obtuvieron puntos. El
grupo 1 obtuvo un tridngulo més chico(o mas grande), es decir, tiene los mismos angulos
pero distintos los lados. El grupo 4, obtuvo un triangulo con distinto lado y angulo.

Algunas conjeturas que podrian aparecer:
* Teniendo como datos |os tres angulos los tridngulos no  son congruentes
* Teniendo como datos dos lados y € angulo opuesto al menor, los triangul os no son
congruentes
Podria surgir alguna situacion de que € alumno no crea que sea asi, por |o que selo podria
invitar a construir nuevamente.

b) ¢Quédatos deberian detener en cuentalosgrupos scout para construir
banderines congruentesal original?

Rta: Guiandose por las construcciones que hicieron y comparando, podrian llegar a decir que
obtuvieron tridngulos congruentes, tomando como datos:

*Lostreslados.

*Dosladosy € angulo comprendido.

*Dos angulosy € lado adyacente.

*Dosladosy € angulo opuesto a mayor.

Entonces, remitiéndonos a la pregunta, los grupos scout deberian de tener en cuenta lo
mencionado.

En este momento se debe hacer una puesta en comun, para explicitar las conjeturas, ya sea en
las que se obtuvieron triangul os congruentes y en las que no. Para ello, se hara uso de latabla.

A continuacion |as actividades que siguen con una breve descripcion de la misma.

4) ¢Podriasconstruir dostriangulos diferentes sabiendo que sus angulosinteriores
miden 65°,65°, 50°? Si puedes constr Uyalos.

Tal vez, este gercicio podria dejarse de tarea. Laidea es volver a estos conocimientos
provisorios que se vienen dando.

65°

FdaR

o

/ 650 66°
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Otravez, la conjetura sera que teniendo como datos los tres angul os, los tridngul os no son
congruentes, pues las medidas de |os lados son distintas. Hasta ahora solo se puede decir que

graficamente, se puede ver, y si se superponen ambos triangul os no coinciden exactamente.
(Argumentacion débil).

5) Dadosdostriangulos, con los siguientes datos:
AB=5cm; BC=3cm y B=65°.
PQ=3cm; QR=5cm y P=65°
£Son siempr e, a veces, nunca congruentes? En caso de ser a veces muestra un par de
tridngulos quelo sean y otro que no lo sean. Justifiquen su respuesta.

Rta:

B S A Q 2 P

Algunos alumnos se veran tentados a decir, que no son congruentes ya que de la construccion,
visuamente parecen distintos. Uno como docente, podria intervenir, remitiéndolo a lo
realizado anteriormente (gercicio de los grupos scout) y apoyandose en las conjeturas que se
sacaron, ver si se puede utilizar y decir si son congruentes o no. En concreto, € alumno podria
decir que son congruentes basandose en la conjetura de dos lados y € angulo comprendido.

Otros, podran recortar y superponer, que es una manera de asegurar la congruencia, sin
embargo uno podria pedir una justificacion que no sea superponiendo, diciendo que capaz se
recortd mal y justo dio congruente, esto no degja de ser una experiencia y puede existir la

posibilidad de que € resultado se haya encontrado por casualidad ya que no se controla por el
uso de propiedades geométricas.
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Estos triangul os no son congruentes, algunos van a superponer, y de alguna manera se verala
No congruencia, y otros van aintentar utilizar las conjeturas del gjercicio anterior, pero se van
a encontrar con que los datos asi puestos no alcanza para asegurar la congruencia. Aca es
donde uno debe pedir que escriban el porqué.

Podria surgir, esta construccion que no se puede realizar. El angulo no puede estar opuesto a
lado de 3.

Otra situacion que puede ocurrir es que puedan ver solo una manera de construir, entonces
habria que indicarle que pruebe construyendo cambiando los lados y €@ angulo.  Esta
intervencion esta referida a la ubicacion de los datos dados en e momento de construir.

Este gercicio, suponemos, le mostrara a alumno: de que se pida el “angulo comprendido” en
el criterio no es un detalle menor para que se cumpla la congruencia, y s no, se debera
decirlo.

Terminada esta etapa se estaria en condiciones de propiciar la institucionalizacion de los
criterios de congruencia a partir de lo producido por |os alumnos.

CRITERIOS DE CONGRUENCIA

Dos triangul os son congruentes si tienen, respectivamente congruentes:

- lostreslados (primer criterio, que seindicara asi: L-L-L)

- un par de ladosy e angulo comprendido por ellos o e angulo opuesto al lado mayor de
los dados. (segundo criterio, que seindicara asi: L-A-L)

- un lado y par de angulos (ambos adyacentes, 0 uno opuesto y otro adyacente al lado
dado). (tercer criterio, que seindicaré asi: A-L-A)

Una vez establecidos los criterios se dardn a los alumnousactividades con € objetivo de que
utilicen algunos de los criterios parajustificar las respuest i .

6) Deunarecta¢, toma un segmento cualquiera lii3, traza la mediatriz y desde un
punto C cualquiera de €ella, une los extremos dersegmento. ;COmMo son entre si las
figuras que se formaron? Fundamenta tu respuesta. ¢Qué podrias decir del
tridngulo ABC?
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Primero, tiene que quedar clara la consigna para que todos realicen la misma construccion,
ademés de lo que se quiere demostrar, seguramente se tendra que recordar € concepto de
mediatriz.

Luego de haber realizado lafigurade andlisis (figura 2), seraimportante discriminar |os datos
gue ofrece € problema ya que lo visua serd muy fuerte, y de esta manera justificar con la
aplicacion de algun criterio.

]
1
[ o
1

rectal

E——

| Mediatriz

Figura 2

Soluasn.l;
L0 =hinB por ser C punto de lamediatriz de i3, por lo que ABC esisosceles.

i Sommizion 2:
E 1 caso que no rccordaran que Ios pL""'OS de la mcdi atriz equidistan de los extreniins del

__9 - 0B por ser O punto medio de_a_..B pues la mnedlat._..:z divide por lamitad ali/3

ff.j : Lado comiin

E3A=COB=90° pues|amediatriz es perpendicular ali/3
Por el 2do. criterio (L-A-L) lostriangulos CAO y COB sorrwongruentes y ABC resulta ser un
triangulo isdsceles. Pues al ser los triangul os congruentes surge |a congruencia de los lados
CA @CB por o gue tenemos un triangul o isdsceles.

$luciiin 3: En € intento de demostrar o validar su respuesta, es posible que algunos
ammni se vear tentados a utilizar lo que ven y usarlo como hipétesis, por gjemplo,
[111 =1iB. Entonces habria que intervenir y hacer hincapié en los datos que se tienen
(mrpotauis) y los elementos de los cuales no sabemos nada (lo que debemos demostrar).

En conclusion esperamos que en la carpeta quede escrito algo similar alo siguiente:

TABLA DE LADOS TABLA DEANGULDS

COA4 COB COA4 COB
AC BC A B
AD OB 0 (o]
CcO CcO C C

B recta |

—_—— -

| Mediatriz
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La actividad quzitse propone a continuacion tiene e mismo objetivo que la anterior en cuanto
al trabajo matemmatico que se espera que despliegue el alumno.
7) Dadosiii} bisectrizde ABC, AB ~ OA y CB ~ CO_ Pprobar que:
CB@AL

En cambio la siguiente actividad propiciaidentificar s se cumple algunos de los criterios para
determinar si son 0 no congruente |os pares de tridngul os indicados en cada inciso.

8) De los siguientes pares de triangulos, segun los datos de las figuras, decir s se
puede asegurar su congruencia. En caso de poder asegurarse su congruencia,
escribe  criterio quelo aseguray lastablas de ladosy angulos correspondientes.

En estos casos sera importante identificar los datos que brindan las figuras de andlisis e ir
analizando queé criterios se pueden o no llegar a aplicar.

Jcm ‘ " Acm
. hem 3o\, 60 bem
70"° KO"
C B p A c
A M A '
LN ’ Jem
Jem N
N B w 20’ D 10cm
B 10 C
7em cC P fem e M

4.2 Segunda Parte

Nos llevé un tiempo considerable, definir las actividades que se presentarian a los alumnos
para que las resolvieran usando € software Geogebra, seleccionamos varios problemas y los
resolvimos sin usar € software, luego haciamos variantes de |as variables de la consigna y 1os
resolviamos usandolo, cuando veiamos que la resolucion mediada por e software
simplificaba demasiado € problema propuesto este se descartaba. Haciendo este proceso
guedaron tres problemas, de los cuales dos se extrgjeron del Libro de la Matemética de ler
ano de Broitman y otros, editorial Santillana, la consigna origina de ambos se presentaba asi
en el texto y eraparareaizarlas con |4piz y papel:
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lﬁi El tridngulo ABC es isosceles y A Machete
rectdngulo; D, K y E son puntos Los criterios de
medios de los lados de ABC.

Intenta probar que los D E
triangulos ADE y EKC
son congruentes.

{5eria vélido lo que indicaste en el punto anterior si ABC no
fuera isosceles? {Por qué?

P‘ * El tridngulo ABC es isésceles y sus
medianas son EC, FB y DA.

{Es cierto que los tridngulos EOB
y FOC son congruentes? Justifica.

© Santiana 5.4, Prohibida s fotocopia. Ley 11,723

{Cambiaria la respuesta del punto anterior si el tridngulo ABC no
fuera isésceles? éPor qué?

IBB B33 33333333033330001)))

En cuanto a tercer problema surge del andlisis de problemas que la OMA promueve a través
de los Clubes Cabri, uno de los integrantes se le ocurri6 observando € gréfico del problema 3,
nivel A, de 14ta Competencia de Clubes Cabri Ronda Final:

Construir la siguiente figura donde ACB = 135°, 2 BC = AC =4, BCD =60°, AC=CD Yy E es el punto
medio de CD. Hallar la medida del &ngulo ADB.

Enlace: http://www.oma.org.ar/enunciados/14ta3era.htm.

Dado que en € gréfico hay un punto C, é pensd que se podria desplazar para formar dos
tridngul os congruentes (y sin que exista el punto E que esta en ese problema).

Nuestro andisis nos hacia preguntarnos mas cdmo se presentaria la consigna para que
resultara un desafio para los aumnos y a mismo tiempo que ellos vislumbraran que era
posible solucionarlo.

L as consignas quedaron finalmente formuladas asi:
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Primera actividad
A continuacion veran en pantalla la siguiente animacion®.

a) Reproduzcan en su pantalla lo que acaban de ver: construyan € triangulo
con los puntos y nombres dados de modo tal que puedan hacer la misma
animacion que vieron.

b) ¢Qué condicién debe cumplir € punto J para quelostriangulos GJK y JLI
sean congruentes? Justificar.

c) Establecido € punto J como lo pide € punto anterior, ¢Cual eslarelacion
entreel areadel paraldogramo JLKH y € triangulo GHI?

Samiunda actividad ]
Semun triangulo ABC cualquieray sean E, D y F los puntos medios de los lados i3, 11/C
y I respectivamente. Se trazan las medianas tal como se observa en lafigura.

a) ¢Bajo qué condiciones los triangulos EBO y DOC son congruentes?
Justificar.

b) Teniendo en cuenta & punto anterior, ¢Qué otros triangulos quedan
deter minados congruentes?

Terceraactividad
a) Construir un triangulo isésceles ABC, hallar un punto interior D a dicho

triangulo, de modo tal que los triangulos ABD y BDC que quedan
deter minados sean congruentes entresi.

® Mediante un proyector se muestralafiguray se moviae punto J sobre lado Gl, los alumnos observaban al
punto J desplazarse como asi también las rectas que pasaban por é, cada una de ellas paralela a uno de los otros
doslados ddl triangulo GHI.
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4.2.1 Discusionesy andlisis didactico dela primera actividad

Al momento de explicitar la consigna a los alumnos surgen varias preguntas con respecto ala
informacion que se les dard a los alumnos, por gemplo s se les tiene que decir 0 no si son
paralelas las rectas que cortan los lados del tridngulo.

Al ver la animacion los alumnos tendran posibilidad de notar como se mueven las rectas, y
observar algun tipo de relacion para poder reproducirla en su pantalla. Esto nos hizo recordar
lo que hacemos cuando trabgjamos con lapiz y papel, se dala consigna y se les pide a los
alumnos considerar €l dibujo de referencia o hacerlo en caso que no haya un soporte grafico,
generalmente se informa que se trata de determinado triangulo y s hay algun relacion
particular entre rectas y lados por g emplo paralelismo o perpendicul aridad.

fleor lo que consideramos que luego de hacer la animacion, Romina hiciera omda@zalgunas

i son paralelas que no es una transversal cualquiera, se les podria preguntar gyuis tipo de
wiidngulo es GIH?, ¢esa recta que pasa por & segmento JL como es respecto al lado [ 1? o ¢la
recta que pasa por el segmento JL (KJ) como es respecto al lado GH (HI)? estas preguntas se
harian para orientar que deben mirar en la animacién para luego poder reproducirla. O no
hacer ninguna pregunta y ver que se les ocurre hacer para lograr la misma animacion. Si se
realizan preguntas estas serian para ayuidar al alumno en e mismo sentido o necesidad que
tiene cuando se acompafia a una consizzna con un dibujo de referencia e indica que es un
triangulo recténgulo, o se explicita que “izal recta corta perpendicularmente a esta otra”, etc.

J se mueve siempre sobre e segmento [I:]. Puede ocurrir que debido a una construccion que
no respete las propiedades de la figura, b»no pertenezca a ese segmento, o bien que las rectas
trazadas no sean paralelas a los lados, que sean ubicadas “a 0jo” en la pantalla sin usar el
comando adecuado del software. Durante la presentacion de la figura debe quedar claro que €l
cuadrilatero JLHK es un paralelogramo, independientemente del tipo de triangulo GIH.

El problema gque puede llegar a surgir es que cuando ellos construyan queden distintas letras,
o en distinto orden. Hay que indicar que renombren los puntos para que sea mas clara la
puesta en comun.

- Una posible solucién inicial seria ir moviendo € punto J hasta que visualmente los

triangul os se vean congruentes. En ese caso se les debe indicar que utilicen alguno de
los criterios parajustificar su respuesta.
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- Otraposible solucic: es que se den cuenta, a mover e punto J que este tiene que ser
el punto medio de [i:, con o cual podrian utilizar la herramienta punto medio para
determinar un puntcrzobre el cual ubicarian € punto J.

- Otra posibilidad seria que no lo ubiquen exactamente pero se den cuenta de la
propiedad que debe cumplir J.

Posibles intervenciones:

Podran dedlizar el punto J de maneratal que los triangulos JLI y GKJ visualmente
gueden congruentes entonces uno podria preguntar si se podria dar la ubicacion
exacta de J y como aseguramos que los triangulos son congruentes. Suponemos
gue los alumnos dirdn que hay que aplicar alguno de |os criterios vistos.

Partiendo de que J se debe ubicar en e punto medio podremos decir que los
segmentos GJ=JI y preguntarles qué otros datos se puede encontrar o
necesitariamos y aqui se podria sugerir que piensen en angulos ya que se han
trazado paralelas 0 en el paralelogramo que queda formado JKHL.

Una vez decidido que J debe ser e punto medio deben fundamentar utilizando alguno de los
criterios.

Se cumple en ese caso |0 siguiente:
Segmentos congruentes: J1 =GJ por construccion.
Angulos congruentes: 1fL=JGK por ser correspondientes entre paralelas
Angulos congruentes: GJK=JTL por ser correspondientes entre paralelas

Los alumnos usarian, en este caso, el criterio “ALA” para asegurar que los triangulos sean
congruentes.

Quedaria para ellos hacer latabla de lados y de angulos.

Otra posible justizzcacion es que utilicen que los segmentcil ¢Kii K] son congruentes por ser
K punto medio prero por haberlo observado en el Geogebruu singistificarlo. E igualmente con
lapropiedad LI=IiiH podrian asegurar que los segmentos (i y ki son congruentes por ser L
punto medio de 1117 .

Una primera aproximacion ala respuesta ¢) por parte de los alumnos podria ser mediante la
utilizacion de la herramienta Geogebra “poligono” para determinar el area del paralelogramo
y compararlacon ladel triangulo.

Otra posible solucion seria trazar el segmento JH, como se muestra en la figura 3, y mostrar
gue guedan determinados dos tridngulos congruentes. A continuacién utilizando €l segmento
JL se puede mostrar que los triangulos JLI y JLH tienen igual area, pues tienen igual base e
igual altura. Por lo tanto el area del paralelogramo es dos veces € area del tridngulo JLI, es
decir, lamitad del areadel triangulo GHI.
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Figura3

Trazando € segmento KL, se puede llegar a otra solucion, ya que se puede mostrar que los
cuatro tridngulos obtenidos son congruentes (ver figura 4). Por lo tanto, como el
paral el ogramo ocupa dos de cuatro tridngulos, equivale alamitad del areatotal.

Intervenciones. “¢Por qué los cuatro triangulos son congruentes? Ya anteriormente se
demostro que los triangulos GKJ y JLI son congruentes, ademas es facil también ver y
demostrar que los triangulos JKL y HKL también lo son”. Se podria sugerir demostrar la
congruenciaentre los tridngulos JLI y KHL, o agun otro par que se les ocurray ayude.

Figura4

A partir del trazado de este segmento, también se puede apreciar, que a realizar una rotacion
con centro en J del triangulo GKJ obtenemos el paralelogramo KHIK’ (ver figura 5), que

posee la misma area que €l triangulo original, y del cua e paraelogramo KHLJ corresponde
alamitad.

Figura5

4.2.2 Dmmrussinnes wiizndlisis didactico de la segunda actividad
tmuia v trigsd gulo ABC cualquieray sean E, D y F los puntos medios de los lados

I3, IiIC y Ii{C respectivamente. Se trazan las medianas tal como se observa en la
g .
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a) ¢Bajo quécondicioneslostriangulos EBO y DOC son congruentes? Justificar.
b) Teniendo en cuenta e punto anterior, ¢Qué otros triangulos quedan
deter minados congruentes?

Una vez replicada’ la figura en la pantalla (figura 6), para buscar la congruencia entre los
triangulos EBO y DOC podrian mover uno de los vértices del  triangulo ABC, puntos libres,
dglando los otros dos fijos hasta poner “a 0jo” dicha congruencia. Si utilizamos, por g emplo,
“C”, d moverlo hacia la izquierda conseguiremos que ABC sea isosceles, también podria
suceder que quede equilatero, habria que hacerles notar a los dumnos que es un caso
particular de un triangulo isosceles.

De lo que se puede observar de la figura obtenida (figura 6), la condicion gque permite
justificar que los tridngulos EOB y DOC sean congruentes es que € triangulo ABC debe ser
isosceles. Se deberd redizar la demostracion usando los criterios de congruencia

Figura7

-

Figura 6
Posibles demostraciones;

)] En lafigura 7 temmmos @utriangtilh ABGmsosceles, donde 4| = [il yiiE
son Medigpmas por lo que 1Dy E smn puniss mecllos de esosimaos igts lfs,
tenemostiie |DC| = |AD| = [[#B]| = [ill

- EOB = DO Cymor ser &nguims opuestos por & m’ticc

- = sabe que AF' es mediawa, purmser dato de las

s Jsceles resullta que piir emmeriterio L-L-Liiios toum
mngruentes, por 10 tanto [ tarsmién es bisectriil de BAC

- AF es mediatriz del segmemés [l por lo que 10C| = [OB|, podemos afirmar que €

triangulo BOC es isOsceles.

- Al ser BOC un triangulo isosceles, los angulos FBO y FCO son congruentes. Como

ACB = ABC por ser € triangulo ABC isosceles; se concluye que 0CD = OBE.

- Usando el criterio L.-A-L, los triangulos EOB y DOC son congruentes.

* Recordar que |os alumnos tenfan la consigna en formato digital.
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A partir de las anteriores premisas, puede surgir mas de ux
los triangulos DOC y EOB son congruentes. Como |o nez
[1) Partiendo de que ABC es un tridngulo isosceles dond (i = |4AB]

y por ser Dijifizmunto medio, respectivamente,
resulta quel! DCl |EB].
es mediana y el trianguliiiil BC
que también es media:
soodemos afirmar queliii’:
1i]. Como se sefida en & rgura

wariterigque permite justificar que
nos ammontinuacion:

Por € criterio L-L-L, se concluye que los
triangulos DOC y EOB son congruentes, que es o
gue se queria probar.

Ficura 8

1) También se podria demostrar que los
miangulos DOC y EOB son congruentes por € criterio A-L-A, se tiene como premisas que
#B=DC,0CD = OBE (ver premisas de la demostracion I) y se podria justificar que CDO =
LI0OB a partir de la congruencia de triangulos DCB y CEB. Esta posible solucién puede
resultar mas complea ya que, previamente, requiere de la congruencia de dos triangulos que
pueden resultar dificiles de identificar visualmente.

Dando respuesta e item b) de la actividad, teniendo en cuenta el puntQ anterior, se puede
afirmar que los triangulos FOB y FOC son congruentes ya aue son dossmitades del tridngulo
isosceles BOC.

Por otro lado, anémsundouinos triangulos AOD y AEO, tersamos que A0 es lado comun, los
angulos EAO y 0 o _gruentes por ser € segmento I'F la bisectriz dc BAC. Ademés,
por construccion ! '

. Por lo tanto, por € criterio
18 triangulos analizados son también congruentes.

wicongruencia de |os trigmszulos DCB y CEB, por el criterio L-
= .:', pues  ABC ues un  triangulo ismmiscles
Tdisrespmmmivamente; i es lado cominy EBC=DCI

Se podria demostrar la congru&:
|"B| por ser ABC isésceles; Vi
EAC el angulo comun.

ki d iili/C y ADB mediante € criterio L-A-L, pues [ =
=

i5if] por ser D y E puntos medios de dichos fauvs 3

4.2.3 Discusionesy andlisis didactico de la tercera actividad
3) Construir un triangulo isdsceles ABC, hallar un punto interior D a dicho
tridangulo, de modo tal que los triangulos ABD y BDC que quedan deter minados
sean congruentes entre si.
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4) En caso que € triangulo ABC de punto 3 no fuera isosceles, ¢es posible
encontrar un punto D cualquiera, de modo tal quelostriangulos ABD y BDC que
guedan deter minados sean congruentes entre si?

En la formulacion de la actividad 3) estuvo en dilemaiii se detia: “Camstruir vmstriangulo
escaleno ABC” o “Construir un triangulo isosceles ABC

Si le deciamos escaleno, tendrian que darse cuenta, que |i#C| = [1iD] y 13| = [I17]
B

A

Si consideramos hacer el punto 3, sin aclarar qué tipo de tridngulo deben construir, pueden
hacer un isosceles o un escaleno acutangulo.

Supongamos que construye un tridngulo escaleno acutangulo y ubica € punto D, como la
siguiente imagen:

-
-

Al marcar € punto D y traza segmentos para definir los tridangulos pedidos ADB y CDB. El
alumno estara tentado en mover e punto D y “a 0jo0” establecer cuando ambos triangulos
guedan supuestamente congruentes. ¢Cud es la preguuisa o preguntas que debe formular ¢
docente para que los alumnos validen la respuesta?

Al mover € punto D, los alumnos pueden anticipar que D debe ser bisectriz del ABC.
Ademas de ser lado comun de ambos triangulos. En la péiitalla podria estar viendo esto:
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2 GeoGebia . B e .. .. oo

] )

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A ] ele]<lN]

» Vista Algebralca L * Vista Graflca
= Punto j_L__ D' — v AA W
J A=(-0.96,4.88)
4 B=(3.14,3.14)
J C=(-1.66,1.44)
J D=(-0.54,3.15)
= Segmento
Jd a=5.09 A
, =3.68

b =3.51 [
b, =1.78 f

b2 =2.04

c=4.45
=3.68

d=4.45
5 d,=509

ABC

e W Ve .

= Triangulo
J poligono1 = 7.66
J poligono2 =3.18
4 poligono3 =3.15

Si esta activo la vista algebraica, pueden ver que las &eas® de ambos son précticamente
iguales, einfieran que son congruentes porque ademas visual mente se perciben iguales.

Puede ser que ante esto alguno i
congruentes se debe verificar uno deiric
un angulo y de un lado de ambos tri ¢
gue el tercer dato son que los lados i3 y s
encontrar la medida, si lo hicieran e wofweks informaria que |E:3|=4,45 y que |
esto les mostraria que son victimas de unailusion optica.

~que dos tridngulos sean
j 30]0 tiene infornmmcion de
1o alumno tentaruii: a decir
i 1, puede que se kms ocurra
1=5,09

Si lo anterior fuera expuesto por un grupo en la puesta en comun serd conveniente que:

- Observen que s dos triangulos tienen la mizmna @wa esto no es suficiente para
decir que son congruentes. Mostrando un contzsejer i1 lo.

- Qued triangulo ABC lo construyeron arbitrar=zmenz= por lo que podrian construir
otro triangulo ABC de modo tal que los lados iiB yldiZ sean congruentes.

- Einstalar en e grupo en caso que se haya daue o wuterior, (es posible hacer otra
modificacion que no sea dlterar a triangulo ABC construido originalmente? Y ahi
estariamos frente ala consigna de la actividad 4.

Con lo dicho anteriormente llegamos a la conclusiéon de que la consigna pidiera la
construccion de un tridngulo isdsceles sin indicar cuéles eran |os lados congruentes

® Poligono2 y Poligono3.
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5. CONCLUSIONES

Los que participamos en la elaboracion de esta secuencia didactica, tenemos distintas
experiencias con respecto a llevar adelante propuestas didacticas, por un lado profesores con
mas de 20 afnos de experiencia, profesores noveles que tienen alo mas tres afios de actividad
docente y una alumna avanzada del Profesorado. Por lo que las discusiones fueron
interesantes para formular las consignas de actividades que se realizaban con e software
Geogebra. Més de una vez las posturas conservadoras en cuanto a cdmo desarrollar las clases
vinieron de los jovenes integrantes del grupo.

Las actividades arealizar con e software son diferentes a la que figuran en los libros de texto,
al tener la posibilidad de manipular la construccion, las preguntas que se pueden formular
tienen que permitir al alumno buscar relaciones que se visualizan cuando se mueve alguna
parte de la construccién, y que estdn ocultas cuando la imagen con la que se trabaja es
estatica.

Podemos adelantar que el trabajo de los alumnos arededor de la validacion de sus conjeturas
fue fructifero y alentador para futuras implementaciones. Lo que nos alienta a seguir
disefiando secuencias mediadas por un software, como puede ser el Geogebra, sin abandonar
el quehacer propio de la matemaética.
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