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Resumen

Este estudio forma parte de una investigacion mds amplia centrada en explorar el pensamiento funcional de es-
tudiantes de educacion primaria y aborda los niveles de generalizacion de 22 estudiantes de cuarto de primaria
(9-10 afios) cuando trabajan con una tarea que incluye una relacion funcional (y=2x). Identificamos los distintos
niveles de generalizacion evidenciados durante una sesion de clase. En esta sesion, los estudiantes participaron ac-
tivamente, respondiendo a distintos casos con cantidades cercanas, lejanas e indeterminadas. Encontramos que los
estudiantes utilizaron distintos niveles de generalizacion, desde el recursivo particular hasta el funcional particular
emergente, segun las categorias previamente establecidas. Ademads, identificamos que estos niveles de generaliza-
cion estuvieron asociados al momento de la clase y al caso presentado.
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Abstract

This study is part of a broader research project focused on studying the functional thinking of elementary school
students and addresses generalization among 22 fourth grade students (9-10 years old) when working on a task
that includes a functional relationship (y=2x). We identified different levels of generalization among the students
during a class session. In this session, students participated actively, responding to different cases with close, distant,
and indeterminate quantities. We found that students used different levels of generalization, from particular re-
cursive to particular emergent functional, according to previously established categories. In addition, we identified
that these levels of generalization were associated with the moment of the class and the case presented.

Keywords: functional thinking, generalization, levels of generalization.

INTRODUCCION

El interés por la investigacion en torno al pensamiento algebraico sigue tomando terreno en la litera-
tura actual (Pinnock, 2020; Ventura et al., 2021). Especificamente, la generalizacién, que es nuestro
foco en este estudio, sigue aborddndose y esta presente en distintos estudios que forman parte de las
actas de los ultimos simposios de la Sociedad Espafiola de Educaciéon Matematica (SEIEM) (p. ej., An-
glada y Cafadas, 2021; Pinto y Cafiadas, 2017; Polo-Blanco y Goni-Cervera, 2019; Torres et al., 2018).

En el ambito del pensamiento algebraico, la generalizacién es un proceso clave en la investigacion
con los primeros cursos (Mason et al., 1985) siendo considerada como una practica algebraica (p.
ej., Blanton y Kaput, 2011; Cafnadas y Castro, 2007). Nos centramos aqui en un enfoque funcional al
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pensamiento algebraico considerado como una opcién para abordar la ensefianza del algebra a través
de la generalizacién y la representacion de relaciones entre cantidades covariantes, asi como el razo-
namiento con estas (Blanton y Kaput, 2011; Blanton et al., 2011).

Actualmente el curriculo espafol de educacion primaria incluye el sentido algebraico, destacando en
los contextos funcionales los saberes conectados con las relaciones y las funciones (Ministerio de Edu-
cacion y Formacion Profesional, 2022). Esto justifica desde el punto de vista curricular, la necesidad de
trabajar nociones algebraicas, como la generalizacidn, en este nivel educativo.

En este estudio nos planteamos las siguientes preguntas de investigacion: ;Cdmo generalizan los es-
tudiantes de cuarto de primaria la relacion funcional implicada? ;Qué asociaciones existen entre las
formas de generalizar y momentos determinados de una sesion de clase y los tipos de casos (niumeros
cercanos, lejanos y cantidades indeterminadas) planteados? Nuestro problema de investigacion gira
en torno a caracterizar los niveles de generalizacién que utilizan estudiantes de cuarto de primaria
al trabajar en tareas que involucran el reconocimiento de una relaciéon funcional. Entendemos por
niveles como estados mentales a través de los cuales los estudiantes se mueven bidireccionalmente a
medida que avanzan en su aprendizaje (Clements y Sarama, 2014).

El objetivo que nos planteamos es identificar los niveles de generalizacion evidenciados por los estu-
diantes segun el momento de la clase, segtn la sesién disefiada y segtin los casos presentados (casos
cercanos, lejanos e indeterminados) durante el desarrollo de la sesion.

MARCO CONCEPTUAL Y ANTECEDENTES

La generalizacion es una actividad en la que las personas en contextos sociomatematicos especificos
identifican lo que es comun para todos los casos, extendiendo su razonamiento mas alla del ambito
en el que se origin6 u obtienen resultados mas amplios a partir de casos particulares (Ellis, 2011). La
generalizacion, su representacion, el sentido de variabilidad y la relacién que se puede establecer entre
variables destacan en la literatura de investigacion como elementos clave para promover el desarrollo
del pensamiento algebraico de los estudiantes (Kaput, 2008; Kieran et al., 2016; Radford, 2018). Este
enfoque funcional es una via curricular para el desarrollo de la capacidad de generalizacion en los
estudiantes (Blanton y Kaput, 2011). En este enfoque, asumimos que la generalizacion hace referencia
a las diferentes maneras que tienen los estudiantes de expresar una relacion funcional que involucra
dos cantidades que covarian (Pinto y Cafadas, 2017). En los primeros cursos, la generalizacién puede
ser expresada de diferentes formas, transitando desde el uso del lenguaje verbal hasta llegar a emplear
elementos mas simbolicos (Radford, 2002). La generalizacion es considerada como una construccion
cognitiva individual. Esto ha ayudado a distinguir diferentes tipos de generalizacion e identificar las
competencias y dificultades que los estudiantes presentan para generalizar (Ellis, 2011). Especifica-
mente en el estudio sobre generalizacion, son varios los autores que han profundizado en la sofistica-
cion de la expresion de la generalidad con estudiantes en edades tempranas (Radford 2018; Urena et
al., 2019).

En concreto, en este estudio destacamos el trabajo de Blanton et al. (2015), por desarrollarse con
estudiantes de los primeros cursos de primaria, y por referirse a tareas en contextos cercanos a los
estudiantes, similares a los que empleamos aqui. Los autores identificaron y caracterizaron niveles de
sofisticacion de la generalizacion sobre las relaciones funcionales con nifios de seis afios. Estos niveles
son: (a) preestructural, los estudiantes no describen ni utilizan implicitamente ningtn tipo de rela-
cién matematica al hablar sobre los datos del problema; (b) recursivo particular, conceptualizan un
patron recursivo como una secuencia de instancias particulares; (c) recursivo general, conceptualizan
un patrén recursivo como una regla generalizada entre valores sucesivos arbitrarios sin referencia
a instancias particulares; (d) funcional particular, conceptualizan una relacién funcional como un
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conjunto de relaciones particulares entre valores correspondientes especificos; (e) funcional primitivo
general, conceptualizan una relacién general entre dos cantidades a través de un conjunto de casos,
con representaciones primitivas; (f) funcional general emergente, reflejan la aparicion de atributos
clave de una relacion funcional generalizada, aunque su representacion de la relacion es incompleta;
(g) funcional general condensado, conceptualizan las funciones como una relaciéon generalizada entre
dos cantidades arbitrarias y sefialadas explicitamente; y (h) funcién como objeto, el estudiante sabe
que generalizar implica comprender lo que se conserva y lo que se pierde entre las estructuras especi-
ficas que tienen algun isomorfismo. Para este estudio utilizaremos las categorias de estos autores para
describir los niveles de generalizacién evidenciados a lo largo de una sesion de clase por un grupo de
estudiantes de cuarto de primaria (9-10 afos).

METODOLOGIA

Llevamos a cabo una investigacion cualitativa de caracter explicativo cuyo objetivo era explicar cémo
ocurre una situacion (generalizacion) y en qué condiciones (Hernandez et al., 2014).

La sesion que analizamos en este estudio forma parte de un experimento de ensefianza con un total
de cinco sesiones, en las que planteamos tareas con diferentes contextos y funciones lineales. Nos
centramos especificamente en la sesidn que trabajaba la relacion funcional y=2x. Esta fue precedida
por sesiones donde implicamos las funciones y= 2x+1; y= x+3. Elegimos analizar la sesién y=2x por
representar solamente una estructura multiplicativa no trabajada previamente por ellos.

Participantes y centro escolar

Los participantes de este estudio fueron un grupo de 22 estudiantes de cuarto de primaria (9-10 afos)
de un colegio concertado de niveles socio-econdmico y cultural bajos en el sur de Espafia. La seleccion
del centro educativo y de los estudiantes fue intencional, segtin la disposicion del centro y los docen-
tes. Los estudiantes habian trabajado con numeracién hasta el millén, ademas de las operaciones ba-
sicas (sumas, restas, multiplicacion y division). Los estudiantes no habian recibido instruccion previa
sobre generalizacion.

Un investigador del proyecto estuvo a cargo de la sesién de clase. Su rol fue de investigador- docente,
quien introdujo la tarea planteada y guio el desarrollo de la sesién. Otros miembros del proyecto esta-
ban presentes, tanto para grabar la sesién como para apoyar su desarrollo.

Sesion de trabajo

La sesion de trabajo tuvo una duracion de una hora aproximadamente. La disposicion habitual de los
asientos en el aula era en grupos de 4-5 miembros, lo cual se mantuvo para esta sesion. Esto permitié
que, al momento de grabar la sesidn, se pudiera tener una visiéon completa de los participantes.

La sesion se desarrolld en tres momentos:

« Momento inicial de la clase: El docente investigador introdujo la tarea. “Isabel estd prepa-
rando su fiesta de cumpleanos. Comienza organizando las mesas y las cajas de sorpresas
para sus invitados. Ella junta algunas mesas formando una fila y coloca una caja a cada
lado de la mesa” (ver figura 1).
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Figura 1. Representacién pictérica de la tarea propuesta.

* Momento central de la clase: Se trabajé con casos particulares con cantidades cercanas

(menores a 50), aquellas que se pueden encontrar por conteo (p. €j., Torres et al., 2021). En
este momento de la clase los estudiantes resolvieron distintas situaciones sobre la cantidad
de cajas o de mesas que habia para cada caso. Durante la sesion la investigadora docente
realiz6 preguntas como, por ejemplo: “;Cuando tengo dos mesas?” o “;Cudntas cajas ten-
dré?”.

Momento final de la clase: Se realiz6 una revision de los casos trabajados durante los mo-
mentos anteriores de la sesion (casos cercanos), se trabajé con cantidades lejanas (hasta
500.000.000) y con cantidades indeterminadas (“cualquier nimero”), incrementando asi
el rango numérico de las situaciones. Un ejemplo de esta situacion lo presentamos: “qué
me decias cuando calculabamos este nimero 500.000.000 o cualquiera de los que esta
aqui, ;qué tenfamos que hacer para llegar al numero de cajas? ;alguien me podria explicar
eso? ;yo les puedo decir cualquiera de estos nimeros?”.

Anadlisis de datos

Para la obtencién de datos, la sesion fue videograbada y transcrita. Para este trabajo analizamos las
expresiones orales de los estudiantes que tuvieron lugar durante el desarrollo de la sesion de trabajo,
cuando respondian a los distintos casos presentados durante la sesiéon. Con esa informacion identifi-
camos las generalizaciones evidenciadas por los estudiantes. Utilizamos las categorias de andlisis de
Blanton et al. (2015) para analizar en qué niveles se encontraba cada generalizacion observada. Estos
niveles de sofisticacion son graduales, que van desde no generalizar (preestructural) hasta hacerlo de
forma funcional. Las categorias aparecen en la figura 2.

Recursivo Recursivo Funcional
Preestructural X -
particular general particular
L. Funcional Funcional Funcional
Funcién como -
. general general particular
objeto
condensado emergente general

Figura 2. Categorias de generalizacion.

RESULTADOS

Niveles de generalizacion

En la figura 3 mostramos los distintos niveles de generalizacion durante el desarrollo de la sesion.
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M Preestructural

ers I B Recursivo-particular
E14 .
Recursivo general
E13
E12 Funcional particular
E11
E10 ® Funcional primitivo
£ general
M Funcional general
l— emergente
E7 M Funcional general
& I condensado
& [ — = Funcidn como objeto
E4
E3
e I
1 2

Figura 3. Numero y tipo de generalizaciones por estudiantes en orden de uso durante el desarrollo de la sesion.

En la figura 3 observamos que de los 22 estudiantes generalizaron 19 y tres no lo hicieron (E1, E14 y
E22). Los que generalizaron lo hicieron en los niveles recursivo particular, recursivo general, funcio-
nal particular, funcional primitivo general y funcional general emergente. Los otros tres niveles de
generalizacion no se evidenciaron durante esta sesion (preestructural, funcional general condensado y
funcién como objeto). La cantidad total de generalizaciones evidenciadas por los estudiantes durante
la sesion fueron 38. El nivel de generalizacion que mas se evidencio fue funcional particular. Al expre-
sarla, los estudiantes utilizaron frases como “porque he multiplicado las dos mesas por 6”; “Es que hay
seis y le sumé otros seis y me sali6 12 etc.

En la figura 3 también observamos que 12 estudiantes utilizaron el mismo nivel de generalizacion
durante toda la sesion (E3, E4, E7, E11, E12, E13, E16, E17, E18, E19, E20 y E21). En el caso de E18
utilizé el nivel recursivo general y los otros once estudiantes utilizaron el nivel funcional particular.

En cuanto a los cambios en el nivel de generalizacidn, siete estudiantes (E2, E5, E6, E8, E9, E10 y
E15) avanzaron en el nivel de generalizacién, desde funcional particular hasta el funcional primitivo
general. E6, E9 y E10 comenzaron generalizando en un nivel recursivo y avanzaron hacia los niveles
funcional particular y funcional primitivo emergente. E2 y E5 empezaron generalizando dentro del
nivel funcional particular y avanzaron hacia el funcional primitivo general. Ademas, E5 avanzé hacia
el nivel funcional general emergente.

En el caso de E8 comenzé en un nivel mas alto (funcional general emergente) y luego utilizé un tipo
de generalizacion menos sofisticado, el funcional particular. Asi también es el caso de E15 que comen-
z6 generalizando en el nivel funcional primitivo general, después utilizé el funcional particular y por
ultimo nuevamente generalizd en el nivel funcional primitivo general.

Por ultimo destacamos que solo dos estudiantes (E5 y E8) generalizaron en el nivel de funcional gene-
ral emergente, nivel de sofisticacion mads alto identificado dentro de esta sesion.

Generalizaciones realizadas en los distintos momentos de la clase

Durante la realizacion de la sesion se observaron distintos tipos de generalizacion. En la figura 4 se
observan los niveles de generalizaciones segin el momento de la clase en el que se identifican.
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Recursivo ge
Funcional particular
® Funcional primitivo

genera

® Funcional general

L .

Momento inicial Momento central Momento final

Figura 4. Generalizaciones evidenciadas en los distintos momentos de la clase.

En el momento inicial de la sesién no se evidenciaron generalizaciones; a diferencia del momento cen-
tral y final de la sesién. En el momento central de la sesion, se dieron un total de 13 generalizaciones
de las cuales cinco fueron recursivo general, cinco sobre funcional particular, dos funcional primitivo
general y una de funcién general emergente. En el momento final de la sesién, momento donde mas
generalizaciones se realizaron, se dieron un total de 25, de las cuales una fue recursivo particular, 19
funcional particular, tres funcional primitivo general y dos funcional general emergente.

Generalizaciones evidenciadas segun los casos presentados

Aqui nos referimos a los diferentes casos involucrados en las preguntas (cantidades cercanas, lejanas
e indeterminadas). Destacamos que, en la mayor parte de esta sesion, se trabajé con cantidades cerca-
nas. En el momento final, se trabajé con cantidades lejanas y cantidades indeterminadas. En la figura
5 detallamos la informacién obtenida, indicando los tipos y cantidad de generalizaciones por caso
presentado durante la sesion.

W Preestructural

M Recursivo-particular
Recursivo general
Funcional particular

M Funcional primitivo
general

M Funcional general
emergente

M Funcional general
condensado

I l M Funcion como objeto

Cantidades Cantidades lejanas Cantidades

cercanas indeterminadas

Figura 5. Generalizaciones evidenciadas segun los casos presentados.

Evidenciamos que cuando se trabajo con cantidades cercanas hubo una mayor variedad de niveles de
generalizacion, siendo el mas evidenciado el nivel funcional particular. Respecto al uso de casos leja-
nos y casos indeterminados, permitié que los estudiantes generalizaran en niveles funcionales.
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

En primer lugar, destacamos que esto es una primera aproximacion al problema de investigacion plan-
teado, sin pretension de generalizar los resultados.

Hemos encontrado que los niveles de generalizacidon no se presentan en un orden fijo: hay casos en
los que los estudiantes avanzaron y otros donde retrocedieron una vez que habian expresado la gene-
ralizacion de una determinada forma. Con esto coincidimos con uno de los resultados obtenidos en
el trabajo de Blanton et al. (2015), quienes describieron el caso de una estudiante cuyo pensamiento
cambi6 bidireccionalmente entre niveles (a veces regresando a un nivel “anterior”). Esta situacion se
repitié con otros estudiantes. Los niveles de generalizacion se dieron en distintos momentos, respon-
diendo a diferentes preguntas sobre los casos presentados, como el nivel de participacién que tuvo el
estudiante durante el desarrollo de la sesion.

La mayoria de los estudiantes generalizaron de forma funcional particular. Esto puede deberse a que
en la mayor parte de la sesidn se trabajé con casos particulares. Este es un hallazgo destacable pues los
niveles de sofisticacion estudiados prevén dos formas de generalizar mas simples (recursivo general y
recursivo particular), los cuales fueron poco evidenciados durante toda la sesion. Con esto expresa-
mos que este grupo de estudiantes tuvieron un nivel de generalizaciéon mas funcional que uno recur-
sivo. Con esto concordamos con lo expuesto en el trabajo de Blanton et al. (2015), quienes sefialaron
en sus resultados que los nifios podian eludir el pensamiento recursivo y razonar sobre las relaciones
funcionales.

Los dos niveles de generalizacion superiores (funcional general condensado y funcién como objeto)
no se evidenciaron. Esto puede ser debido a que los estudiantes no habian recibido instruccién sobre
generalizacién y simbolismo algebraico y, por tanto, tenian recursos limitados para expresar la gene-
ralizacién de forma mas sofisticada.

En cuanto a la relacién entre estos hallazgos y los momentos de la sesion y casos implicados, durante
el momento inicial no se evidenciaron generalizaciones. En el momento central y final de la sesion si
se evidenciaron generalizaciones. En el momento central de la sesién se produjeron menos cantidad
de generalizaciones en relaciéon al momento final de la sesion. Esto puede deberse a que los estudian-
tes estuvieron familiarizandose con los casos particulares. En el momento final hay mas cantidad de
generalizaciones debido que en este momento de la clase revisaron los casos particulares trabajados y
ademas discutieron sobre los casos lejanos e indeterminados.

Finalmente, encontramos que a los estudiantes parece resultarles mas facil generalizar a partir de
preguntas con casos cercanos, donde identificamos una mayor cantidad de niveles de generalizacién.
También, trabajar con casos lejanos e indeterminados permitié que los niveles de generalizaciones
de los estudiantes fueran mas sofisticados. En este sentido proponemos fomentar mas el trabajo con
casos lejanos e indeterminados como motor para llegar a esos niveles de generalizacion. Por lo mismo,
consideramos relevante planificar las actividades planteadas para la clase, desde casos con cantidades
que permitan familiarizarse con el problema y casos que los desatie para llevar mas alla ese conoci-
miento. Estas actividades deben ser graduales, teniendo en cuenta que deben ser facilitadoras para el
aprendizaje. Como lo expresé Da Ponte et al. (2017), el desafio planteado debe ser armonioso (ni facil
ni dificil). Aqui observamos que comenzar con casos mas cercanos desde el inicio ayudé a que los
estudiantes adquirieran seguridad en la realizacion de la tarea y asi continuaran con nuevos desafios.

Finalizamos planteando algunas lineas abiertas a partir de este trabajo: (a) estudiar la interaccion del
docente con los estudiantes, ya que el investigador-docente motivo la participacion de los estudiantes,
actuando de mediador y guia en la generacién de la generalizacion en diferentes niveles. ;Qué ayudas
0 apoyos son necesarios para fomentar la generalizacion? y (b) estudiar en profundidad las diferentes
justificaciones que dan los estudiantes en el proceso de generalizacion.
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