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Resumo

Neste artigo argumentamos sobre as diferenciacbes da linguagem em atividades de
modelagem matematica e como essas diferenciacdes conduzem a caracterizacées nos
Trés Mundos da Matematica da teoria de David Tall. As andlises apresentadas estédo
associadas a uma pesquisa qualitativa e os dados foram coletados com alunos do Ensino
Superior, no contexto de uma disciplina de introducdo a modelagem matematica. A
analise dos dados sugere que o conjunto de a¢bes envolvidas em uma atividade de
modelagem matematica conduz os alunos ao uso de linguagens associadas aos Trés
Mundos da Matematica, delineados por David Tall, e, por meio dessas linguagens, €&
possivel vislumbrar o transito dos alunos pelos Mundos da Matematica.

Palavras-chave: Modelagem matemaética; Trés mundos da matematica; Linguagem.
Abstract

In this paper we argue about the differences of language in mathematical modeling
activities and how these differences lead to characterizations in the Three Worlds of
Mathematics regarding David Tall's theory. Analyzes presented are related with a
gualitative approach and data were collected with students of higher education, in the
context of a mathematical modeling course. Data analysis suggests that the set of actions
involved in an activity of mathematical modeling leads students to the use of languages
associated to the Three Worlds of Mathematics, designed by David Tall, and, through
these languages, we can glimpse the transit of students by Worlds of Mathematics.

Keywords: Mathematical modelling; Three worlds of mathematics; Language.
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Introducao

A linguagem é constituida a partir de um processo histérico e cultural, como
resultado de relacdes sociais, e emerge da necessidade do ser humano de se comunicar.
Nesse processo diferentes tipos de linguagem séo constituidos, caracterizando-se como
linguagem escrita, oral, gestual, simbdlica e grafica, entre outras.

Em termos especificos da matematica a linguagem tem um papel importante como
recurso de representagdo e de acesso aos objetos mateméticos. A diversidade de usos
da linguagem e das representagcdes em mateméatica, no ambito das aulas de matematica,
tem instigado professores e pesquisadores a investigar esse uso e sua relacdo com o
desenvolvimento dos alunos.

Segundo Garnica (2001) € preciso considerar a curiosa e contraditéria
especificidade da linguagem matemaética que, preponderamente escrita e se pretendendo
formal, necessita do apoio da linguagem natural, as vezes até oral, para a comunicacao
das ideias.

Neste texto, ainda que nossa concepc¢éao de linguagem incorpore diferentes formas
de manifestacdo e comunicacéo, restringimo-nos a linguagem matematica no ambito da
sala de aula de um curso de licenciatura em matemaética.

No que se refere as relacbes entre a linguagem, seus usos e o desenvolvimento
cognitivo dos estudantes, conduzimos nossas argumentacdes pautadas na perspectiva
tedrica defendida por David Tall em que o autor caracteriza “Trés Mundos da Matematica’
— Conceitual Corporificado, Simbdlico Proceitual e Axiomatico Formal — e pondera que um
dos aspectos que caracteriza esses mundos € a linguagem, viabilizando o acesso aos
objetos matematicos mediados pelo uso de suas representacdes.

Nesse sentido € pertinente olhar para a linguagem empregada pelo sujeito ao lidar
com 0s objetos matematicos, uma vez que a linguagem matematica, de acordo com Tall
(2004a), vai adquirindo caracteristicas especificas na medida em que os individuos
transitam por esses diferentes mundos.

No entanto, se por um lado o desenvolvimento cognitivo dos alunos, no que se
refere a matematica, pode ser associado aos usos que eles fazem da linguagem, por
outro lado é preciso considerar que as atividades matematicas com que se deparam
precisam viabilizar ou requerer uma diversidade de usos da linguagem.

7

Considerando essa possiblidade de usos da linguagem é que tratamos de
atividades de modelagem matematica na sala de aula. Destacamos que varios relatos de
pesquisas e de experiéncias em diferentes niveis de escolaridade tém se referido a uma
pluralidade no que se refere as representacbes e a linguagem (ALMEIDA et al., 2012;
MIGUEL et al., 2012; GOTTSCHALK, 2004; GARCIA, 2007; AMADO et al., 2010, HOFER;
BECKMANN, 2009; MORGAN, 2002).

Neste texto apresentamos resultados de uma pesquisa em que identificamos
caracteristicas da linguagem que revelam indicios do Mundo da Matematica pelo qual o
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sujeito transita de modo a contribuir para a compreensao de como acontecem 0s usos da
linguagem no ambito de atividades de modelagem matematica. Nossas argumentacdes
sdo subsidiadas pela andlise de uma atividade de modelagem matemética, considerando
gue, segundo Almeida e Palharini (2012), atividades dessa natureza estimulam o transitar
entre os Trés Mundos da Matematica.

Sobre modelagem matemética

O historico da modelagem matematica na Educacdo Matematica, segundo um
estado da arte organizado por Werner Blum em 2002, diz respeito a estudos e pesquisas
realizados na &rea durante trés décadas. O autor pondera que, em termos gerais, em uma
atividade de modelagem matemética € importante considerar problemas da realidade
como ponto de partida, configurando a atividade como algo em que:

O ponto de partida €, normalmente, uma situacdo no mundo real. A
simplificacdo, estruturagéo e esclarecimento da situagéo — de acordo com
0 conhecimento e os interesses do modelador — conduzem a formulacao
de um problema e de um modelo real da situagdo. [...]. Caso seja
necessario, dados reais sédo coletados a fim de fornecer mais informacdes
sobre a situacao a sua disposicao. Se possivel e adequado, o modelo real
— ainda uma parte do mundo real, para nés — é matematizado, isto é, os
objetos, dados, relacdes e as condigbes envolvidas nele sdo traduzidos
matematicamente, resultando em um modelo mateméatico da situacdo
original. Agora métodos matematicos entram em jogo, e sdo usados para
obter resultados matematicos. Estes tém de ser reinterpretados no mundo
real, ou seja, interpretados em relacdo a situacdo original. Ao mesmo
tempo, o modelador valida o modelo por meio da verificagdo da solucéo
obtida do problema, o que é feito interpretando se o0s resultados
matematicos sdo adequados e razoaveis para seus propdsitos. Se for
necessario (e €, frequentemente, no caso de processos de resolucao de
problemas “realmente reais”), todo o processo tem de ser repetido por
meio de uma modificacdo ou da obtengcdo de um modelo totalmente
diferente. No fim, a solucdo obtida da situacdo-problema inicial é
apresentada e comunicada (BLUM, 2002, p. 152-153).

Bassanezi (2002) argumenta que a andlise de uma situacao real com o propdsito
de substituir a visdo, por vezes simplista, desta realidade por uma postura critica e mais
abrangente, requer o uso de uma linguagem adequada que facilite e racionalize o
pensamento. A linguagem, neste sentido, refere-se a um sistema organizado de geracéo,
organizagéo, interpretagcdo e comunicac¢ao da informacéao por meio de simbolos.

Segundo D’Ambrésio (1996) o uso da linguagem, neste contexto, conduz a
elaboracdes sobre representacdes da realidade que constituem o que o autor denomina
de ‘modelos’.

No caso particular da matematica, os modelos associados aos fenbmenos (de
modo geral ndo matematicos) sdo denominados modelos matematicos. Segundo Lesh et

al. (2006) um modelo matematico € um sistema conceitual, descritivo ou explicativo,
expresso por meio de uma linguagem ou uma estrutura matematica com a finalidade de

3 RENCiMa, v. 5, n. 1, p. 1-20, 2014



descrever o comportamento de outro sistema e permitir a realizacdo de previsdes sobre
ele. Neste contexto a modelagem matemética esta associada a construcdo e
interpretacdo de modelos matematicos.

No ambito da sala de aula, atividades alinhadas com essa configuracdo séo
alternativas pedagogicas que contribuem para o0 ensino e para a aprendizagem de
matematica. Nesta perspectiva a modelagem é compreendida

[...] como um caminho para o processo de ensino e aprendizagem da
Matematica ou para o “fazer” Matematica em sala de aula, referindo-se a
observacdo da realidade (do aluno ou do mundo) e, partindo de
gquestionamentos, discussdes e investigacdes, defronta-se com um
problema que modifica acBes na sala de aula, além da forma como se
observa o mundo (MEYER; CALDEIRA; MALHEIROS, 2011, p. 79).

Inglis, Mejia-Ramos e Simpson (2007) abordam a modelagem mateméatica como
importante veiculo para o desenvolvimento da argumentacao. Nesse contexto parece ser
tema recorrente na literatura a importancia dos argumentos matematicos produzidos pelos
alunos, considerando que a maneira como eles se expressam em matematica pode
denotar sua compreensdo, ou ndo, dos conteldos matematicos. A argumentacao
matematica envolve as diferentes formas de representacdo e linguagem utilizadas no
desenvolvimento de atividades de modelagem matematica.

Nesse sentido os trabalhos de Palharini (2010) e Almeida e Palharini (2012)
defendem que a teoria dos Trés Mundos da Matematica viabiliza fazer inferéncias sobre a
compreensao dos alunos em relacdo aos conteldos matematicos, considerando
essencialmente o transito deles por esses mundos. Neste trabalho, em particular, temos o
objetivo de investigar a linguagem usada pelos alunos durante as atividades de
modelagem matematica, nas quais acdes especificas, mediadas pela linguagem utilizada
no transito dos alunos pelos Trés Mundos da Matematica, podem ser identificadas.

Os Trés Mundos da Matematica

O desenvolvimento matematico dos sujeitos € investigado e/ou caracterizado por
meio de tricotomias em diferentes momentos e por diferentes autores. Pelo menos trés
destes estudos sao referenciados nos trabalhos de David Tall:

e A teoria da reificagdo de Anna Sfard, que estuda duas formas de conhecimento
mateméatico que permitem a formagdo de conceitos: uma concepgdo operacional,
em que noc¢des matematicas sao concebidas ou identificadas como um produto de
certos processos, e uma concepcao estrutural, em que nog¢des matematicas sao
tratadas como se referindo a entidades como objetos reais. Durante o
desenvolvimento dos conceitos o0s alunos passam por trés estagios de
estruturagdo, ou seja,

[...] trés passos podem ser distinguidos no processo da formacdo de

conceitos. Estes trés estagios correspondem aos trés “graus de
estruturacado” os quais podem ser denominados de fundamentos da analise
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tedrica pura da relagcdo entre processos e objetos. A luz desta mesma
analise nosso modelo de aprendizagem pode ser refinado por meio de
linhas similares: se a conjectura sobre as origens operacionais dos objetos
matematicos € verdadeira, entdo primeiramente deve haver um processo
aperfeicoado sobre objetos familiares e, entdo poderia existir a ideia de
tornar este processo uma entidade autbnoma e, finalmente a habilidade de
ver esta nova entidade como algo integrado como todo objeto deve ser
contemplado. N6s chamamos estes trés estagios no desenvolvimento do
conceito de interiorizacdo, condensacdo e reificacdo, respectivamente
(SFARD, 1991, p. 18).

e O estudo das abstragBes empiricas, pseudo-empiricas e reflexivas de Piaget,
baseadas na percepcao, acao e reflexdo sobre os objetos.

¢ Os modos de representacdo mental, sensério-motor, icénico e simbolico colocados
por Brunner (1966, apud Pinto, 2006) e considerados por David Tall como
sequenciais no crescimento cognitivo do sujeito. Pinto (2006) coloca que Brunner,
ao tratar desses modos, refere-se ao esfor¢co de um individuo para traduzir a
experiéncia de um modelo de mundo. Brunner parte da hipétese educacional de
que gqualquer problema pode ser apresentado de forma simples de modo que a
pessoa possa entendé-lo de forma reconhecivel. A fim de representar esta
experiéncia, Brunner coloca trés modos de obter essa forma simples de
reconhecimento: por meio da acao, seguida pelo uso de imagens holisticas e, por
fim, em palavras ou na linguagem. Tais modos correspondem aos ‘modos de
representacdo mental’ de Brunner: sensoriais, iconicos e simbdlicos.

A perspectiva tedrica de David Tall tratando de “Trés Mundos da Matematica” surge
do estudo destas teorias que tratam do desenvolvimento cognitivo e da necessidade de
explicar como se da o aprendizado em matematica.

Referindo-se as experiéncias matematicas, Tall (2004b) associa os Trés Mundos
da Matematica com trés formas de desenvolvimento cognitivo em relagcdo a matematica
gue estdo dispostos em Trés Mundos da Matematica, a0 mesmo tempo distintos e
relacionados entre si: 0 Mundo Conceitual Corporificado, o Mundo Simbdlico Proceitual e
0 Mundo Axiomatico Formal.

Os Trés Mundos da Matematica referem-se a trés modos diferentes de operar com
0s objetos matematicos, no sentido de representar e lidar com os mesmos (TALL, 2004a).
Esses mundos sédo descritos pelo autor como maneiras distintas e interligadas de
desenvolvimento matemético que, por sua vez, estdo associadas a procedimentos, acdes
e a linguagem dos sujeitos para com 0s objetos matematicos.

O Mundo Conceitual Corporificado, como afirma Tall (2004a, p. 2), “diz respeito as
percepcdes acerca do mundo e 0 pensamento a respeito das coisas que sao percebidas e
sentidas ndo apenas no mundo fisico, mas em um mundo mental de significados”. Esse
mundo esta baseado na acédo e na percepcdo e envolve os objetos corporificados, tais
como, graficos e diagramas, que podem ser fisicamente manipulados e, posteriormente,
concebidos como objetos mentais. A linguagem no Mundo Conceitual Corporificado esta
associada a percepcéo, observagéo e descricéo.
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O Mundo Simbdlico Proceitual como afirma Tall (2004a) esta associado aos
simbolos, as a¢cbes que nos levam a simbolizar e representar por meio de gestos e da
escrita, a contagem (representacao numerica), aos célculos, a manipulagdo dos simbolos
para resolucéo de calculos, manipulac¢des algébricas, entre outros,

[...] € 0o mundo dos simbolos que s&o usados para célculos e manipulacdes
na aritmética, na algebra e no calculo, por exemplo. As atividades neste
mundo se iniciam com ac¢des (como apontar e contar) e sao incorporadas
como conceitos por meio do uso de simbolos [...] (TALL, 20044, p. 3).

Nesse mundo, o perceber e o observar do Mundo Conceitual Corporificado ficam
subjacentes e tomam lugar a acdo, 0os procedimentos e processos que podem ser
realizados pelos sujeitos para lidar com as representacfes simbdlicas. A linguagem
matematica parece se refinar, passando o sujeito a se familiarizar com os simbolos e usa-
los para a representacdo dos objetos mateméticos, bem como de operacdes e
articulacdes a eles associados.

O Mundo Axiomatico Formal, como afirma Tall (2004a, p. 3), por sua vez, “é
baseado em propriedades, expressas em termos de definicdes formais que sao usadas
como axiomas para especificar as estruturas matematicas (por exemplo, ‘grupo’, ‘campo’,
‘espacgo vetorial’ e ‘espago topologico’ e assim por diante)” que constituem o sistema
axiomatico da matematica. Em termos gerais, é nesse mundo que ganha espaco a
definicdo de objetos ja conhecidos, a construcdo de demonstracfes matematicas, a logica

e a coeréncia relacionada a linguagem.

Assim, os usos da linguagem se modificam na medida em que o0s sujeitos se
desenvolvem e, por meio da linguagem utilizada pelos sujeitos, das representacdes que
utilizam para expressar seus pensamentos, suas ideias, seu modo de ver o mundo,
podemos, segundo Tall (2004a), ter indicios de seu desenvolvimento em matematica. Na
Figura 1 apresentamos caracteristicas da linguagem nos diferentes Mundos da
Matemaética.
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Figura 1 — A linguagem nos Trés Mundos da Matematica
Fonte: Adaptado de Tall (2008).

Podemos considerar que em cada Mundo da Matematica ha diferentes maneiras
de lidar com os objetos matematicos, e, nesse sentido, a linguagem exerce um importante

papel, pois € por meio dela que 0s sujeitos representam seus conhecimentos e 0s
compartilham com os outros.

Segundo Tall (2004a), cada sujeito estabelece uma jornada durante o seu
desenvolvimento matematico, tracando seu préprio caminho pelos Mundos da
Matematica. A jornada por entre os Mundos ndo €, necessariamente, linear, mas, ao
contrario, cada sujeito, no decorrer de sua vida, transita pelos Mundos da Matematica.
Segundo Palharini (2010), os Mundos da Matematica podem servir de 6culos para
observar o desenvolvimento cognitivo dos sujeitos e o transitar entre um mundo e outro
pode representar a flexibilidade do sujeito com a matematica, evidenciando suas
fragilidades e potencialidades com relacé&o aos usos da linguagem.

A linguagem e as representagc6es em matemaética

Segundo Santos (2009, p. 117), “a linguagem pode ser entendida como uma
criagdo social que utiliza simbolos, também criados socialmente”. Neste contexto, a
linguagem é o resultado de um processo historico, cultural e social, que vislumbra a
possibilidade de comunicar pensamentos e promover conhecimento.

Gomez-Granell (1997, 1998), refere-se a linguagem matematica como um sistema
simbdlico de carater formal que objetiva representar o objeto matemético de modo a
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possibilitar ao sujeito 0 acesso a este objeto bem como a sua manipulacao.

Uma linguagem formal, segundo Santos (2009, p. 123), caracteriza-se por
‘expressar, de maneira mais geral e abstrata possivel, o essencial das relagdes e
transformacdes mateméticas. Isso Ihe confere alto grau de generalizacdo, convertendo-a
simultaneamente num poderoso instrumento de inferéncia”. Além disso, o autor
acrescenta que a linguagem matematica “é precisa e nédo redundante, rigorosa, formal,
tedrica, impessoal e atemporal, ndo se identificando referéncias a contextos particulares”.

Nesse sentido, Corréa (2009, p. 49) refere-se a propria matematica como

uma linguagem universal, que cria ndo s6 0s seus proprios signos (ou
simbolos), mas também uma gramatica que rege ‘a ordem concebivel’ no
interior de um sistema coerente, em que conhecimento e linguagem
possuem o0 mesmo principio de funcionamento na representacao.

Assim, o conhecimento € do sujeito que conhece e a linguagem é utilizada pelo
sujeito para expressar aquilo que ele conhece (ou mesmo o que ainda ndo conhece), o
gue ele faz por meio de representacoes.

De acordo com Corréa (2009) a linguagem, no que diz respeito a compreensao e
ao uso de simbolos pelo sujeito, apresenta diversos niveis de elaboragdo. Como exemplo,
a autora nos leva a pensar nos usos que fazem da linguagem matemética os matematicos
profissionais e os estudantes da Educacdo Basica; o tratamento matematico dado a uma
determinada situacdo é diferente nos dois casos, e a linguagem matematica empregada
também o €& — dizer isso significa levar em conta o formalismo, os simbolos, as
representacées, o conhecimento matematico e, até mesmo, o olhar que é lancado sobre
aquilo que esta sendo representado.

Tal ideia nos remete aos Trés Mundos da Matematica esquematizados por David
Tall, em que a linguagem é um dos aspectos que os diferenciam, assumindo
caracteristicas especificas em cada um deles, sendo diferente 0 modo de representar e o
lidar com o objeto matematico.

Em consonancia com essa ideia, Santos (2009, p. 123) afirma que:

[...] o fato de que uma ideia matematica pode admitir diferentes formas de
expressao e uma expressao pode representar diferentes ideias e contextos
matematicos implica desafios interessantes a serem enfrentados pelo
professor, pois se trata de uma compreensdo que nos obriga a sair da
comoda posicdo de atribuir a cada simbolo ou expressao matematica um
significado Unico e, reciprocamente, a cada ideia uma Unica forma de
representacao.

Nesse sentido, o desenvolvimento cognitivo em matematica pode ser associado ao
transitar do sujeito pelos Trés Mundos da Matematica e, com isso, a promocao de
diferentes usos da linguagem matematica, bem como o refinamento desses usos.
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Contexto e metodologia da pesquisa

Nesse artigo nos dedicamos a identificagdo de diferenciagdes na linguagem nos
Trés Mundos da Matematica durante o desenvolvimento de uma atividade de modelagem
matematica desenvolvida por trés alunos de um curso de licenciatura em matematica.

A atividade foi desenvolvida no ambito de uma disciplina de introducdo a
modelagem matematica. O tema da atividade desenvolvida pelos alunos foi analise da
concentracéo de nicotina no organismo de fumantes.

Os dados da pesquisa desenvolvida foram coletados utilizando os procedimentos:
i) observacfes diretas dos alunos; ii) analise de conversas informais; iii) aplicacdo de
qguestiondrios; iv) anotacdes em diario de campo; V) entrevistas semiestruturadas; vi)
gravacdes, em audio e video; e vii) analise dos registros (escritos, orais e visuais).
Considerando as caracteristicas da coleta de dados, bem como da analise empreendida
sobre esses dados, podemos considerar que se trata de uma pesquisa qualitativa de
cunho interpretativo, conforme caracterizado por Lidke e André (1986).

A linguagem nos Trés Mundos da Matemética na atividade de modelagem

A atividade que analisamos foi desenvolvida por um grupo de trés alunos partindo
de uma situacdo-problema escolhida por eles. A teméatica investigada diz respeito a
concentracdo de nicotina em fumantes. Apresentamos neste artigo consideracdes sobre o
transito dos alunos pelos Trés Mundos da Matematica e do uso da linguagem nestes trés
modos de acado sobre a situacdo-problema e os objetos matemaéticos a ela associados.

A atividade Analise da concentracao de nicotina no organismo de um fumante

Esta atividade visa analisar a concentracdo da nicotina no organismo de um
fumante considerando o consumo de diferentes quantidades de cigarro.

Os dados utilizados na atividade foram obtidos pelos alunos em site especializado
da organizacdo mundial da saude (OMS), dissertac6es de mestrado, artigos da Internet e
do livro Nicotina Droga Universal de José Rosemberg, médico e presidente do comité
coordenador do controle do tabagismo no Brasil.

Uma informacédo fundamental obtida pelos alunos em suas pesquisas sobre o
problema em estudo é de que a meia-vida da nicotina no organismo € duas horas e que
um unico cigarro contém cerca de 8 miligramas da substancia. Considerando que ha
fumantes que consomem diferentes nimeros diarios de cigarros, os alunos decidiram
estudar duas situagoes.

Situacao 1: Quanto tempo leva para o organismo eliminar a nicotina quando a pessoa
fuma um dnico cigarro?

Situacdo 2: Para uma pessoa que fuma aproximadamente um maco de cigarros
diariamente, como é a concentracdo de nicotina em seu organismo no decorrer do
tempo?
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Na Figura 2 apresentamos, de forma resumida, a resolucdo dos alunos para a
situagao 1.

1° Meia-vida do cigarro de acordo com os 2°Representacéo grafica dos dados da
dados Tabela 1
t (em horas) n C, (mg) z

0 0 8 g T

2 1 0,4 g <

4 2 0,2 B ool

6 3 0,1 RS

8 4 0,05 g %1 | °

10 5 0,025 o .

12 6 0,0125 g o ° ..

14 7 0,00625 § :

16 8 0,003125 O T e 1 2 s 4 s e 7 8 e 10 11 12 13

18 9 0,0015625 Unidades de tempo

gg ]? 0%0000037&162255 “por meio do grafico observamos que 0s

24 12 0,000195312 pontos obtidos se comportam

Tabela 1 semelhantemente ao grafico de uma funcéo

exponencial decrescente” (Registro dos
alunos durante a apresentacdo da
atividade).

3° Tabela utilizada para obtencdo do modelo  4° Obtenc&o do modelo matemético

t . C _c Cn+l’cn C[:tj - ':I,SE_DJaqiEE?EEE‘t
(em horas) n € (mg) e C
L . 08 -l o 5° Validag&o do modelo
2 1 04 -0,2 - 05 ‘ ] C(t) = 0,8e~0346573632¢
4 2 02 -0,1 -05 (em horas) Cn (mg)
_ a 0 0,8 08

6 3 0.1 045 05 2 0.4 0,399999966
8 4 0,05 0,025 05 4 02 0.199999966
o s em s .
12 6 0,0125 - 0,00625 ~05 10 0,025 0.024999989
14 7 000825 - 0003125 - 05 12 oo a0
16 8 0003125  -0,0015625 S 05 L= - SGT e
18 9 00015625 000078125 - 0,5 18 0.001 625 0001562498
20 10 0,00078125 -0,000390625 - 0.5 20 0.00078195 0000781249
22 11 0000390625 -0,000195312 - 0,5 5 0 000350835 0000390624
2 iz 0‘0(}“1)95‘3122 24 0.000195312 0.000195312

abea Tabela 4 — Validagdo do modelo

6° Representacao grafica do modelo 7° Retomada da situacdo-problema e
C(t) = 0,ge 0346573632 concluséo dos alunos
Dai quando noés obtivemos o modelo, nés
levantamos uma nova questdo: em quanto
tempo a nicotina absorvida de um cigarro
serd eliminada do organismo? Usando o
nosso modelo, que encontramos para a
—— concentracdo de apenas um cigarro, nos
ndo poderiamos igualar a zero, entdo nos
igualamos a um valor bastante pequeno,
— para ver quanto tempo essa nhicotina
C permaneceria no organismo, resolvendo
esses calculos nos encontramos que o
tempo em dias sera 2 dias 17 horas 47
minutos e 41 segundos para que depois que
vocé fumar um cigarro essa nicotina seja

Oreemncio itz
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eliminada do organismo.
(Registros dos alunos durante a
apresentacao)

Figura 2 — Abordagem matematica para a situacao 1

Para a abordagem matematica da situacdo 2, entretanto, os alunos tiveram que
considerar hipéteses diferentes e outros conceitos matematicos conforme descricao
abreviada da Figura 3.

1°’ Definigao de variaveis
t —tempo em horas; / C(t) — Concentracao de nicotina no organismo.

2°’ Elaboragao de um quadro sobre a concentragao de nicotina no organismo.

t Concentragdo de nicotina no arganismo

0 C(0) = 0,8¢"= 0,8

1 C(0)+ C(1) =0,8+ 0,82 0346573632'1 — ) g. (1 4 o~ 0346573632)
2 C[:G) + C(l) + C(E) = C'.S . (l + 9—0.3465?3632) + 0I88—0.3465?3632-2 =

=08- [:1 + 9—0.3465?3632'1 + 9—0.346573632'2)

3 C(O)+ C(1) + C(2) + €(3) =

=08- (1 4 9—0,3465?3632'1 4 9—0,3465?3632'2 4 9—0,3465?3632'3j

cO+c(1)++Clm) =
m

= 0,8(1 + ¢ 0346573632'1 4 ,-03465736322 4 .., 4 o~0:346573632:(Mm~1) 4 ,-0,346573632:m)
,

Soma dos termos de uma PG finita

3°’ Obtengao de um modelo matematico utilizando conceitos matematicos
— U dSbh S EBTET

1-—
cle) =08 1 _ g-DasesTagaz
4°’ Conclusao
‘mesmo que uma pessoa fumasse infinitos cigarros, a tendéncia do teor de nicotina no
organismo é se estabilizar devido ao seu decaimento exponencial’.
(Registro dos alunos durante a apresentagéo da atividade).

5% Calculo do limite da Representacdo Grafica “Podemos perceber que a
concentracdo de nicotina [T— concentracdo da nicotina no
no organismo . o decorrer do tempo no
g organismo de um tabagista

lim C (t) = 2,731370575 que fuma regularmente um
A/ cigarro a cada hora, tende a se

. =L estabilizar ndo ultrapassando a

marca de 2,731370575 mg.

(Registro dos alunos)
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6°’ Finalizagao da atividade

Conforme os modelos elaborados, fica claro que a nicotina se esvai do organismo em um
tempo que pode ser considerado curto e, também é notavel que, ai se encontra 0 motivo da
mesma causar dependéncia. Em funcdo desta dependéncia, o fumante consome diversos
cigarros por dia, sO que para sustentar o vicio pela nicotina, acaba absorvendo diversas outras
substancias nocivas a saude, sendo que diversas delas sao altamente cancerigenas, como € o
caso do cadmio, cuja concentracdo € muito menor do que a concentracdo da nicotina por
cigarro, em contrapartida, sua meia-vida é maior (Registro do relatério dos alunos).

Figura 3 — Resolucédo do problema enunciado na situacao 2

A linguagem dos alunos na atividade Analise da concentracdo de nicotina no
organismo de um fumante

Os registros dos alunos (Figura 2 e Figura 3) indicam usos da linguagem no
decorrer do desenvolvimento da atividade de modelagem matematica, indicando que
usaram linguagem gréfica, linguagem natural, linguagem algébrica para a abordagem
matematica do problema.

Nesse contexto, 0 modo como o aluno lida com essas representacdes, como ele
usa a linguagem — e qual linguagem ele usa —, fornece indicativos dos Mundos da
Matemética pelos quais o aluno transita. Considerando as caracterizagfes apresentadas
por Tall (2008), apresentamos na Figura 4 exemplos de linguagem dos alunos nestes
diferentes Mundos.

Mundo Conceitual Corporificado

t (em horas) n Cy (Mmg)
0 0 0.8
2 1 0.4
4 2 0.2
g 6 3 0.1
8
10
A" =

55585 %%

onee
®

P Y N N S A T

1— 8—0,3465?36321‘

‘por meio do grafico observamos que 08 pontos
obtidos se comportam semelhantemente ao
grafico de uma funcéo exponencial decrescente”

c(t)=08-"

1 — g—0.346573632

C(t) =0 83—0,3465?3632t

Gener 30 da Concentragdo de nicotina no arganismo
C(0)=08:" =108
In(C(n)) = kn + €5 |c)+cl1) = 08+ 0e-tresrmrs = gg. (1 4+ o-oauesrasszy

0) + C{1) + €(2) = 0,8+ (1 4 o 0346573632) | ( 03465736322

dc(n)
cl(n)

dcin)
J e ZJ kn
lim C (¢) = 2,731370575

= kdn

eln(c(n)) — ekn+c'1 C{El)+£tl}+.—---—f(m)

—BREETIEITL o ,—OIMEETIEITT o . 4 -OILEETIEIN(M-1) o e'UJJ—ua‘JuJ:,'!}

C(n) = Cye*™ o

Soma dos termos de uma PG [inita

Figura 4 — A linguagem utilizada nas atividades de acordo com os Trés Mundos da
Matemética
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No inicio da atividade, a linguagem € utlizada no sentido de identificar
caracteristicas e propriedades da situacdo-problema e com estas informacdes definir
hip6teses para o problema. O que se pode inferir entdo € que os alunos o fazem por meio
do uso de objetos como graficos, tabelas e textos.

De acordo com Tall (2008) no Mundo Conceitual Corporificado a linguagem €
usada para nomear objetos, identificar suas propriedades, manipular representacoes.
Assim, no Mundo Conceitual Corporificado, os alunos lidam com as informacdes obtidas
com relacéo a nicotina no organismo do fumante, construindo diferentes representacées
para lidar com estas informacdes (Figura 5).

t (em;'”as) 2 cno(rgg) t: tempo em horas;

2 1 0.4 C(t): Concentracéo de nicotina no organismo.

4 2 0,2 _

6 3 0,1 E

8 4 0,05 VS

10 5 0,025 £ oo

12 6 0,0125 g oo

14 7 0,00625 NS B

16 8 0,003125 g

18 9 0,0015625 £ o] .

20 10 0,00078125 g 03 T e e a

22 11 0,000390625 8 O

24 12 0,000195312 A

Tabela 1

“por meio do grafico observamos que os pontos obtidos se comportam
semelhantemente ao grafico de uma funcdo exponencial decrescente”

Figura 5 — A linguagem no Mundo Conceitual Corporificado

A linguagem utilizada no inicio do desenvolvimento da atividade (Figura 5) visa
simplificar e estruturar o problema matematico a ser resolvido. Para conseguir expressar o
gue os dados parecem indicar os alunos utilizam de trés tipos de linguagem: a linguagem
tabular, a linguagem gréfica e a linguagem natural. Esse modo de lidar com os objetos
matematicos, para simplificar os dados obtidos e visualizar o comportamento desses
dados, esta associado ao Mundo Conceitual Corporificado.

A partir da analise do grafico da Figura 5, ocorre a traducdo do comportamento dos
dados para representacdes simbolicas, ou seja, para linguagem algébrica (Figura 6).

aCln)
Cnir=Cn_ o)~ edn In(C(n)) = In(Coe™
c Cﬂc =kC [dc{—ﬂj = [kdﬂ n(C @) = In(C) + In(e™)
acoy Cn) n(Cn ) = In(Cy) + (km)ine)
— = k() In(C0)) = kn +c; In(€G) = n(Cy) + kn
gluf_cinfl_l = ghm+cy
Interpretando o comportamento Cin) = ':'-Dgim Linearizando a solugdo da EDO
observado na Tabela 2 Resolucéo da EDO separavel
separavel
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n n n
”‘Z i+ E’Z *i= ij}'}"
T T C(n) = 0,8¢-0653187385n C() = 0,8 04472655
Q.Z_r_i-+ bn :Z_}-‘_i-
& &
Sistema para ajuste utilizando o Modelo ajustado método Model derand
método dos minimos quadrados dos minimos quadrados odelo considerando as
caracteristicas do problema

Figura 6 — Formulacdo do modelo, considerando a concentracdo de nicotina no organismo
Fonte: Registro dos alunos.

Os registros (Figura 6) sinalizam o uso de simbolos matematicos e operacdes
matemaéticas, bem como teoremas e definicbes como o conceito de equacdes diferenciais
ordinarias e o conceito de limites. A linguagem utilizada nesse momento é estritamente
matematica, seja ela aritmética ou algébrica, no sentido de se apropriar das informacdes
contidas na situacao inicial e de possibilitar o0 acesso ao objeto matematico por meio de
simbolos, bem como sua manipulacdo, em conformidade com Gobémez-Granell
(1997,1998).

Nesse sentido a linguagem matematica emerge e com ela relacbes e associacdes
entre simbolos que respeitam a gramatica que rege seu uso (CORREA, 2009), e
representam conceitos e processos, cComo 0 conceito de soma e o processo de contagem.

Segundo Tall (2008, p. 149) a linguagem no Mundo Simbdlico dos proceitos
(processos e conceitos) é a linguagem usada para formular problemas e falar sobre o que
fazer com eles, bem como para descrever novos conceitos como produtos, ou para
descrever a solucdo de um problema. A linguagem utilizada pelos alunos (Figura 6)
corrobora com esta assertiva de Tall (2008) quando os alunos interpretam os dados da
tabela e a partir deles utilizam o conceito de equacdes diferenciais ordinarias, bem como
determinam a solucéo da equacéo diferencial.

Desse modo os alunos fazem uso da linguagem que emerge da sofisticacdo do uso
dos simbolos que representam ac6es no Mundo Simbdélico Proceitual.

No entanto, o refinamento da manipulacdo dos simbolos, passando a usa-los como
processos e conceitos’, conduzem os alunos & linguagem formal da matematica
associada, em geral, ao Mundo Axiomatico Formal. Neste momento, o uso da linguagem
simbdlica da matematica, em consonancia com a linguagem para expressar definigcbes e
propriedades, denota a interacdo entre o Mundo Simbdlico Proceitual e o Mundo
Axiomatico Formal (Figura 6).

A partir das situacOes definidas para estudar o comportamento da concentracéo de
nicotina faz-se necessario obter uma representacdo matematica que dé conta de prever a
concentragdo de nicotina no organismo apos fumar n cigarros (Figura 7).

! Os alunos visam obter o modelo matematico por meio de conceitos matematicos como equacdes
diferenciais ordinarias, a resolucédo dessa equacéo, métodos de ajuste de curvas, etc.
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3 Desenvolvimento do modelo para n doses de nicotina

0 c(0) =0,8¢" =08
1 C{U] + E{l:] = U_.E+ UJEF—D_!J-E-ST!E-!I'I. = U,E {1 + E—D_!-'I-E-S-"!E-!::]
2 C{Uj + C'il:] + E{z:] =0,8- {1 + 9—0,2455?2522-1 + 9—0,245572522-::]

3 | Cl)+ (1) +c02) +¢(3) =

=02. {1 + 9—0_2455-"!5!:'1_'_ 9—0_2455-_'!5!:'2 + 9—0_2455-_'!5!: '_:]
’

Co)+c) ++Cilnd =

= U,E{l + E—D_!-'I-E-S-"!E-!:'l + 9—0_245572522': £ e +E—D_!4E-5-_'!E-!I'::r!—lj + E—D_!d-E-S?!E-!I'i’!}

Soma dos termos de wma PG finita

Figura 7 — Obtencéo do modelo para n cigarros

A Figura 7 revela como os alunos procedem na obtencdo do modelo para o
decaimento da concentragdo de nicotina no decorrer do tempo no organismo, obtendo
C(t) = 0,8e~ 0328573832t A partir desse modelo matematico os alunos fazem a
generalizacdo, usando um caso particular para construir a resposta para um caso geral,
ou seja, para determinar como se da a concentracdo de nicotina no organismo quando se
tem C(0) + C(1)+ -+ C(n).

A linguagem matematica neste caso representa esta generalizacdo, ou seja,
mostra como induzir, a partir de um modelo particular, um resultado para uma classe de
casos, ou ainda, para estabelecer a formulagéo de determinado conceito. Nesse contexto,
a linguagem é utilizada no sentido de definicdes e deducdes de propriedades baseadas
em experiéncias corporificadas e simbolicas, visto que o desenvolvimento da Figura 7
esta atrelado aos desenvolvimentos da Figura 5 e da Figura 6. Faz-se uso, assim, da
linguagem associada ao Mundo Axiomatico Formal, ou seja, a logica e a coeréncia
relacionada a linguagem matematica.

Os registros da Figura 5 e da Figura 6 parecem ir ao encontro do que Tall (2008, p.
149) argumenta sobre a linguagem no Mundo Axiomatico Formal: “a linguagem no mundo
formal muda, novamente, para uma formulacdo precisa em que os termos sdo definidos
para ter propriedades especificas, relacionadas a um conjunto teodrico, de modo que
podem ser utilizadas para a dedugéao légica na prova de teoremas”.

Nesse sentido, consideramos que os alunos iniciam a atividade transitando pelo
Mundo Conceitual Corporificado e Simbdlico Proceitual em interacdo com o Mundo
Axiomatico Formal. A analise dos registros corrobora com a assertiva de Tall (2008) de
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gue cada um desses processos de construcdo [Mundos da Matematica] se desenvolve
por meio do uso da linguagem para descrever, definir e deduzir relagfes, até que a
linguagem atinge a sofisticacdo associada a matematica formal, em geral, provida de uma
simbologia especifica.

Para validar o modelo mateméatico os alunos fazem uso de diferentes linguagens,
usos que compreendem as linguagens algébrica, grafica e natural (Figura 8). Faz parte da
atividade de modelagem a resolucédo do problema por meio de procedimentos adequados
e a analise da solucé&o que implica numa validacao, identificando a sua aceitabilidade ou
ndo. No mesmo sentido de Blum (2002), ap0s a obtencdo dos resultados matematicos
eles tém de ser reinterpretados no mundo real, ou seja, interpretados em relacdo a
situagao original. Ao mesmo tempo, o modelador valida o0 modelo por meio da verificagao
da solucdo obtida para o problema, o que é feito interpretando se os resultados
matematicos sdo adequados e se sdo razoaveis para seus propésitos (Figura 8).

t C(t) — 0’8370,346573632r

(em horas) Gy (mg) ~ /g “
6§ e i Representacdo gréafica | “Podemos perceber que a
2 0.4 0,399999966 para a saturagdo da | concentracdo da nicotina
4 0.2 0,199999966 .
6 01 0.099999974 droga no organismo no decorrer do tempo no
B 0,05 0,049999983 organismo de um tabagista
10 0,025 0,024999989 S
12 0,0125 0,012499993 |- qgue fuma regularmente um
14 0,00625 0,006249996 S H
= 0.003125 0,003124997 {0 cigarro a cada .h.ora, tende
18 0,0015625 0,001562498 a se estabilizar néo
20 0,00078125 0,000781249 i
22 0,000390625 0,000390624 | / ultrapassando a marca de
24 0,000195312 0,000195312 2,731370575 mg.

Tabela 4 — Validagao do modelo / .
(Registro dos alunos)

Figura 8 — Validacdo do modelo e concluséo final
Fonte: Registros dos alunos.

A observacéo do transito dos alunos nos Trés Mundos da Matematica pode ser
inferida considerando que o desenvolvimento da atividade requer algum refinamento da
linguagem no decorrer das diferentes acdes e procedimentos. Os registros dos alunos
fornecem indicativos da ocorréncia desse refinamento.

Assim como Tall (2008) menciona que a linguagem € utilizada de diferentes
maneiras em cada Mundo da Matematica, na modelagem matemética ha diferentes usos
da linguagem: para descrever, para explicar, para validar, entre outros. Os diferentes usos
da linguagem denotam o transito dos sujeitos pelos Trés Mundos da Matematica da teoria
de David Tall. Esses usos da linguagem evidenciam, assim, o que diz Corréa (2009, p.
94), que na matematica ha “uma gramatica que rege ‘a ordem concebivel’ no interior de
um sistema coerente, em que conhecimento e linguagem possuem o mesmo principio de
funcionamento na representagao”.
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A Figura 9 indica a linguagem utilizada pelos alunos no desenvolvimento da
atividade de modelagem matematica. A linguagem, por sua vez, indica o caminhar dos
alunos pelos Trés Mundos da Matematica.

2
#ﬂ'_'m
.-"lr{,.-";h,
. ' E
Formulegeo do Modelo ) = _ e T
Mat=matico H E S 'L JnEummem
Dbtengdo do |:';r| l’\:a'__r'-".l.-\..".-\.1'-|
modeln para -
1 cigarro l

Obt=ngac do modelo parsi
n cigarro - MICOTINA

SA|capinn s e g

g A adeE Ay ap oy

.
ormulagao
_——
da situagao
problema

IR WtilizacEo de comomitos metematioos:
§ wmacers )
Lirnites infinitos b =

- .
|..,:--'r|.r Cars0 | S

Situacao-problema ) ::;-.'- e s

MaILS T T—
I T T o TSP (R

e SmeSibaa ade Jn aa el e e SR ey A

Figura 9 — Caminhos percorridos pelos alunos na atividade Analise da concentracdo de
Nicotina

Concluindo

As tricotomias associadas ao desenvolvimento cognitivo dos alunos envolvidos em
atividades matematicas foram caracterizadas algumas vezes na literarutura. Neste artigo
subsidiamos nossas argumentacfes na caracterizacdo de David Tall, referindo-se a Trés
Mundos da Matematica e, em especial, no que se pode concluir sobre a linguagem dos
alunos nesses trés mundos.

Na atividade de modelagem matematica a que nos referimos neste texto, os alunos
partiram de situacBes perceptiveis, daquilo que Ihes era observavel. Ao utilizar apenas a
observacéo e a acao sobre a situacéo-problema eles iniciavam a atividade com modos de
operacao relacionados ao Mundo Conceitual Corporificado, que segundo Tall (2003), € o
mundo em que o modo de operacao é fundamentalmente humano baseado na percepcéo
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e na acdo. Neste caso entdo tabelas, graficos e texto, sdo especificidades da linguagem e
seu uso é mais associado a fungéo representativa.

Avancar no que se refere ao desenvolvimento da atividade requer a
matematizacdo, a resolugcédo do problema por meio da matematica. Nestes procedimentos
os alunos necessitaram de construcdes algébricas, deducdo e resolucdo de equacdes
diferenciais, indicando que simbolos matematicos precisariam emergir e ser manipulados.
Neste sentido, especificidades do Mundo Simbdlico Proceitual se evidenciam.

O refinamento da linguagem entre os Mundos Corporificado e Simbdlico é
observado no que diz respeito ao seu potencial para representar a situacao inicial, seja
por meio da linguagem natural, seja por meio de tabelas, quadros, gréficos, e da
linguagem matematica envolvendo simbolos e calculos.

No que diz respeito ao Mundo Axiomatico Formal, o uso da linguagem ocorre para
expressar conceitos utilizados na formulagdo do modelo mateméatico. Nesse sentido,
processos de generalizacdo denotam um refinamento da linguagem matematica que se
inicia no Mundo Simbdlico Proceitual e se aperfeicoa no transito pelo Mundo Axiomatico
Formal. E nesse momento que linguagem natural e linguagem matematica s&o
relacionadas para proporcionar a compreensao da situacao inicial e transita-se entre os
Mundos Axiomatico Formal e Conceitual Corporificado.

Observamos que ndo ha uma linearidade no que diz respeito ao caminho tracado
entre os Mundos da Matematica, mas ha um transito, idas e voltas, entre corporificacdes
gue servem de base para a compreensao e o uso da linguagem matematica para célculos
e para convencimentos associados as generalizacdes e provas matematicas.

Segundo Tall (2004a) o caminho que cada sujeito traca pelos Trés Mundos da
Matematica € particular e individual. Esse quadro teorico estd relacionado ao
desenvolvimento dos sujeitos. Observamos que quando temos alunos envolvidos com
atividades de modelagem matematica, o conjunto de acfes que a modelagem requer
deles, bem como as etapas de uma atividade de modelagem matematica, citadas por
Blum (2002), levam os alunos a transitar por pelo menos dois dos Trés Mundos da
Matematica: o Mundo Conceitual Corporificado e o Mundo Simbdélico Proceitual. E, por
vezes, dependendo do conjunto de conhecimentos prévios dos alunos, eles vém e vao do
Mundo Conceitual Corporificado para o Mundo Simbdlico Proceitual e para o Mundo
Axiomatico Formal — ndo necessariamente nessa ordem.

O refinamento da linguagem pode denotar a passagem, ainda que ténue, de um
Mundo ao outro, formando um ciclo de acdes. Nesse sentido a modelagem matematica
possibilita o uso de diferentes linguagens, bem como o refinamento desse uso que, por
sua vez, caracteriza o transitar cognitivo entre os diferentes mundos da matematica.
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