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Resumo

Neste artigo discute-se a importancia de se desenvolver entre os estudantes da
escolarizagdo basica o raciocinio combinatério, como uma forma de pensamento
que auxilia no aprendizado matematico, bem como de outras areas do
conhecimento, especificamente em conteddos nos quais a sistematizacdo de
informacdes e andlise das mesmas € necessdria. Referenciais tedricos sao
apresentados que defendem a relevancia da Combinatéria no desenvolvimento de
um pensamento légico proposicional. Dados empiricos de um estudo realizado com
568 estudantes, de escolas publicas e particulares, do 2° ano do Ensino
Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio serdo apresentados e discutidos.
Evidencia-se a influéncia da escolarizacao e, em particular, do ensino promovido na
escola no desenvolvimento do raciocinio combinatério, bem como se reflete quanto
a necessidade de serem considerados em sala de aula os variados significados,
distintas relacées e propriedades e diversificadas representacdées simbdlicas que
compdem as situacdes combinatorias.

Palavras-chave: Raciocinio combinatério; escolarizacdo basica; significados,
relacdes e representagdes simbdlicas.

Abstract

In the present paper the importance of developing combinatorial reasoning in basic
schooling as a way of thinking that aids mathematical learning, and from other areas,
specifically in subjects in which it is necessary to systematically analyse information,
is discussed. Theoretical references are presented that defend the relevance of
Combinatorics in the development of logical propositional thinking and empirical data
is presented and discussed from a study with 568 students, of private and state
schools, from the beginning of Primary School to the end of Secondary School. The
results bring evidence of the influence of schooling, in particular the type of teaching,
in the development of combinatorial reasoning, and these lead to the need to
consider in the classroom the varied meanings, distinct relations and properties and
diverse symbolic representations that compose combinatorial situations.

Key words: Combinatorial reasoning, basic schooling, meanings, relations and
symbolic representations.
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Combinatéria — conceitos e definicoes

Morgado, Pitombeira de Carvalho, Carvalho e Fernandez (1991) afirmam
que a Analise Combinatdria é a parte da Matematica que analisa estruturas e
relacdes discretas. Merayo (2001) defende que a Analise Combinatdria é a
técnica de saber quantos objetos ha em um conjunto sem realmente ter que
conta-los, porque essa técnica nado necessita listar ou enumerar todos os
elementos que formam o conjunto.

A utilidade da Analise Combinatéria vai além da Matematica Tedrica e dos
trabalhos em sala de aula. Segundo Guirado e Cardoso (2007), apesar de ter
sua origem nos jogos de azar — tais como langamentos de dados e jogos de
carta — ao longo do tempo a Analise Combinatdria sofreu intenso desenvolvimento e
hoje seus métodos sdo aplicados em diversas areas como no calculo das
probabilidades, em problemas de transporte, de confec¢cdo de horarios, de
elaboracdo de planos de producdo, de programacao linear, de estatistica, de
teoria da informacao, de biologia molecular, de economia, de légica, etc. Além
disso, esses métodos sdo também utilizados em problemas de Matematica
Pura, como na teoria dos grupos e de representacdes, no estudo dos
fundamentos da Geometria, nas Algebras ndo associativas, etc.

Portanto, a Combinatdria nos permite quantificar conjuntos ou subconjuntos
de objetos ou de situacdes, selecionados a partir de um conjunto dado, ou seja, a
partir de determinadas estratégias ou de determinadas férmulas, pode-se saber
quantos elementos ou quantos eventos sdo possiveis numa dada situagdo, sem
necessariamente ter que conta-los um a um.

Assim, no presente estudo, entende-se o raciocinio combinatério como um
tipo de pensamento que envolve contagem, mas que vai além da enumeragéo de
elementos de um conjunto. Na Combinatéria contam-se, baseando-se no raciocinio
multiplicativo, grupos de possibilidades, através de uma acao sistematica, seja pelo
uso de férmula, seja pelo desenvolvimento de uma estratégia que dé conta de
atender aos requisitos desses tipos de problemas, como a constituicdo de
agrupamentos, a determinacdo de possibilidades e sua contagem. Neste estudo,
portanto, considera-se a Analise Combinatéria como a parte da Matematica que
estuda os agrupamentos a partir de alguns critérios; a Combinatoria como os tépicos

referentes a esta parte da Matematica; o raciocinio combinatério como a forma de
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pensar referente a Combinatéria; e combinacdo como um dos significados dos

problemas de Combinatéria, juntamente com arranjo, produto cartesiano e

permutagao.

A Combinatéria como problema multiplicativo particular

Baseado em Merayo (2001) e classificacdes anteriores (Nunes e Bryant,
1997; Vergnaud, 1983 e 1991 e PCN, 1997), o presente trabalho classifica os
problemas que envolvem raciocinio combinatério em uma organizagdo Unica —
nao identificada em estudos anteriores. Alguns autores se referem
exclusivamente ao produto -cartesiano quando tratam de problemas
combinatérios e outros se referem exclusivamente a arranjos, combinacées e
permutacées. No presente estudo, os quatro tipos de problemas foram
considerados como caracteristicos do pensamento combinatério, contribuindo,
dessa forma, para a reflexdo tedrica da necessidade de se considerar este
conjunto de problemas no ensino e aprendizagem da Combinatéria no Ensino
Basico. Os problemas béasicos que envolvem raciocinio combinatorio
trabalhados no Ensino Fundamental e Médio organizados neste estudo
assumem os seguintes significados®: produto cartesiano, permutacédo, arranjo e
combinacdo, os quais podem ser solucionados, dentre outras formas, através do
principio fundamental da contagem®.

A seguir estdo colocados os tipos de problemas, ou seja, significados
presentes na Combinatéria, com seus exemplos, invariantes (relacoes e
propriedades que se mantém constantes) e caracteristicas.

o Produto Cartesiano (Nunes e Bryant, 1997), Produto de Medidas
(Vergnaud, 1983, 1991) ou Combinatéria (PCN, 1997), os quais sao considerados

no estudo como tipo unico:

% Neste trabalho, quando se refere aos tipos de problemas de Combinatdria esta se referindo a
significados de problemas de Combinatéria, ou seja, tipos de problemas estdo aqui
considerados em termos de diferentes significados que a Combinatéria pode assumir. Cada
um dos significados possui invariantes diferentes, mas s&o todos problemas combinatorios
porque possuem a caracteristica de levantamento de possibilidades — por contagem direta ou
indireta.

* Para compreender o Principio Fundamental da Contagem, suponhamos que um evento seja
constituido de duas etapas sucessivas. A 12 etapa pode ser realizada de n maneiras distintas. Para
cada uma dessas possibilidades, a 22 etapa pode ser realizada de m maneiras distintas. Entdo, o
numero de possibilidades de se efetuar a acdo completa é dado por n x m. Esse principio pode ser
generalizado para agbes constituidas de mais de duas etapas sucessivas (IEZZI; DOLCE;
DEGENSZAJN; PERIGO; ALMEIDA, 2004, p. 307).
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Ex.: Para a festa de S&o Joao da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4

meninas (Maria, Luiza, Clara e Beatriz). Se todos os meninos dancarem com todas
as meninas, quantos pares diferentes poderao ser formados?

Invariantes:

- Dados dois (ou mais) conjuntos distintos, 0s mesmos serdo combinados para
formar um novo conjunto.

- A natureza dos conjuntos é distinta do novo conjunto formado.

O que caracteriza estes problemas é que dois ou mais conjuntos disjuntos (neste
caso, 0 de meninos e o de meninas) sdo combinados para formarem um terceiro

conjunto (o de pares para a danca).

. Permutacao

Ex.: Calcule o numero de anagramas da palavra AMOR.

Invariantes:

- Todos os elementos do conjunto serdo usados, cada um apenas uma vez
(especificamente para os casos sem repeticao);

- A ordem dos elementos gera novas possibilidades.

O que caracteriza esses problemas é que todos os elementos sdo usados em
diferentes ordens para formar as permutacdes. Para formar todas as permutacoes
com as letras da palavra AMOR, por exemplo, todas as quatro letras devem ser
usadas e quando a ordem dos elementos é modificada, novas possibilidades séo

geradas, por exemplo, AMOR ¢ diferente de AOMR, que é diferente de AMRO.

o Arranjo

Ex.: O quadrangular final da Copa do Mundo sera disputado pelas seguintes
selecdes: Brasil, Franca, Alemanha e Argentina. De quantas maneiras distintas
podemos ter os trés primeiros colocados?

Invariantes:

- Tendo n elementos, poderdo ser formados agrupamentos ordenados de 1
elemento, 2 elementos, 3 elementos.... p elementos, com 0 < p < h, sendo p € n
nameros naturais;

- A ordem dos elementos gera novas possibilidades.

O que caracteriza esses problemas é que de um grupo maior (Brasil, Franca,
Alemanha e Argentina, por exemplo), alguns subgrupos sao organizados e a ordem
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dos elementos gera novas possibilidades, sendo importante na composicdo das

possibilidades, ou seja, a organizacdo Brasil, Alemanha, Argentina é diferente de
Brasil, Argentina e Alemanha.

. Combinacao

Ex.: Trés alunos (Mario, Raul e Junior) participam de um concurso em que serao
sorteadas duas bicicletas iguais. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos
no concurso?

Invariantes:

- Tendo n elementos, poderao ser formados agrupamentos ordenados de 1 elemento, 2
elementos, 3 elementos.... p elementos, com 0< p < n, p € n naturais;

- A ordem dos elementos nao gera novas possibilidades.

De forma semelhante aos problemas de arranjo, tem-se um conjunto maior e dele sao
selecionados elementos para formar subconjuntos, porém, de forma diferente, a ordem
dos elementos ndo gera novas possibilidades, como, por exemplo, Mario e Raul serem
sorteados constitui o mesmo que Raul e Mario serem sorteados

Estes problemas combinatérios podem ser resolvidos por meio de diferentes
formas de representacdo: desenhos, listagens, arvores de possibilidades, tabelas,
formulas, dentre outras. As diferentes formas de representagcdo simbdlica ocorrem tanto
no que se refere as solugbes apresentadas pelos alunos quanto na proposicao da
questao.

Ha outras possiveis classificacbes ou aspectos diferenciadores dos problemas
combinatérios. O presente estudo, porém, tratara dos problemas de produto cartesiano,
arranjo, permutacdo e combinacdo, como exemplificados acima, com agrupamentos
simples, sem repeticdo. Nos problemas apresentados solicitava-se a contagem de
possibilidades (ndo necessariamente a enumeragcado das mesmas) e apenas 0 principio
multiplicativo era suficiente, ou seja, ndo havia escolhas alternativas de um evento ou de

outro.

Investigacoes anteriores com alunos da educacao basica

Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997) afirmam que, além da sua

importancia no desenvolvimento da idéia de probabilidade, a capacidade combinatéria
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€ um componente fundamental do pensamento formal. Esta afirmacéo se relaciona

com o que Inhelder e Piaget (1955) defendem em relacdo ao desenvolvimento do
pensamento operatoério formal — caracterizado por uma forma l6gica de pensar mais
generalizada e baseada em proposicoes e hipbteses.

Trabalhar na escola com problemas combinatérios é relevante para que surjam
e se transformem esquemas e relagdes de carater combinatério, uma das dimensdes
que condiciona o aparecimento da l6gica das proposicoes (Inhelder e Piaget, 1955).
Na fase das operagdes concretas, a crianga, segundo Piaget, € capaz de trabalhar
com situagdes conhecidas e quando entra para a fase das operagdes formais ela
passa a ser capaz de trabalhar com situacdes hipotéticas, dessa forma, para Piaget, o
raciocinio combinatorio é evidéncia de pensamento operatério formal.

Inhelder e Piaget (1955) buscaram investigar a natureza da dificuldade em
problemas de Andlise Combinatdria e observaram que, atingindo o estagio das
operacbes formais, os adolescentes sao capazes de desenvolver procedimentos
sistematicos de enumeracdo e de contagem combinatéria. Estes autores também
verificaram que a compreensao das operacées combinatérias desenvolve-se através
de estagios. Eles defendem que criangas no primeiro estagio usam procedimentos de
listagem aleatdria, sem tentar encontrar uma estratégia sistematica ao resolverem
problemas combinatérios; no segundo estagio, as criancas se utilizam da estratégia
de tentativa e erro, descobrindo alguns procedimentos empiricos com alguns
elementos; e, no periodo das operacdes formais, os adolescentes descobrem
procedimentos sistematicos de resolugdes combinatdrias, embora, para resolver
sistematicamente permutacdes, s6 por volta dos 15 anos de idade.

Os estagios piagetianos referentes ao desenvolvimento dos alunos em
permutacdes sao os seguintes:

« Estagio IA — Nao consegue encontrar todas as permutagcdes possiveis entre
os elementos e tem dificuldade em compreender que os mesmos elementos
podem ser arrumados de varias maneiras diferentes.

» Estagio IB — Pode encontrar, por ensaio e erro, as possiveis permutagcbes
entre os elementos, mas ndo tem certeza de que esgotou todas as
possibilidades.

» Estagio IIA — Encontra todas as permutagcbes por ensaio e erro (com
combinacées menores) e tem a consciéncia de que as esgotou, mas com

combinagdes maiores nao consegue resolver.
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» Estagio IIB — Consegue generalizar para mais elementos a descoberta feita

para as combinagcdes com poucos elementos.
» Estagio lll - Todas as possiveis permutacbes sao geradas sem necessidade

de intervengéo.

Ressalta-se que Inhelder e Piaget (1955) analisaram mais especificamente o
desenvolvimento de um dos tipos de problemas que envolvem raciocinio combinatorio
— as permutagbes — sendo necessario ampliar esta andlise para outros significados,
como 0s que envolvem produtos cartesianos, arranjos e combinacoes.

Se os resultados de Inhelder e Piaget (1955) podem levar a conclusdo de um
desenvolvimento do raciocinio combinatdério associado meramente ao
desenvolvimento do pensamento logico, Fischbein (1975) defende que a capacidade
de resolucédo de problemas de combinatéria ndo podera ser alcangada sem 0 ensino
formal. Fischbein, Pampu e Minzat (1970) estudaram o efeito de instrucdes
especificas sobre a capacidade combinatéria e os resultados apontam que criangcas
de 10 anos séo capazes de aprender idéias combinatorias com a ajuda do diagrama
de arvore.

Portanto, ha defesa, a partir de pressupostos de Piaget, de desenvolvimento de
raciocinio combinatério a medida que se avanca nos estagios de desenvolvimento e
ha defesa, por parte de Fischbein, da importancia da escola, do ensino formal, neste
desenvolvimento. No presente estudo, acredita-se na importadncia da escola no
processo de aprendizagem formal de conceitos, porém, também nao se pode deixar
de defender aspectos relacionados ao desenvolvimento extra-escolar, a maturidade e
ao proprio desenvolvimento cognitivo.

Outro estudo que trata de estagios de desenvolvimento do raciocinio
combinatério é o de Soares e Moro (2006). Estas pesquisadoras, ao discutirem o que
denominam de psicogénese do raciocinio combinatério, encontraram, de forma
semelhante ao que descrevem Inhelder e Piaget (1955), diferentes niveis de
desenvolvimento em 31 alunos de 52 série e 29 alunos de 62 série. Para chegar a
estes resultados, estas pesquisadoras aplicaram coletivamente um teste com quatro
problemas multiplicativos do tipo produto cartesiano com duas e/ou trés variaveis e

valores numéricos pequenos e/ou grandes, sem e com presenca de valores



distractores®. Estas autoras destacam os seguintes niveis:

» Nivel | - da auséncia de solugcao combinatoria
As solugbes de auséncia de solugdo combinatdria tém como caracteristica
revelar limites de compreensdo ou interpretacdo, pelos participantes. Esses
limites resultam, segundo estas autoras, em composicdes numéricas por
justaposicao de algarismos do texto e em calculos aritméticos os mais variados
com o0s numeros obtidos, na tentativa de dar, de algum modo, resposta
numérica ao problema. Outra forma de manifestagdo dos limites mencionados &
a de apelar a critérios relacionados ao uso social na busca da solucdo.

e Nivel ll - dos primeiros indicios de solucoes combinatorias.
Soares e Moro (2006) colocam como caracteristicas que marcam as solucdes
de Nivel II: nenhuma delas apresenta total auséncia de referéncia ao texto do
problema, e nelas prevalecem a marca dos valores distractores e a
interpretacdo do contedudo do problema conforme contexto sécio-cultural. Por
vezes, ainda, fazem-se presentes, complementares as solucdes, calculos
aritméticos envolvendo tanto valores numéricos do texto (incluidos os
distractores), como valores numéricos estranhos ao texto.

e Nivel lll - alguma aproximacao de solucées combinatorias.
As solugdes do nivel Il diferenciam-se dos niveis anteriores pelas seguintes
caracteristicas: ndo sado distorcidas nem pelos valores distractores, nem por
interpretacées do conteudo do problema restritas a contextos sécio-culturais
especificos. Ha presenca de calculos (mental, ou ndo, e, predominantemente,
multiplicativos) com parte dos valores de algumas das variaveis.

« Nivel IV - presenca de solucées combinatorias.
Apoiadas em diagramas ou em outro recurso grafico (listas, tabelas, por exemplo), as
solugdes desse nivel diferenciam-se das do nivel anterior ao representarem a relacéo
de um para muitos entre todos os valores de todas as variaveis dos problemas, sejam
elas duas ou trés. E ha, na elaboracao dessas solugcdes, o emprego de procedimentos

econdmicos, inclusive os com marca algébrica.

® Entende-se por valores distractores aqueles niimeros expressos nos enunciados que nao devem ser
levados em consideragcdo na solugdo dos problemas, ou seja, fazem parte do enunciado, mas néo
influenciam na situagao-problema.
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Como foi visto, Soares e Moro (2006) destacam niveis e sub-niveis de

construcao do raciocinio combinatoério compondo uma hierarquia que corresponde a
solucbes desde as nao pertinentes e/ou pertinentes ao problema, sem sinal de
raciocinio combinatdrio, até aquelas em que ha sinais desse raciocinio.

Ressalta-se que, assim como Inhelder e Piaget (1955) se detiveram na analise
de problemas de permutacio, Soares e Moro (2006) concentraram suas analises nos
problemas de produto cartesiano. Estes estudos também analisam faixas etarias mais
restritas, sendo, portanto, necessaria a realizacao de pesquisas — como 0 presente
estudo — que investiguem alunos de faixas etarias mais amplas e que envolvam
significados diferenciados presentes em problemas que envolvem raciocinio
combinatdrio. Investigacdes mais abrangentes — em idades de participantes e
situacdes envolvidas — podem possibilitar o estudo mais amplo do desenvolvimento
deste tipo de raciocinio.

Estudo do desenvolvimento dos 7 aos 17 anos

Objetivos

E relatado no presente artigo um estudo que tinha como objetivo geral analisar
a compreensao de alunos do 2° ano do Ensino Fundamental ao 3° ano do Ensino
Médio sobre problemas que envolvem o raciocinio combinatdrio, e como objetivos
especificos: verificar o desempenho dos alunos nos diversos tipos de problemas de
Combinatdria; observar o desempenho dos alunos ao longo do periodo de
escolaridade lidando com as mesmas questdes que envolvem o raciocinio
combinatdrio; analisar como alunos das séries iniciais resolvem problemas cujos
conceitos ndo foram ainda formal e explicitamente trabalhados pela escola e como
alunos de séries posteriores lidam com as situagbes ap6s o conhecimento de

procedimentos formais.

Participantes
Participaram do estudo alunos de quatro escolas, sendo duas publicas e duas

particulares: uma publica e uma particular que atendem alunos do 2° ao 5° ano do
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Ensino Fundamental®; e uma publica e uma particular que atendem tanto alunos do 6°

ao 9?2 ano do Ensino Fundamental quanto alunos do 12 ao 3% ano do Ensino Médio. A
pesquisa abrangeu, assim, escolas publicas e particulares em trés niveis distintos de
escolarizagao, quais sejam, 22 ao 5° ano do Ensino Fundamental, 6° ao 9° ano do
Ensino Fundamental e 1° ao 3% ano do Ensino Médio, totalizando 568 alunos.

As escolas e turmas foram escolhidas por conveniéncia, ou seja, pela
disponibilidade em ceder o espago para a pesquisa. Os alunos participaram da
pesquisa a partir da sua disponibilidade no momento do teste, por esta razao tém-se

numeros diferentes de alunos em cada série/turma analisada.

Procedimentos metodolégicos

Cada aluno resolveu, individualmente, uma ficha contendo oito problemas de
combinatdria, dois de cada tipo: produto cartesiano, combinacdo, arranjo e
permutacdo. Os quatro primeiros problemas envolviam niameros que levavam a maior
namero de possibilidades na solucdo e os quatro Uultimos envolviam menos
possibilidades, de modo que em cada tipo de problema o aluno entrava em contato
com problemas de maiores e de menores possibilidades envolvidas.

Foi colocado para os alunos que os problemas poderiam ser resolvidos da
forma que eles quisessem e considerassem melhor, seja por desenhos, tabelas,
graficos, operacdes numéricas ou quaisquer outras formas. Dessa maneira, as
solugdes poderiam ser encontradas através de estratégias menos formais, como
desenhos, tabelas, arvores de possibilidades, desenhos de diversos tipos ou através
de estratégias mais formais, como o algoritmo da multiplicacdo (em alguns casos), o
principio fundamental da contagem ou o uso de férmulas.

Com o objetivo de que os alunos se sentissem livres para resolver os
problemas, nao foi estipulado tempo para a resolucéo. Para os alunos de 2° e 3% ano
do Ensino Fundamental, foi feita pelo pesquisador a leitura dos enunciados dos

problemas.

® Por uma questdo de organizacdo da linguagem escrita, neste estudo optou-se por adotar a
denominagcdo de uso corrente na linguagem oral e ndo nos documentos oficiais: Ensino
Fundamental | para os anos referentes ao 22, 3° 42 e 52 anos e de Ensino Fundamental Il para os
anos referentes ao 62, 72, 8° e 92 anos.
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Proposta de analise de dados

A andlise dos dados do estudo foi realizada de forma qualitativa e quantitativa,
cuja estatistica foi efetuada através do Statistical Package for the Social Sciences —
SPSS.

Analisou-se 0 desempenho dos alunos a partir das variaveis tipo de escola
(publica e particular), nivel de ensino (Ensino Fundamental |, Ensino Fundamental Il e
Ensino Médio) e significados de Combinatéria dos problemas (arranjo, combinacao,

permutacao e produto cartesiano).

Apresentacao e analise de dados

Andlise de desempenho por tipo de escola

Nesta secdo serdo discutidos os resultados buscando contemplar a analise de
desempenho por tipo de escola (Tabela 1). Para um maior detalhamento dessa
discussao, sao contempladas na analise da Tabela 2 as variaveis tipo de escola por
ano de escolarizacao e significado de Combinatéria do problema.

Tabela 1. Percentuais de acerto por tipo de escola.

Escola Publica 13,4

Escola Particular 34,81

E preciso salientar que neste aparente desempenho fraco — tanto dos alunos
da escola publica quanto da particular — foram considerados apenas acertos
completos, ou seja, se 0s alunos conseguiam chegar aos resultados corretos. Deve-
se, porém, considerar que ha um nimero muito maior de acertos parciais, ou seja,
casos nos quais os alunos iniciaram corretamente suas solu¢des e se aproximaram
das respostas corretas, mas nao a obtiveram por dificuldades de sistematizagdo em
suas resolugbdes. Além disso, € preciso considerar que estes valores indicam o
percentual de acertos envolvendo os alunos de todos os anos de escolarizagao.

Foi observada diferenca significativa de desempenho em funcao do tipo de
escola (publica e particular), evidenciada pela andlise de variancia: tipo de escola, F(1,
567) = 206.498, p < 0.0001.

A Tabela 2, a seguir, € um detalhamento da Tabela 1 discutida anteriormente.
O objetivo principal da apresentacao da Tabela 2 é discutir a diferenca entre os dois

tipos de escola pesquisados: publica e particular, analisando-se os acertos por tipo de
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escola e por ano de escolarizacdo. Nas secdes subsequentes, os desempenhos por

ano de escolarizagao e por tipo de problema serao foco de analise.

Tabela 2. Percentual de acertos por tipo de escola, por ano de escolarizacao e
por significado de Combinatéria do problema.

Arranjo Combinacao Permutacao C::toeili‘;:o

22 ano EF 0 0 0 0
E 32 ano EF 1,6 4.8 1,6 12,9
c 42 ano EF 1,3 5,4 1,3 4
U | 5°ano EF 1,6 8,3 3,3 15
a 62 ano EF 11,1 2,7 0 30,5
o 72 ano EF 13,8 2,7 0 41,6
u 82 ano EF 23,6 2,6 2,6 421
:° 92 ano EF 36,8 0 10,5 73,6
i 12 ano EM 19 4,7 11,9 69
c 22 ano EM 22,2 13,8 2,7 77,7
2 32ano EM 23,6 13,1 7.8 60,5
E| 2°anoEF 0 1,7 0 0
i 32 ano EF 6 19,6 3 15,1
0| 4%anoEF 5,9 14,2 4,7 40,4
'a 52 ano EF 27,7 14,8 55 81,4

62 ano EF 24 20 20 76
: 72 ano EF 50 7.4 31,4 90,7
r 82 ano EF 27 22,9 47,9 81,2
: 9¢ ano EF 58,3 25 33,3 91,6
¢ | 1%ano EM 48,1 7,4 53,7 94,4
:’ 22 ano EM 58 4 40 88
f 32ano EM 68,9 27,5 84,4 87,9

anos de escolarizacdo também se avanca no nivel de desempenho, tanto na escola

Obs.: EF = Ensino Fundamental; EM = Ensino Médio

Na Tabela 2, verifica-se que, de um modo geral, a medida que se avancga nos

publica quanto na particular, embora, de um modo geral, esta segunda apresente um

melhor desempenho que a primeira.

quanto da particular partem de um nivel de desempenho bem semelhante, porém, a

Uma importante observacao € a de que os alunos tanto da escola publica

medida que 0s anos de escolarizagdo avangam, os dois tipos de escola se distanciam
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cada vez mais. Assim, a medida que o nivel de escolaridade avanga, as diferencas de

desempenho se distanciam em favor dos alunos das escolas particulares.

Na analise qualitativa observa-se que, apesar de no 2° ano do Ensino
Fundamental os alunos ja apresentarem estratégias interessantes, nao ha acertos no
sentido de desenvolver uma estratégia apresentando compreensao total do célculo
relacional (VERGNAUD, 1991) e nem uma resposta correta no que se refere ao
calculo numérico (VERGNAUD, 1991). Porém, a partir do 3% ano do Ensino
Fundamental, o desempenho dos alunos dos dois tipos de escola comeca a se
diferenciar e, como afirmado anteriormente, os da escola particular apresentam um
desempenho significativamente superior em relacdo aos alunos da escola publica.

Diante do fato de iniciarem a partir de um mesmo nivel de desempenho, ha
evidéncias que nao ha uma dificuldade cognitiva nos alunos da escola publica que os
diferencia dos alunos da escola particular. As escolas particulares envolvidas no
estudo parecem estar estimulando melhor os alunos a pensarem em problemas
diferenciados e a buscarem sistematicamente solugdes para situacdes distintas.
Segundo Fischbein, Pampu e Minzat (1970), o desenvolvimento do raciocinio
combinatério tem uma forte influéncia da escolarizagcéo, pois a escola pode estimular
que os alunos busquem estratégias para solucionar problemas de natureza
diferenciada, bem como incentiva-los a busca de sistematizacdes em suas solucoes.

Mesmo com as diferencas de desempenho entre os tipos de escola, observa-
se que nas duas redes de ensino ocorrem avanc¢os a medida que avancga o nivel de
ensino, ou seja, a escola publica apresenta um desempenho inferior a escola
particular, mas analisando-se o desempenho dos alunos verifica-se avan¢co de um
nivel de ensino para o seguinte — tanto na escola particular quanto na publica. Este
avanco de desempenho por nivel de ensino sera analisado a seguir.

Andlise de desempenho por nivel de ensino

Nesta secdo sera analisado o desempenho dos alunos por nivel de ensino
(Tabela 3).

Tabela 3. Percentuais de acerto por nivel de ensino.

Ensino Fundamental | 9,3
Ensino Fundamental Il 33,5
Ensino Médio 43,2
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Entre os distintos niveis de escolarizacdo, foram observadas diferencas

significativas no desempenho dos alunos (F (2, 566) = 173.826 p < 0.001). Testes
post-hoc foram realizados (Tukey MSD e Bonferroni) e indicaram diferencas
significativas (p < 0.001) entre os trés niveis de ensino, ou seja, os desempenhos no
Ensino Fundamental Il foram significativamente superiores aos desempenhos no
Ensino Fundamental | e os desempenhos no Ensino Médio foram significativamente
superiores aos do Ensino Fundamental II.

A Tabela 3 evidencia que ha progressos de um nivel de ensino para outro com
grandes saltos em termos de desempenho do Ensino Fundamental | para o Ensino
Fundamental Il, mas menores avancos entre o Ensino Fundamental Il e o Ensino
Médio (embora as diferencas sejam significativas). Parece, assim, haver evidéncia de
que a maturidade e/ou experiéncias extra-escolares ou escolares, nao
necessariamente relacionadas de forma direta ao ensino da Combinatéria, tém uma
grande influéncia nos desempenhos, pois nos anos finais do Ensino Fundamental os
alunos melhoram significativamente mesmo sem instrucao escolar especifica.

E importante lembrar que nestas andlises esta sendo considerada como acerto
a finalizacao total do problema, com a resposta correta. Porém, acertos intermediarios
ocorrem em todos os niveis de ensino. Portanto, embora o Ensino Fundamental |
apresente um percentual baixo de acertos (9,3%), 0s alunos demonstram
interessantes estratégias de resolucao e diferentes niveis de compreensao em relacao
aos problemas.

Ha um avanco grande de desempenho no Ensino Fundamental Il se
comparado ao Ensino Fundamental I. Porém, dos alunos do Ensino Médio esperava-
Se um avango maior, pois se previa que o possivel trabalho formal com a combinatéria
ocorrida neste nivel de ensino tivesse um impacto maior no desempenho.

Observou-se, ao analisar os dados, que, ao se utilizarem de férmulas, alunos
ainda o fazem de maneira inadequada, demonstrando que mesmo formalizando esse
ensino, talvez o trabalho ndo esteja ocorrendo de maneira adequada, que deveria
ajudar o aluno a pensar sobre a légica implicita em cada significado de problema
estudado (arranjo, combinacéao, permutacdo e produto cartesiano). Assim, parece que
o calculo relacional (VERGNAUD, 1991) fica relegado, priorizando o calculo numérico
através de formulas, bem como os invariantes (VERGNAUD, 1986) dos diferentes
significados nem sempre sao analisados, discutidos, refletidos, ndo ajudando, assim,
o aluno a desenvolver a compreensao das diferentes ldgicas dos problemas.
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Diante da necessidade de se desenvolver a compreensao dos diferentes tipos

de problemas de Combinatéria (com suas variagbes em termos de significados
envolvidos, de invariantes presentes nas situacdes e das representacdes simbdlicas
utilizadas), é importante que desde o Ensino Fundamental | sejam exploradas
estratégias espontaneas para a resolucao de situacées que envolvam significados e
invariantes diversos, estimulando os alunos ao uso de diferentes representacdes
simbdlicas (VERGNAUD, 1986), considerando estes aspectos nos diferentes niveis de
ensino e aprofundando-os a medida que se avanca nos anos escolares. E necessario,
assim, explorar os conceitos-em-acdo que os alunos apresentam para, a partir do
nivel de conhecimento evidenciado, aprofundar os saberes relacionados a
Combinatéria. Ao buscar acompanhar as estratégias utilizadas pelos alunos, pode-se
identificar quais teoremas-em-ag¢do os alunos estao utilizando e, assim, melhor auxilia-
los no desenvolvimento das relagbes predicativas (VERGNAUD, 2009) das situacdes
combinatdrias, ou seja, as historicamente construidas e aceitas pela escola.

Além da necessidade de acompanhamento dos processos desenvolvidos pelos
alunos, é importante que a escola tenha consciéncia de que conhecimentos sio
desenvolvidos também fora dela, assim, ndo s6 o que se trabalha dentro da escola
com conteudos especificos auxilia no desenvolvimento do conhecimento do aluno,
mas também o que se aprende fora do contexto escolar se soma as experiéncias dos
alunos e formam uma teia, interferindo no processo de aprendizagem. Carraher,
Carraher e Schliemann (1988) defendem que conhecimentos ocorrem dentro e fora da
escola e esta precisa levar em consideragao os diferentes conhecimentos dos alunos
para, assim, poder desenvolver o trabalho de formalizagdo dos saberes. Porém, ndo
se pode negar a importdncia da escola no desenvolvimento do raciocinio
combinatério, pois esta tem um papel fundamental na formalizacdo dos
conhecimentos, na sistematizacdo de saberes que ocorrem dentro e fora do seu
ambito e, neste sentido, existem conhecimentos que sé serdo sistematizados,
organizados, ampliados e aprofundados na escola. Nessa direcao, Fischbein (1975)
afirma que a capacidade de resolucdo de problemas combinatérios nem sempre é
alcancada na idade adulta, sendo necessaria a instrucdo escolar especifica para que
esta capacidade se dé.
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Andlise de desempenho por significado de Combinatéria dos problemas

O objetivo da apresentacao da Tabela 4, a seguir, € chamar a atencao sobre
as diferencas nos significados de Combinatéria dos problemas nos diferentes niveis
de ensino. Nesta tabela tem-se o percentual de acertos por nivel e por significado

envolvido nos problemas.

Tabela 4. Percentual de acertos por significado de Combinatéria do problema e
por nivel de ensino

Arranjo Combinacéao Permutacao Produto Cartesiano
Ensino
Fundamental | 10,5 9,2 2,5 42,3
Ensino
Fundamental Il 32,1 11,4 20,4 68,9
Ensino Médio 43,1 12,2 38,4 812

Ao analisar o desempenho dos alunos por nivel de ensino e por significado de
Combinatoéria dos problemas, percebe-se que mesmo nos problemas em que sao
apresentados desempenhos mais baixos, como os de combinag&o, ha um avango no
desempenho a medida que se avanca nos niveis.

A seguir serao discutidos os desempenhos de acordo com os significados dos
problemas. Por meio de t-testes, observou-se que ha diferencas significativas (em
nivel de p < 0.001) entre cada um dos significados de Combinatéria dos problemas.
Dessa forma, os desempenhos diferenciaram-se significativamente nos problemas de
arranjo, de combinacéo, de permutacdo e de produto cartesiano, quando comparados
entre si.

Pode-se observar a partir da Tabela 4 que, de acordo com o desempenho dos
alunos nos diferentes niveis de ensino, os problemas mais faceis sédo os de produto
cartesiano, seguidos dos de arranjo e os mais dificeis sdo os de permutacdo e de
combinacdo, este ultimo com percentuais bastante baixos de acertos em todos os
niveis, sendo a permutagdo o significado de mais dificil compreensdo no Ensino
Fundamental I.

Os problemas de produto cartesiano sao 0s que apresentam o maior
percentual de acertos em todos os trés niveis pesquisados e este melhor desempenho
pode, em parte, ser creditado ao ensino nas escolas, pois a partir do 3° ano do Ensino
Fundamental problemas que envolvem o raciocinio combinatério sdo, em geral,

trabalhados e os de produto cartesiano sdo os Unicos problemas combinatérios
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explicitamente trabalhados desde cedo na escolarizagdo basica. Quando as estruturas

multiplicativas sdo introduzidas por volta do 3° ou 4° ano do Ensino Fundamental, o
produto cartesiano é trabalhado junto com outros significados dos problemas de
estruturas multiplicativas (proporcionalidade, configuracao retangular e comparativa,
utilizando os termos dos Parametros Curriculares Nacionais — Brasil, 1997). Salienta-
se que alguns tipos de problemas de combinatéria, como os problemas de arranjos,
combinagbes e permutagbes, ndao sao explicitamente ensinados nestas séries,
embora os PCN (BRASIL, 1997) orientem para que sejam trabalhados. Barreto,
Amaral e Borba (2007) evidenciaram que h& um trabalho implicito e ndo sistematizado
com os outros tipos de problema — em termos de significados envolvidos — em alguns
livros didaticos de anos iniciais de escolarizacdo. Apesar da auséncia de um trabalho
explicito e sistematizado com arranjos, combinagbes e permutacbes, alguns alunos
foram bem sucedidos em suas resolugcoes destas situacées. O bom desempenho
nestes casos pode ser consequéncia de experiéncias escolares, mesmo nao
explicitas ou com outros conteidos que auxiliam no desenvolvimento de um modo de
pensar sistematizado, ou, ainda, pode indicar um possivel desenvolvimento extra-
escolar do raciocinio combinatorio.

Dos significados menos trabalhados no Ensino Fundamental (arranjo,
permutacdo e combinagéo), os problemas de arranjo sédo 0s que se apresentam como
mais faceis, de acordo com o desempenho dos alunos pesquisados. Este significado
dos problemas de Combinatéria apresenta como um de seus invariantes o
agrupamento de conjuntos menores que a quantidade dada pelo conjunto maior, ou
seja, tendo, por exemplo, um conjunto com 6 elementos, pode-se solicitar que sejam
formados agrupamentos de 1, 2, 3, 4 e 5 elementos. Assim, de acordo com este
invariante de arranjos, tendo n elementos, poderdo ser formados agrupamentos
ordenados de 1 elemento, 2 elementos, 3 elementos.... p elementos, com 0 < p < n,
sendo p e n numeros naturais. Outro invariante conceitual de arranjo € o de que a
ordem dos elementos gera novas possibilidades. Assim, por exemplo, se 3 de 4
elementos forem selecionados, a ordem especifica destes elementos gera novas
possibilidades, ou seja, ABC é uma possibilidade distinta de ACB, que por sua vez é
diferente da possibilidade BAC e sucessivamente. Dessa forma, no caso de situagdes
de arranjos, ao listarem todas as possibilidades, os alunos nado terdo que eliminar

algumas destas, 0 que ocorre no caso das combinagdes, para as quais os alunos
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terdo que atentar para os casos que sao iguais, ou seja, nas quais os elementos

apenas variam em ordem, mas que nao constituem possibilidades distintas.

Se os problemas de arranjo forem comparados aos de permutacdo, percebe-se
que os de permutacado necessitam de uma sistematizacdo bastante rigorosa para que
o aluno ndo se perca na organizacao das possibilidades, pois percebendo os
invariantes (VERGNAUD, 1990) da permutagdo, o aluno precisa levar em
consideracao que todos os elementos do conjunto serdo usados, cada um apenas
uma vez (especificamente para os casos sem repeticao); e a ordem dos elementos
gera novas possibilidades. O que tem ocorrido de um modo geral nas solucdes
desses problemas € que o aluno se da por satisfeito listando apenas alguns casos e
nao buscando apresentar todos 0s possiveis casos.

De um modo geral, os problemas de combinagcdo foram o0s que se
apresentaram como os mais dificeis para os alunos, pois neste significado especifico
de problemas os alunos precisam perceber que de forma semelhante aos problemas
de arranjo, tem-se um conjunto maior e dele séo retiradas possibilidades para formar
subconjuntos, porém, de forma diferente, a ordem dos elementos ndo gera novas
possibilidades. Este invariante é necessario ser considerado e 0s alunos precisam
observar quais casos sao idénticos e ndo podem ser contados mais de uma vez.
Assim, por exemplo, para ganhar a bicicleta do sorteio no Problema 7 (Trés alunos
(Mario, Raul e Junior) participam de um concurso em que serdo sorteadas duas
bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no concurso?), a dupla
Mario/Raul é igual a dupla Raul/Mario, assim como a dupla Mério/Junior é igual a
Junior/Méario e a dupla Raul/Junior é igual a dupla Junior/Raul. O total de
possibilidades, entao, precisa ser reduzida a metade, uma vez que ha possibilidades
iguais duas a duas. Muitas vezes o aluno ndo percebe que a segunda opcao de cada
formacéo é igual a primeira e uma delas deve ser eliminada, sendo a resposta correta
3 e nao 6.

Deve-se ressaltar que o problema proposto de combinacdo com numeros
grandes requeria um procedimento mais formalizado, pois dificilmente se conseguiria
chegar a solugdo 126 utilizando uma estratégia menos formal, pela dificuldade de
enumerar os elementos.

Ao analisar o desempenho nos diferentes niveis de escolarizagdo por
significado de Combinatéria dos problemas, confirma-se a colocacao anterior de que
ha avancos de desempenho a medida que se avanga nos niveis de escolarizacéo e,
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no caso da andlise detalhada a partir dos problemas, percebe-se que esse avanco é

geral em cada significado de problema pesquisado, ou seja, mesmo nos problemas
com mais baixo percentual de acertos, como nos problemas de combinacao, ha
crescimento de desempenho nos niveis de ensino.

A analise por significado do problema evidencia que diferentes desempenhos
ocorrem com os distintos problemas, ou seja, alguns se apresentam mais faceis e
outros mais dificeis para os alunos pesquisados. Confirma-se 0 que se esperava, ou
seja, os problemas de produto cartesiano sao mais faceis do que os demais e, dos
mais dificeis, os de arranjo sao os que apresentam um maior percentual de acertos,
seguidos pelos de permutacdo e por fim os de combinacdo. Estes resultados se
assemelham aos de um estudo realizado pelos pesquisadores portugueses Correia e
Fernandes (2007) com alunos do 9° ano, envolvendo problemas de permutacédo
simples, arranjo com repeticdo, arranjo simples e combinacdo simples, no qual os
resultados obtidos apresentam um maior percentual de acertos nos problemas de
arranjos com repeticao e de arranjos simples, seguidos dos problemas de permutacao
e como mais dificeis, os de combinagao.

Os problemas de produto cartesiano sao trabalhados na escola desde os anos
iniciais, desde o inicio do trabalho com multiplicacdo. Os de combinagéo, além de
serem trabalhados explicitamente apenas no Ensino Médio, apresentam um invariante
que possivelmente dificulta a formacédo das combinacdes, pois a mudanca na ordem
dos elementos ndo gera novas possibilidades e os alunos, em grande parte das
vezes, ndao se dao conta dessa caracteristica e acabam repetindo possibilidades e,
assim, extrapolando-as. Os problemas de arranjo e de permutacao sao mais faceis
que os de combinagado e mais dificeis que os de produto cartesiano, de acordo com o
desempenho demonstrado pelos alunos. Os de arranjo se apresentam como mais
faceis do que os de permutacdo. Estes trés tipos de problemas combinatérios
requerem a compreensdo de quais elementos dos conjuntos dados podem ser
selecionados e como serdo organizados. A dificuldade na permutagéo reside em
organizar todos os elementos em ordens variadas e nas combinacdes é preciso

verificar quais casos sao idénticos para nao conta-los duplamente.
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Consideracoes finais

Um dos aspectos que se pode considerar como contribuicdo do presente estudo
€ o levantamento sobre o desenvolvimento do raciocinio combinatério realizado com
uma grande quantidade de alunos em trés niveis da Educacao Basica, no qual se tem
um panorama de como alunos de diferentes niveis, de diferentes idades, de escolas
publicas e particulares estao pensando sobre este conhecimento.

Com a presente investigacao, buscou-se defender a tese que o desenvolvimento
do raciocinio combinatério ocorre em um longo periodo de tempo, influenciado por
aspectos extra-escolares, assim como também por vivéncias escolares, sejam elas
relacionadas direta ou indiretamente as situacées combinatérias. Este desenvolvimento
€ evidenciado desde os anos iniciais do processo de escolarizacdo, com estratégias
que demonstram niveis de conceitualizacbes que vao se modificando, gracas as
diversas experiéncias — escolares ou ndo — no sentido de uma maior sistematizagéo e
formalizagdo na compreensdo dos diversos significados da combinatéria. Diante dos
resultados, é preciso que a escola reconheca esse desenvolvimento e busque
aproveitar as pistas fornecidas pelas diversas formas que o aluno utiliza para resolver e
responder os problemas combinatérios, para que possa auxilia-los nos processos de
sistematizacdo, aprofundamento, ampliacdo e formalizagdo dos seus conhecimentos
referentes a Combinatéria.

Destaca-se a importancia de serem considerados em sala de aula os variados
significados, distintas relagcbes e propriedades e diversificadas representacées
simbdlicas que compdem as situagbes combinatdrias para que estas sejam
aproveitadas da melhor forma possivel, no sentido de auxiliar os alunos no
desenvolvimento desse raciocinio.

Espera-se ter contribuido com o presente estudo para uma melhor compreensao
de como se da o desenvolvimento do raciocinio combinatério, evidenciando os fatores
que influenciam nesta construcdo. A analise do desempenho de alunos — influenciados
por suas experiéncias escolares e extra-escolares — pode contribuir para a reflexao de
como conceitos combinatdrios devem ser trabalhados em sala de aula.

Embora no dia-a-dia o levantamento de possibilidades n&o ocorra
necessariamente de maneira sistematica, o desenvolvimento de um pensamento como

o utilizado em situagdes combinatorias € Gtil no pensar matematico e de outras areas do
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conhecimento. Se bem trabalhada na escola, os alunos poderdo perceber o valor da

Combinatéria para resolver situacdes cotidianas — escolares e extra-escolares.
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