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Menos vezes menos dd mais: observacoes historicas sobre o conceito de
nimero negativo

Minus times minus makes plus: historical remarks about the concept of
negative number

Fernando Raul Neto'

Resumo:

O presente artigo aborda dois problemas diddticos que ocorrem nas aulas de matemadtica da
6* série do Ensino Fundamental: a introducdo do conceito de nimero negativo e a
apresentacdo da regra dos sinais da multiplicacdo, particularmente, a famosa regra menos
vezes menos dd mais. O enfoque utiliza a histdria: exposto o problema didatico, recorre-se a
histéria da matemadtica para tomar exemplos e examinar como a correspondente questao
matematica foi abordada. Espera-se que o exame do tateio dos matemadticos traga bons
ensinamentos para a didatica. O exame € complementado com observagdes gerais acerca da
filosofia da matemdtica. O artigo conclui com uma prova formal da famosa regra,
encontrada na maioria dos livros de dlgebra utilizados nos cursos de matemdtica, e com
alguns comentarios didaticos.

Palavras chaves: nimero negativo; regra dos sinais; menos vezes menos dd mais.

Abstract:

This paper concerns two didactical problems that happen to occur in the 6* class of the
Ensino Fundamental in Brazil: the introduction of the concept of negative number and the
rule of the signs in the multiplication, particularly the famous minus times minus makes
plus. The way is historical: the didactical problem is presented and one uses the history of
mathematics to see how the similar mathematical question was worked out by the
mathematicians. The expectation is that the ways with which the mathematicians have
thought about will be helpful for didactical uses. The study is complemented with general
observations about the philosophy of mathematics. The paper ends with a proof of the
famous rule, which is to be founded in the most didactical books of algebra of the
mathematics graduate courses, and with some didactical commentaries.

Keywords: negative number; rule of the signs; minus times minus makes plus.
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Introducao

Dois importantes problemas diddticos da matematica da 6 série sdo a introdugdo do
conceito de nimero negativo e a compreensdo da regra dos sinais na multiplicagdo. O
primeiro € um desafio para os professores, que t€ém de convencer os seus alunos de que, por
exemplo, 7 - 12 = - 5. Até entdo, seus alunos vinham perdendo bolas de gude no jogo,
gastando dinheiro ou emprestando coisas e, com isso, sabiam muito bem que a - b é uma
conta muito simples. Desde que a > b! A dificuldade agora € que a < b, e toda aquela
experiéncia e o aprendizado anteriores parecem prejudicar o novo aprendizado. Os
professores seguem entdo, normalmente, as estratégias dos livros didéticos: débito x
crédito, temperaturas abaixo e acima de zero, esquerda x direita na reta numérica, etc. A
intencdo dessas aplicagcdes € mostrar aos alunos que o "-" da conta de subtragdo ndo
significa apenas retirar uma parte concreta de um todo igualmente concreto. Isso tem de ser
feito, porque sem ampliar o conceito de subtrac@o e de nlimero ndo € possivel compreender
que € permitido fazer “7 menos 12”. Feito isso os professores passam para as expressoes
numéricas mais simples envolvendo a adi¢do e a subtracdo e chegam entdo a famosa regra
dos sinais na multiplicacdo. Ensinar essas regras dos sinais, particularmente a que afirma
que “menos vezes menos dd mais”, € o segundo problema mencionado.

Uma leitura dos livros-textos de matemdtica e dos programas oficiais das
Secretarias de Educacio dos Estados brasileiros mostra, presumidamente, que as criancas
ao final da 5% série:

1. conhecem os inteiros positivos;

2. aprenderam os algoritmos das quatro operacdes: + (adi¢do), - (subtragdo), x

(multiplicagdo) e + (divisdo)

3. associaram (no minimo) ao sinal + a idéia de juntar, ao sinal - a idéia de

subtrair, ao sinal x a idéia de adi¢do repetida e ao sinal + a idéia de divisdo;

4. entenderam que as operacdes de + e de -, bem como as de x e de +, sdo inversas

uma da outra.
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Sem entrar nos detalhes das estratégias didaticas utilizadas para os quatro
aprendizados acima, observamos que, de um modo geral, elas intencionam, por um lado,
fornecer aos alunos a habilidade formal na escrita e na leitura matematicas e, por outro, o
dominio progressivo de significados extramatemdaticos € intramatemdticos para 0s
conceitos, objetos e operacdes trabalhadas. Exemplificando, para uma conta como 12 - 5
objetiva-se que o aluno saiba o resultado correto e, a0 mesmo tempo, o que significa esse
resultado em um campo de aplicacdes ou de metaforas qualquer.

Olhando para a histéria da matematica, vemos que esse contetido trabalhado até a
5% série foi menos problematico para os matemadticos. Historicamente probleméticos foram,
sim, o conceito de niimero negativo e a regra dos sinais na multiplica¢do. S@o, hoje em dia,
desafios, ndo mais para os matematicos, mas para os professores de matematica da 6* série.
Neste artigo apresentamos algumas observacdes histérico-filoséficas, mais filoséficas, que
acreditamos iluminam as dificuldades encontradas na diddtica da matemadtica, uma vez que
a questdo didatica de hoje guarda fortes semelhancas com a questdo matematica de ontem.

A regra dos sinais

A histéria da matemdtica conta-nos que os matematicos tiveram grandes
problemas com a regra dos sinais. Segundo Glaeser, os matemdticos necessitaram de mais
de um milénio e meio para se porem de acordo sobre o negativo e a regra dos sinais (Cf.
GLAESER, 1981, p. 301 e 340)

Os problemas em torno da regra dos sinais que preocuparam 0S matematicos
também estdo presentes na diddtica da matematica. Um deles é que, quando utilizamos no
calculo aritmético/algébrico usual a regra dos sinais envolvendo a multiplicacdo, estamos
de fato na presenca de dois tipos de sinais conceitualmente bem distintos. Sao os sinais de
niimeros € 0s sinais de operagdo. Eo que acontece quando escrevemos que 7 + 3. (-4) =7

+ (-12) =7 - 12 = - 5. E claro que no cilculo ndo precisamos nos preocupar com 0s

* Nido pretendemos aqui uma andlise exaustiva dos textos matemdticos e filoséficos sobre os ndimeros
negativos. Stevin e Euler serdo usados a seguir apenas instrumentalmente para apresentar a primeira das
dificuldades, a que gira em torno das regras dos sinais. Glaeser apresenta de forma clara as dificuldades dos
dois autores. Como leitura adicional, sugerimos os importantes textos de Schubring listados na bibliografia.
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diferentes sinais envolvidos. E facil mostrar que as expressdes aritméticas envolvendo os
dois sinais podem ser reescritas como soma de parcelas que envolvem apenas
multiplicacOes dos numeros relativos. Mas os dois conceitos precisam ser trabalhados
distintamente até entendermos que eles podem ser confundidos no cdlculo. Os livros
diddticos ndo nos parecem aqui felizes em suas estratégias diddticas, mas niao nos
ocuparemos neste artigo com as criticas a essas estratégias.

Vejamos como essa questdo se apresenta na histéria. Um exemplo da Aritmética
(1634) de Simon Stevin (1548-1620) mostra-nos em qual contexto os matemaéticos
comecaram a justificar que menos vezes dd mais e a conviver com os dois tipos de sinais
acima comentados. Stevin propunha-se a apresentar uma prova para a regra dos sinais, a
qual ele enunciava da seguinte forma:

Mais multiplicado por mais dd produto mais, & menos multiplicado por
menos dd produto mais; & mais multiplicado por menos, ou menos
multiplicado por mais, da produto menos (STEVIN, 1634 apud GLAESER,
1981, p. 312).

De inicio Stevin toma um exemplo particular e explica o uso das regras:

Explicacdo do dado: Suponhamos 8 - 5 multiplicado por 9 - 7 da seguinte
maneira: -7 vezes -5 sdo +35 (+35, porque, como diz o teorema, - vezes -
da +). A seguir -7 vezes 8 faz -56 (-56, porque, como € dito no teorema, -
por + dd -). E semelhantemente seja 8 - 5 multiplicado por 9, & dardo
produtos 72 - 45; depois adicione +72 + 35, sdo 107. Depois adicione os -
56 -45, sdo 101; e subtraindo o 101 de 107 resta 6, para o produto de tal
multiplicacdo. (STEVIN, 1634, apud GLAESER, 1981, p. 312).

Observemos que o trecho acima € apenas um exercicio de aplicacdo da regra em
um caso particular. Nao nos diz como a regra surgiu nem apresenta uma prova para elas.

Uma prova ele tenta logo a seguir:
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8-5 Explicacdo do exigido. E preciso demonstrar

pelo dado, que + multiplicado por + da +, &

que - por - dd +, & que + por -, ou - por + da

-56 + 35
7945 -. Demonstracdo. O numero a multiplicar 8 -
5 vale 3, & o multiplicador 9 - 7 vale 2. Mas
6 multiplicando 2 por 3, o produto é 6.

Como o produto acima também € 6 ele € o produto verdadeiro. Mas o valor é
encontrado pela multiplicacdo, onde dissemos que + multiplicado por + da
produto + & - por - da produto +, & + por -, ou - por + da produto -, logo o
teorema € verdadeiro (STEVIN, 1634, apud GLAESER, 1981, p. 312).

O argumento de Stevin € logicamente falacioso, pois equivale a afirmar: como o
resultado ao qual cheguei estd correto, entdo a regra utilizada estd correta. Mas,
independentemente da faldcia cometida, seu exemplo € bem instrutivo didaticamente. De
passagem, ele j& mostra o quanto o conceito de prova matemadtica depende da época
histérica. Hoje, com certeza, qualquer aluno do 2° grau ndo aceitaria essa prova de Stevin,
no maximo uma verificacdo do teorema em um caso particular. Mas, para a nossa
exposicdo, vale observar que em Stevin ndo aparecem nuimeros positivos e negativos. Os
sinais "+" e "-" sdo "sinais de opera¢do". Numero negativo isolado nio tem sentido algum
para Stevin. O -56 do algoritmo acima € exclusivamente um resultado intermedidrio (Cf.
GLAESER, 1981, p. 313).

Stevin conclui com outra demonstracdo, geométrica agora, para o teorema. Na

realidade, a Geometria aparece apenas como auxilio epistemoldgico para a distributividade

e, novamente, para confirmar as regras dos sinais.
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Outra demonstragcdo geométrica
Suponhamos AB 8 - 5 (a saber, ADS -
DBS). Depois AC 9 - 7 (a saber, AE9 -
EC7) seu produto serd CB: ou seja,
segundo a multiplicacdo precedente ED72
- EF56 -DG45 + GF35, os quais
demonstraremos serem iguais a CB desta
maneira. De todo ED + GF, subtraindo
EF, & DG, resta CB.

Conclusdo. Logo mais multiplicado por
mais, d4 produto mais, & menos
multiplicado por menos, dd produto mais,

&

mais multiplicado por menos, ou menos multiplicado por mais, d4 produto
menos; o que queriamos demonstrar (STEVIN, 1634 apud GLAESER, 1981,
p- 312).

Leonhard Euler (1707-1783), na sua Introducdo completa a dlgebra superior

(Vollstindige Anleitung zur Algebra), é descritivo em sua abordagem das operagdes com

nameros relativos:

Quando a um nimero outro é reunido ou adicionado, entdo esse outro é
indicado com o sinal +, que deve ser anteposto a ele e que se pronuncia

N

mais (EULER, 1796, § 8, p. 7).

Quando, ao contrario, de um nimero outro deve ser retirado ou subtraido,
este € indicado com o sinal -, que se pronuncia menos ou menos que, €
que deve ser anteposto ao nimero que deve ser subtraido (Ibidem, § 11, p.

8).

[...] na Algebra consideram-se os niumeros com seus sinais como

grandezas isoladas e aquelas que tém o sinal + sdo chamadas de
afirmativas ou positivas; as que tém o sinal - de grandezas denegativas ou

negativas (Ibidem, §16, p. 11).
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E bem conhecida a prova que Euler apresenta para a regra menos vezes menos dd
mais no seu livro de dlgebra. De inicio ele justifica as demais regras, utilizando argumentos
envolvendo grandezas, mais ou menos como se faz hoje em dia nos textos de matematica
para a 6 série. Por exemplo, ele justifica que + x - = -, argumentando que trés dividas de a
reais perfazem uma divida de 3a reais. Observemos, de passagem, que Euler langa mao
aqui da comutatividade para concluir outra regra, a de que - X + = -. Mas, representativa
mesmo da dificuldade envolvendo a questdo € a sua argumentacdo para a regra - X - = +,

um misto de dribles e firulas técnico-verbais, que citamos por completo:

Agora sé falta um caso para determinar, a saber, quando - e -, por
exemplo, -a e -b sdo multiplicados. De inicio estd claro que o produto em
pauta com respeito as letras € ab; se o seu sinal € + ou - ainda nio é
sabido; mas algo € certo, que ele tem de ser ou um ou o outro. Porém
afirmo que ndo pode ser o sinal -. Pois, quando -a € multiplicado por +b o
resultado € -ab; dessa forma -a vezes -b ndo pode fornecer aquilo que -a
vezes +b fornece; € preciso portanto que surja o contrdrio, a saber, o
produto +ab. Dessa forma surge a regra: Negativo vezes negativo ou -
multiplicado por - d4 mais, da mesma forma que + vezes + (EULER,
1770, p. 19).

O conceito de nimero negativo

Esses exemplos de Stevin e de Euler que aqui trouxemos tirados do artigo de
Glaeser sdao para ilustrar que, até certo momento da histéria da matemadtica, a grande
preocupagdo ndo era com as questdes ontolégicas acerca do negativo, ndo havia
preocupacdo maior com a natureza metafisica do negativo. A pergunta metafisica cldssica -
0 que é um numero negativo? — nao se punha com a mesma forca e intensidade que ela teria
na primeira metade do século XIX. E isso, como Glaeser ilustrou, por uma razio
logicamente simples: ndo havia o objeto acerca do qual se pudesse, filosoficamente, indagar
sobre sua natureza, se concreta, abstrata, ou de qual outro tipo. Os exemplos

paradigmaticos de Stevin e Euler mostram que os matematicos preocupavam-se mais em

? Confira também a anlise que GLAESER 1981 faz sobre essa prova.
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explicar como e por que funcionavam as operagdes com os nimeros relativos. Além de
saberem que elas funcionam aritmeticamente na distributividade, havia o apoio oferecido
pelo recurso a Geometria, como no caso de Stevin, ou o apoio de situagdes do cotidiano,
como no exemplo de Euler. E interessante observar que os matematicos estavam fazendo
matematica, utilizando exatamente recursos do dominio hoje dos professores de matemética
do Ensino Fundamental em suas salas de aula.

As dificuldades metafisicas comecaram de fato em outro momento da histdria,
quando os negativos isolados entrelagados na regra dos sinais comecavam a ter livre
transito na matemadtica. A partir da segunda metade do século XVII, a partir do rdpido
desenvolvimento da dlgebra, da teoria das equacgdes em particular, o cdlculo com os
numeros relativos instaurou-se sem maiores questionamentos na pratica matemdtica. Havia
jé uma préatica bem estabelecida, bem mais préxima dos atuais procedimentos, mas que era
incapaz de responder e dar respostas convincentes e de aceitacdo universal para certas
perguntas bdsicas que comecavam a ser feitas. O que é um numero negativo? Como
entender algo que € menor que nada? Como justificar, sem apelo a metidforas e com o grau
de rigor que comecava a ganhar contornos mais proximos dos dias de hoje, as regras
basicas da aritmética e da dlgebra elementares, particularmente a regra de que na
multiplicacdo menos vezes menos dd mais? Da mesma forma que hoje, qualquer texto de
algebra ou aritmética iniciava com a apresentacdo dos nimeros, das suas quatro operacoes
basicas e das regras bdsicas da aritmética e da dlgebra. Nado faltaram, entdo, nem
explicacdes para a metafisica do negativo, nem tentativas de organizacio légica do edificio
da matemdtica elementar, particularmente as provas para a regra dos sinais. Mas os
matematicos ainda ndo dispunham de uma prova para as regras dos sinais que obtivesse
uma aceitacdo universal. Tanto as diversas tentativas apresentadas quanto as criticas que
elas traziam contra si estavam longe de alcangar aceitagdo universal. Uma escolha aleatdria
de textos de matemadtica dos séculos XVIII e XIX, por exemplo, apresentaria com grande
probabilidade uma prova para cada autor. E diferentes ndo em estilo ou em coisas

semelhantes, mas essencialmente diferentes em seus fundamentos. Uma citagdo de um
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texto de dlgebra inglés mostra a falta de unanimidade sobre a questdo e o grau de

insatisfacdo dos matematicos ao final do século X VIIIL.

As idéias de numero sdo as mais claras e as mais distintas da mente
humana; as acdes mentais sobre elas sdo igualmente simples e claras. Ndo
existe confusdo entre elas. [...] Mas os numeros sdo divididos em duas
espécies, positivos e negativos; e uma tentativa é feita para explicar a
natureza do nimero negativo aludindo a débitos e créditos e outras coisas.
Porém quando uma pessoa ndo consegue explicar os principios de uma
ciéncia sem referéncias metaféricas a probabilidade € que ela nunca
pensou acuradamente sobre a matéria. Um nimero pode ser maior ou
menor que outro; ele pode ser adicionado, subtraido, multiplicado e
dividido por outro nimero; mas em outro aspecto ele ¢ intratdvel: até que
o mundo inteiro seja destruido, um serd um e trés serd trés; e nada podera
mudar sua natureza. Voc€ pode colocar um sinal antes dele e ele
obedecera: ele se submete a ser subtraido de outro nimero maior que ele,
mas qualquer tentativa de subtrai-lo de um nimero menor que ele préprio
é ridicula. Embora isto seja tentado pelos algebristas que falam de nimero
menor que nada, de multiplicar um nimero negativo por um nimero
negativo produzindo dessa forma um ndmero positivo e de um nimero ser
imagindrio. Falam assim, portanto, de duas raizes para cada equacdo do
segundo grau [...] falam que resolvem uma equacio quando ela exige duas
raizes impossiveis para tornd-la solivel: eles descobrem alguns nimeros
impossiveis que multiplicados entre si produzem a unidade. Tudo isto é
jargdo que o senso comum recusa (FREND, 1796, p. x-xi, apud NAGEL,
1979a).

A histéria do desenvolvimento do conceito de nimero negativo passa pelas criticas
relativas ao seu legitimo estatuto na matemadtica, pelas descri¢des das razdes de sua ndo
aceitabilidade pelos matematicos e pelas tentativas de deduzir as regras dos sinais. As
dificuldades, ao cabo e ao final, sdo a confusao entre sinal de operacdo e sinal de niimero,
como mostrado no exemplo de Viete, e, ligada a essa primeira, a tentativa de fazer o
negativo surgir ontologicamente a partir de consideracdes epistemoldgicas acerca do
mesmo, como no exemplo de Euler. As tentativas de justificar os dois tipos de sinais, de
diferenciar sinal de niimero de sinal de operagdo, eram frequentes nas provas da regra dos
sinais, tanto pela utilizacdo de expressdes diferentes, como negativo/subtrativo e

positivo/aditivo (Cf. KLUGEL, 1795) quanto pelo uso de simbolos diferentes, como 4 —7



10

- 3
e = I e I O Universidade Federal de Pernambuco
I O . g s ot
Revista de Educacao .
Matematica e Tecnologica A
Ibero-Americana ‘

ISSN 2177-9309

ou 4+7. (Cf. FORSTEMANN, 1817)*. O passo que os matemdticos demoraram a dar foi
exatamente esse, o do reconhecimento da impossibilidade de deduzir o negativo do
positivo; da impossibilidade de o negativo surgir dentro do conceito restrito da operacio de

subtracdo. Era preciso ampliar os conceitos de nimero e de operacao.

A ampliacdo do conceito de ndmero pela introdu¢do dos nimeros
negativos foi uma conseqiiéncia da necessidade de generalizar a
subtracdo. Tal generalizacdo foi, no desenvolvimento da dlgebra, logo
cedo reconhecida como de grande comodidade. Levados pela necessidade
a introduzir os nimeros negativos os matemadticos jamais conseguiram
livrar a sua teoria dos incdmodos paradoxos. Na segunda metade do
século as explicacdes gerais acerca dos nimeros negativos e das suas
regras operacionais foram gradativamente reconhecidas como
insuficientes, sem que, no entanto, se tenha conseguido no século XVIII
um desenvolvimento rigoroso dos pressupostos 16gicos (CANTOR, 1908,
p- 79).

Tentava-se o impossivel, a saber, deduzir os nimeros negativos dos positivos, sem
expressamente ampliar a operacdo de subtragdo ou iluminar o conceito de “menor que
nada”. Tal ampliacdo ou iluminacdo exigiria a generalizagdo do conceito de niimero.

(CANTOR, 1908, p. 87).
O entendimento substancial dos negativos

E evidente que, se a matematica é entendida, como efetivamente ocorreu durante
bom tempo de sua histéria, apenas como a ciéncia das grandezas, o conceito de ndmero tem
de ser ligado ao conceito de grandeza, e surgirdo, especialmente com 0s nimeros negativos,

algumas dificuldades. Nagel escreve a respeito:

* Kliigel e Forstemann sdo apenas dois exemplos entre outros autores do século XIX que tentaram justificar as
regras dos sinais por meio da diferenciagcdo entre sinal de nimero e sinal de operacdo. O leitor pode
consultar NETO 1995 e NETO 1992 para uma lista mais extensa. Forstemann, com a sua diferenciacio
consegue avangar mais e aproximar-se das futuras formulacdes estruturadas da aritmética. Em NETO 1995
o leitor encontra uma andlise mais detalhada do livro de Forstemann.
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Numero € entendido em primeira e dltima instdncia como uma resposta as
questdes Quantos sao? e, no caso de grandezas extensivas, Quanto mede?
[...] Se matemadtica era a ciéncia das grandezas, entdo esses nimeros
impossiveis tem de ser quantidades; mas quantidades negativas e
imagindrias eram simplesmente sem sentido, incompativeis com todas as
defini¢des anteriores de quantidade. [...] Se nlimero ndo era nada mais que
a resposta a Quantos sao? e Quanto mede?, entdo os nimeros negativos e
imagindrios nao tinham lugar na Matematica (NAGEL, 1979a, p. 196).

A questdo € que esses nimeros tinham lugar na matemadtica. Ao final do século
XVIII, eles faziam parte da cultura geral matematica e a aritmética dos nimeros relativos e
a dlgebra elementar eram contetdos obrigatdrios dos livros-textos. O conflito era concilid-
los, era entendé-los, numa matemdtica que ainda estava fortemente ligada ao empirismo. A
histéria do negativo € a histéria da mudanc¢a do auto-entendimento da matematica pelos
matemdticos. E a histéria da passagem de uma matemdtica relativamente concreta para
uma mais abstrata.’

Pelo menos uma das dificuldades que os alunos encontram no aprendizado do
conceito de numero negativo guarda um paralelo muito forte com uma dificuldade
encontrada pelos matemadticos no desenvolvimento historico do conceito. Trata-se da
dificuldade de entender o negativo no quadro de uma concepg¢do substancial de nimero.
Por essa concep¢do, que predominou até certo periodo do século XIX, o nimero era
entendido como coisa, como grandeza, como objeto dotado de substdncia, € ndo como
objeto abstrato. E claro que dentro dessa concepgio fica dificil entender o nimero negativo.
Um fato corriqueiro da matemadtica, o que afirma que “um ndmero negativo € menor que
zero”, torna-se problemadtico. Isso porque, se nimero € quantidade, a identificacdo do
nimero zero com auséncia de quantidade ou com a expressdo nada € natural. E como

conceber algo menor que nada?

> Gottlob Frege (1848-1925), em 1884, publicou seu “Os fundamentos da aritmética - uma investigacao
logico-filosdfica sobre o conceito de niimero”, que traz uma extensa andlise histérica das concepcdes de
nimero e de operagdes entre nimeros. O livro é de leitura agradavel, e os argumentos de Frege contra as
concepgdes empiristas e psicoldgicas de nimero sdo de extrema atualidade e relevantes para a educacdo
matemadtica. A tradugdo brasileira, Frege 1980, € da colecdo “Os Pensadores” e facil de obter.
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Os textos de matematica do final do século XVIII até a primeira metade do século
XIX s@o prodigos em questionar ou tentar elucidar o significado de “uma quantidade
negativa isolada”. O matematico francés Lazare Carnot (1753-1823) perguntava
explicitamente: “Para obter realmente uma quantidade negativa isolada € preciso retirar
uma quantidade efetiva de zero, tirar qualquer coisa de nada: operagdo impossivel. Como
conceber entdo uma quantidade negativa isolada?” (CARNOT, 1803, p. iii).

Para Carnot, admitir que as quantidades negativas sejam menores que zero ¢

introduzir na matemdtica “uma porcdo de paradoxos” e “absurdos palpdveis”. Ele
argumenta, num outro exemplo, que -3 seria menor que 2, enquanto que (-3)2 seria maior

que 22, uma vez que (-3)2 €9 e 22 ¢ 4. Isto ¢, conclui Carnot, “entre duas quantidades
desiguais 2 e -3, o quadrado da maior seria menor que o quadrado da menor, e
reciprocamente. O que choca com todas as idéias claras que se pode formar sobre
quantidade” (CARNOT, 1803, p. ix).

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), em 1831, no seu famoso artigo onde ele
apresenta uma interpretacdo geométrica para os numeros complexos, alertava para a
impossibilidade de um entendimento correto do conceito de negativo quando prevalece
uma concepg¢do substancial de nimero, que parece ser aquilo para o que Carnot procura

chamar atencdo em suas indagacdes. Para Gauss,

ndmeros positivos e negativos sé podem encontrar uma aplicacdo quando
0 que se conta possui um oposto, quando o que se conta se pode comparar
com a idéia de aniquilagdo. Olhando precisamente, s6 se encontra esta
condicdo quando os objetos que se contam ndo sdo substincias (objetos
pensdveis em si proprios), mas relagdes entre cada dois objetos (GAUSS,
1831, p. 175).

Quando se conta, Gauss alerta, ndo se contam objetos concretos, ‘“objetos
pensaveis em si proprios”, mas “relacdes entre cada dois objetos”. Isso hoje pressupde, na
didatica da matemadtica das séries iniciais, um trabalho bem cuidadoso no ensino da relagao
entre os aspectos ordinais e cardinais do nimero. O grande passo histérico dado no século

XIX, ao qual Gauss explicitamente alude na citagdo acima, foi perceber que os conceitos
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matematicos nio representam coisas, mas relacoes entre coisas; foi perceber que “dessa
forma a matemadtica €, no sentido mais geral, a ci€ncia das relacdes na medida em que se
abstrai todo contetido das relagdes. Relacdo pressupde duas coisas e chama-se entdo relacio
simples, etc.” (GAUSS, 1809, p. 396)6. Essa mudanca no auto-entendimento da
matematica, que Ernst Cassirer caracterizou como “a passagem do pensamento substancial
para o pensamento funcional” (Cf. JAHNKE, 1981, p. 218), entrelaca-se com o
desenvolvimento historico do conceito de nimero, isto €, os dois desenvolvimentos sao
interdependentes, e a histéria de um € a histéria do outro (evidente que também com a
histdria de outros conceitos matematicos).

O pensamento substancial foi, assim, um obstdculo que os mateméticos precisaram
ultrapassar para que o conceito de ndmero, em particular o de niimero negativo, pudesse ser
corretamente apreendido. Com as criangas parece ocorrer o mesmo, € a didatica precisa
montar estratégias para ajudé-las a superar a dificuldade. Isso poderia ser feito desde os
primeiros anos da educagdo da crianga, evitando-se a identificacdo irrestrita entre os objetos
e 0s conceitos matematicos e as suas representacdes empiricas. Os objetos e os conceitos
matematicos sdo entidades tedricas, abstratas e, a0 mesmo tempo, capazes de revelar as
relacdes mais diversas do mundo empirico. Dito de outro modo, € preciso que se mantenha
a interdependéncia entre a matemdtica e a aplicacdo da matemdtica. Nao se deve nem
identificd-las nem separd-las radicalmente. Exemplificando, a identificagc@o entre o conceito
matemdtico de subtrac¢do e a aplicagdo retirar a quantidade b de uma quantidade maior a
privaria de desenvolvimento os dois lados. N@o seria possivel aplicar o conceito ao caso a -
b, quando b > a. Por outro lado, as duas coisas ndo s@o completamente independentes.
Novas aplicagdes sugerem ampliacdes da teoria e, reciprocamente, modificacdes tedricas,
sugeridas pela prépria dindmica interna da teoria, abrem o campo para novas aplicacdes.
Portanto, € importante que o nimero seja entendido como relagdo, para além de uma
simples resposta as questodes: quantos sdo? e quanto mede? Acostumar a crianga a pensar

em relagoes, ajudd-la a superar o obsticulo do pensamento substancial e ensind-la a

6 Cf., também nesse ponto, JAHNKE 1981.
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trabalhar corretamente a interdependéncia entre matematica e aplicagdo da matemadtica sao

diretrizes bésicas para o professor de matematica.
Uma solucgao estruturada

A grande caracteristica do século XIX € que ele se encontra entre os séculos XVIII
e XX. Essa blague que alguém ja utilizou para caracterizar no mesmo tom o século XVI
pretende ressaltar o cardter de preparacdo do século XIX. Sua caracteristica seria a de
passagem de uma matemadtica substancial, caracteristica do século XVIII, para uma
matemadtica que no século XX trabalhou com estruturas axiomatizadas. O século XIX
preparou a passagem de uma matemdtica concreta para uma matematica abstrata. A dlgebra
e a aritmética elementares sdo exemplos paradigmaticos dessa passagem, particularmente, a
questdo da natureza do nimero negativo e a da justificativa da regra dos sinais. E nenhum
outro autor exprimiu essa tensdo entre o concreto e o abstrato, entre uma matemadtica
substancial e uma matematica estrutural como o matematico inglés George Peacock (1791-
1858), quando publicou em 1830 seu Treatise of Algebra (ampliado em dois volumes em
1842 e 1845). Peacock contempla a tensdo, ao estabelecer uma diferenca entre dlgebra
aritmética e dlgebra simbdlica que procurava, particularmente, solucionar a questdo da
subtracdo a - b quando a < b. Para Peacock, na dlgebra aritmética

os sinais + e - denotam as operacdes de adicdo e subtracdo apenas em seus
significados ordindrios, e elas sdo consideradas impossiveis em todos os
casos onde os simbolos submetidos a elas possuem valores que tornam as
operagdes impossiveis quando eles sdo substituidos por nimeros digitais
(PEACOCK, 1842, p. iv).

A algebra simbdlica, ao contrdrio,

adota as regras da Algebra aritmética, mas remove todas as suas
restrigdes: assim a subtracdo simbdlica difere da mesma operagdo na
Algebra aritmética pela permissdo do uso de todas as relacdes de valor
dos simbolos ou expressdes utilizadas (PEACOCK, 1842, p. vi).

Peacock, evidentemente, usa “forca bruta” para “resolver” o problema. Por um ato
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de vontade, ele estabelece uma dlgebra simbdlica tal qual a édlgebra que ele chama de
aritmética, mas removendo “todas as suas restricdes”’. A importincia histdrica dessa divisdo
da dlgebra é que Peacock ndo tenta mais justificar empiricamente as “operacdes
impossiveis”. Peacock justifica a transicio de uma Algebra para a outra pela formulagio de
um “principio da permanéncia de formas equivalentes”, que é simplesmente a expressao em
leis gerais dos resultados da dlgebra aritmética. Por exemplo, a comutatividade a + b que se
conhece na Aritmética dos nimeros positivos € formulada para todos os valores de a e de b.
“E a adogdo das regras das operacdes da Algebra aritmética como as regras para realizar as
operagdes que possuem o mesmo nome na Algebra simbélica que garante a identidade
absoluta dos resultados das duas ciéncias quando esses resultados existem” (PEACOCK,
1842, p. vi).

O caminho aberto por Peacock foi trilhado pelo matemdtico alemdao Hermann
Hankel (1839-1873) em seu livro Theorie der komplexen Zahlensysteme7 (1867) que, de
forma mais clara e explicita, percebeu a necessidade de amplia¢do do conceito de niimero.
Hankel, da mesma forma que Peacock, estabeleceu um Principio da permanéncia das leis
formais:

Quando duas formas da arithmetica universalis expressas em simbolos
gerais sdo iguais entre si, elas devem permanecer iguais entre si mesmo
quando os simbolos deixam de designar simplesmente grandezas, e dessa
forma também as operagdes podem obter qualquer outro contetdo.
(HANKEL, 1867, p. 11).

O passo essencial dado por Hankel € a introdu¢@o formal do conceito de nimero
negativo. Em uma igualdade a + b = ¢, explica Hankel, a soma c € obtida de a e de b. Ele
pergunta, entdo, o valor que x deve possuir para que X + b = ¢. Segundo ele, s6 deve existir

um valor para x, o qual ele designa por x = ¢ - b. E evidente que, se b > ¢, ndo existe

" Hermann Hankel (1839-1873) foi matematico e historiador da matematica da Alemanha. Publicou, em 1867,
sua Theorie der complexen Zahlensysteme insbesondere der gemeinen imagindren Zahlen und der
Hamiltonschen quaternion nebst ihrer geometrischen Darstellung (Teoria dos sistemas de nimeros
complexos, particularmente dos nimeros imaginarios ordindrios e dos quarténios de Hamilton juntos de sua
representacdo geométrica). Observemos que Hankel organizou a dlgebra e a aritmética como subproduto de
seu objetivo maior, que € o sistema de nimeros complexos e a dlgebra dos quatérnios.
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numero na seqiiéncia 1, 2, 3... que satisfaca a igualdade. “Nada nos impede, porém, de ver a
diferenca (¢ - b) como um simbolo que satisfaz a igualdade e que deve ser operado da
mesma forma como se fosse um nimero da seqiiéncia 1, 2, 3...” (HANKEL, 1867, p. 5).

Na realidade, Hankel postula a existéncia do nimero negativo pela condi¢do de
que ele, adicionado ao seu oposto positivo, iguala a zero. Basta tomar ¢ = 0 nas duas
igualdades anteriores. Em sua esséncia, o que Hankel fez € o que se encontra hoje nos
textos de Algebra da universidade: organizar formalmente a Algebra elementar através de
axiomas. As quatro operacOes elementares realizadas no conjunto Ri'dos nimeros reais e
todas as suas propriedades operatdrias, incluindo a regra dos sinais, bem como a introdug¢ao
do negativo, sdo ou explicitamente enunciadas nos axiomas ou facilmente dedutiveis deles.
Esses axiomas podem, hoje, ser enunciados da forma abaixo:

No conjunto RJdos numeros reais existem duas operacdes, + (adi¢do) e.

(multiplicacdo), que satisfazem as seguintes propriedades:

Al: Paratodo x,y € TRl Ivalex +y=y + x.
A2: Paratodo x,y,ze DR[valex + (y+z)=(X+Yy) + z.
A3: Existe um elemento em Rque € neutro na adi¢do, isto €, chamando esse

elemento de 0, vale x + 0 = x, para todo x € R[]

A4 Para cada elemento x € TR[Jexiste um elemento, representado por - x, tal
que x + (-x) = 0.

M1: Para todo x, y ¢ IRl Ivalex -y =y - Xx.

M2: Paratodo x,y,ze IRvalex* (y+z)=(x*y) * z.

Ma3: Existe um elemento em %R[Ique € neutro na multiplicacdo, isto &,

chamando esse elemento de 1, vale x + 1 = x, para todo x € IR

M4 Para cada elemento x € IR, x # 0, existe um elemento, representado por
x‘l, tal que x - x-1=1.
D: Paratodo x,y,ze TRlvalex*(y+z)=X*y+X"*2Z

Observemos que essa estruturacdo sintetiza toda essa histéria envolvendo os
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numeros relativos e as suas regras operacionais. Esse final de historia ensina-nos duas
ligdes que sdo de extrema importancia para a diddtica da matematica. Primeiro, nos mostra
que a limpeza, a clareza e a estética das exposicdoes matematicas dos textos de hoje em dia
— e que sdo perseguidas nas aulas pela grande maioria dos professores — ocultam, evitam
ou dissimulam um grande numero de idéias matemadticas que sdo de extrema importancia
para o aprendiz de matem matematica. Segundo, expde de forma bem nitida o alcance e os
limites do método axiomdtico. De fato, a escolha das proposi¢cdes primitivas da
fundamentacdo axiomdtica da aritmética dos numeros reais acima nio € feita de forma
arbitraria, como pode aparecer em uma primeira vista. A escolha ¢ uma forma de sintetizar
a histéria. Os axiomas registram uma opg¢ao para depurar o resultado de milénio e meio de
davidas, incertezas, erros, hesitacdes, tentativas, etc. Isso vale em geral, pois, quando se
deseja organizar uma ciéncia através do método axiomatico, parte-se da heranca historica
dessa ciéncia, para, através da andlise légica de seus conceitos, métodos, provas e,
principalmente, das dificuldades histéricas enfrentadas pelos cientistas, determinar os
principios, os seus axiomas, necessarios para sua fundamentagio e dai deduzir a ciéncia.
Observemos, nos axiomas acima, a simetria quase perfeita entre os axiomas para a
adicdo e os axiomas para a multiplicacdo. De inicio, eles estabelecem a comutatividade e a
associatividade para cada uma das duas operacdes. O axioma A3 postula a existéncia do 0
como elemento neutro. O mesmo faz M3, com relacdo ao nimero 1 na multiplicagdo. O
axioma A4 ¢é de especial importancia para a questdo do negativo. Reconhece-se a
impossibilidade de deduzir o negativo. O axioma simplesmente postula o negativo,
definindo-o, implicitamente, pela condicdo x + (-x) = 0. M4 € o correspondente de A4 na

multiplicacdo. Observemos que o 0 ndo tem inverso multiplicativo, isto €, ndo existe

divisdo por zero. O axioma D € a distributividade da operacdo de - pela operacdo de +. Ele é
necessdrio, porque, até entdo, as duas operacdes estavam completamente independentes
uma da outra. Por fim, observemos que sé existem duas operagdes e que ndao hd mais
necessidade de falar em sinal de operagdo e sinal de niimero. A subtragdo a - b, entre dois

elementos quaisquer de R[], é definida como a adicdo a + (-b) de a pelo inverso aditivo de
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b. Do mesmo modo, a divisdo a/b, b # 0, € definida por a * b-1. Vejamos alguns resultados
que podem ser deduzidos dos axiomas acima.

Teorema 1: O elemento neutro da adi¢@o, o nimero 0, € dGnico.

Prova:

Suponha que existam em [R[!dois elementos neutros para a adi¢do, 0 e O*.
Adicionando-os obtemos:

0 + 0* = 0 (porque 0* € elemento neutro) = 0* (porque 0 é elemento neutro).
Obtemos, assim, que 0* = 0.

Teorema 2: O elemento simétrico de um elemento x € R[ 1€ tnico.

Prova:

Sejam -x e (-x)* dois elementos de R tais que x + (-x) =0e x + (-x)* =0.

Temos, entdo, (-X)* = (-x))* +0=(-X)* + [X + (-X)] = [(-X)* + X] + (-X) =0 + (-X) =
-X, como desejavamos.

Teorema 3: Se x + x = x em R Jentdo x € o elemento neutro de +, isto é, x = 0.

Prova:

Pelo Axioma A4, existe o elemento -x em R[] Somando - x aos dois membros da
igualdade dada, obtemos:

X+ X+X)=-X+X

(-x+x)+x=0 Axiomas A2 e A3

0+x=0 Axioma A2

x=0 Axioma A3

Teorema 4: Zero vezes qualquer nimero da zero, isto é, 0 - x = 0, para todo X €
OR.

Prova:

Partimos do primeiro membro da igualdade e aplicamos o axioma A3.

0:-x=0+0)-x

Usando-se a distributividade, axioma D, obtemos:
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0-x=0+x+0-x

Tendo ja sido demonstrado que o elemento neutro 0 € o Unico elemento x em
Rque satisfaz a propriedade x + x = X, conclui-se da igualdade anterior que 0 * x = 0.

Teorema 5: O simétrico do simétrico de x € x, isto €, -(-x) = X.

Prova:

Dado x € R0 Otemos X + (-x) = 0. Pela comutatividade, temos (-x) + x = 0, isto é,

x € o elemento simétrico de -x (tnico pelo Teorema 2). Logo, -(-X) = x.

Teorema 6: a) “Menos vezes mais d4 menos”, isto é, (-x) * y = - X * y. e b) Mais
vezes menos dd menos, isto &, X * (-y) =- X *y.

Prova:

X Y+ (X)) y=[x+(x)] y=0-y=0.0que mostraque - x*y=(-x)*y
(Pelo axioma A4).

Analogamente, mostra-se que - X * y = X * (-y).

Teorema 7: “Menos vezes menos dd mais”, isto €, (-X) * (-y) =X * y.

Prova:

(X)) (y)=-[x-(NI=-(x-y)=x-y

Os teoremas 1, 2 e 3 ndo se impdem de forma dramatica na escola secunddria. Sao
resultados acerca da unicidade do elemento neutro da adi¢cdo, o 0, da unicidade do inverso
aditivo, e apenas o 0, na adicdo, tem a propriedade formal de atender a igualdade x + x = x.
O Teorema 4 surge, na diddtica da escola secundéria, de maneira forte. Como justificar
didaticamente para os alunos que “zero vezes qualquer nimero dd zero”? Os teoremas 5 e 7
apontam para o nucleo problematico, na escola secunddria, da identificacdo entre sinal de
numero e sinal de operacdo. Conceitualmente, afirmar que o “simétrico do simétrico de um
nimero € igual a ele mesmo” € uma coisa bem diferente de afirmar que “menos vezes
menos d4d mais”. Formalmente, o problema nem surge, mas ele se impde com toda a forca
na didatica da escola secundaria. Relacionar o inverso aditivo, o simétrico de um ndmero,

com a operagdo de subtragdo poderia, a meu ver, ser mais bem explorado em dire¢do de
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uma didatica adequada para o problema da introducdo das regras dos sinais na
multiplicacdo.

Esses teoremas demonstrados, junto com os axiomas utilizados em suas
demonstracdes, respondem matematicamente a questdo acerca da impossibilidade da
divisdo por zero, provam as regras dos sinais € provam que ‘“zero vezes qualquer nimero dd
zero”, que foram algumas das questdes que acompanharam os matemdticos em suas
tentativas de organizar a aritmética dos inteiros. Mas essa solucdo formal, por exemplo, a
prova de que menos vezes menos dd mais (Teorema 7 acima) (Cf. NACHBIN, 1974, p. 89
ff.), ndo € uma solucdo didatica. Lembremos apenas que ela € uma prova feita nos cursos
universitdrios de dlgebra. Demonstrar para o aluno da 6 série, demonstrar no sentido mais
forte da expressao, qual seja, o do convencimento epistémico, que menos vezes menos dd
mais, permanece um problema aberto para a diditica da matemdtica e ainda um desafio
para os pesquisadores em educacdo matemadtica e para os autores de livros didaticos. Nao
obstante, é importante que o professor de matemdtica perceba que a solucdo estrutural
axiomadtica ndo se ganha pelas solucdes diddticas, que sdo em sua grande parte solugdes
epistémicas, das diversas questdes envolvidas. Nao que se imponha a solugdo estrutural
como horizonte a alcancar na escola secunddria, nem tampouco que isso tenha de se
descartar a priori, mas que se compreenda que ela pode oferecer aos pesquisadores os
limites e as possibilidades das solucdes epist€micas € os consequentes norteamentos em

sala de aula.
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