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Resumo

Este artigo apresenta uma analise qualitativa das respostas dadas por quatro alunos dos
Anos Iniciais do Ensino Fundamental no que tange os conceitos algébricos. O objetivo
desse trabalho foi analisar as estratégias de resolucdo dos alunos frente a duas situacdes
gue contemplam o contexto das equacdes, dando enfoque aos conceitos algébricos que
emergem dessas resolucdes. A metodologia empregada para tal fim foi baseada no
método clinico piagetiano em que os alunos eram indagados quanto as suas respostas
guando respondiam as questdes do instrumento diagnéstico aplicado. Quanto a andlise
dos dados essa foi qualitativa e interpretativa a luz do aporte teérico adotado. A pesquisa
revelou que alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental conseguem resolver
situacbes com énfase nas equacles e na relacdo funcional. Esses alunos tém grande
potencial em desenvolver o pensamento algébrico, ficando evidente quando fazem uso de
propriedades algébricas e apresentam ideias gerais a partir de situacdes particulares.
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Abstract

This paper presents a qualitative analysis of the answers given by four students of the
Early Years of Elementary School regarding algebraic concepts. The objective of this work
was to analyze the students' resolution strategies in two situations that contemplate the
context of the equations, focusing on the algebraic concepts that emerge from these
resolutions. The methodology employed for this purpose was based on the Piagetian
clinical method in which students were asked about their answers when answering the
questions of the applied diagnostic instrument. As for the data analysis, this was
qualitative and interpretative in light of the theoretical framework adopted. Research has
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shown that students in the early years of elementary school can solve situations with an
emphasis on equations and functional relationships. These students have great potential
for developing algebraic thinking, becoming evident when they make use of algebraic
properties and present general ideas from particular situations.

Keywords: Early Algebra; Equations; Functions; Algebraic Trought.

Introducéo

Ha algum tempo, pesquisas vém sendo realizadas em torno do desenvolvimento do
pensamento algébrico, desde os anos iniciais, abarcando que ele é fundamental para que
alunos compreendam melhor a Algebra no que concerne ao estudo sobre a sua estrutura.
Cabe explicitar que o termo pensamento algébrico estd sendo utilizado de acordo com
Ponte, Branco e Matos (2009), que inclui trés vertentes: representar, raciocinar e resolver
problemas. Pesquisadores como Booth (1995), Lins e Gimenez (1997), Branco (2008),
Rodrigues e Pires (2017) e Ferreira (2017) discutem a respeito de como é necessario e
pode ser possivel introduzir conceitos algébricos para alunos ja no inicio da sua trajetoria
escolar.

Essas pesquisas motivaram algumas mudancas significativas no curriculo escolar,
sobretudo o brasileiro. Isso pode ser observado nos documentos oficiais nacionais que
foram publicados desde a década de 1990, como os Parametros Curriculares Nacionais -
PCN (BRASIL, 1997, 1998). Os PCN (BRASIL, 1998) sugeriam que se trabalhasse com
alguns aspectos da algebra ja nos anos iniciais, como, por exemplo, generalizar padrdes
aritméticos, estabelecer relacdo entre duas grandezas, e que esses e outros aspectos so
seriam ampliados nos anos finais do Ensino Fundamental.

Nesse quesito, a principal mudanca observada pode ser vista na publicacdo da
Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2017), que inclui desde o primeiro
ano do Ensino Fundamental a Unidade Tematica Algebra. Essa mudanca foi fundamental,
pois, antes da BNCC, nado existia um documento que estabelecesse a introducdo das
nocdes de Algebra nos anos iniciais. De acordo com os PCN (1997), uma “pré-algebra”
pode ser desenvolvida jA nos anos iniciais, no entanto, o trabalho com a Algebra
propriamente dita fica a cargo dos anos finais do Ensino Fundamental. Na BNCC, o
ensino das nocdes de Algebra deixa de ser uma recomendac&o, devendo perpassar por
todos os anos da Educacéo Basica.

Assim sendo, com base no contexto atual do ensino da Matematica, e, sobretudo
da Algebra, este trabalho tem a intencdo de discutir parte dos resultados ja encontrados
numa pesquisa de mestrado em andamento. Tal pesquisa tem como foco observar, por
meio da aplicacdo de um instrumento diagndstico, como os alunos dos anos iniciais do
Ensino Fundamental utilizam estratégias para resolver situacbes que envolvem
sequéncias, equacgdes e funcgdes.

Nesse artigo € feita uma discuss@o acerca dos resultados obtidos nas situacdes
gue envolvem o0 contexto das equacdes. Nesse sentido, o objetivo desse estudo é
analisar as estratégias de resolucéo dos alunos frente a duas situacfes que contemplam
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o contexto das equacdes, dando enfoque aos conceitos algébricos que emergem dessas
resolucoes.

Este artigo esta dividido em cinco sec¢des, em que a primeira dedica-se a exposi¢ao
acerca do pensamento algébrico e a sua forte relagdo com a Early Algebra; a segunda
coloca em evidéncia a forte relacdo das equacdes com as funcdes; a terceira aborda a
metodologia empregada neste estudo; a quarta traz para a discussdo a analise dos
resultados obtidos, bem como as implica¢gdes a respeito do ensino das equagdes para 0s
alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental; e, por fim, séo trazidas as consideracoes
finais a respeito do que foi abordado neste texto.

A Early Algebra e o pensamento algébrico

A Early Algebra é traduzida como pré-algebra ou mesmo &algebra precoce, no
entanto o seu significado e o seu foco vao muito além da sua traducdo. O interesse da
Early Algebra é justamente apresentar no¢des de Algebra mesmo para aqueles que estio
no inicio da vida escolar e que ainda n&o tém acesso a Algebra formal.

Apesar do termo Early Algebra ter sido cunhado hd um pouco mais de uma
década, as pesquisas em torno desse tema nao sédo tado recentes assim. De fato, em
grande parte, as pesquisas em torno do ensino da Algebra para alunos dos anos iniciais
da educacédo basica tém sido realizadas a partir da década de 1990 (FIORENTINI;
MIORIM; MIGUEL, 1993; KAPUT, 1999; BLANTON, 2007). Desse modo, com 0 volume
de estudos desse tipo e com foco nessa tematica, o National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM)! lanca, em 1991 e 2000, como Principios e Normas para o0 ensino
de Matematica um bloco tratando especificamente do ensino da Algebra desde os anos
mais elementares da escolaridade nos Estados Unidos.

Assim sendo, se a Early Algebra é o campo em que estdo centradas questbes
relativas ao ensino da Algebra para as criancas, entdo o centro dela € o desenvolvimento
do pensamento algébrico. Esse tipo de pensamento € considerado o responsavel por
fazer uso de “modelos matematicos na compreensdo, representacdo e analise de
relacbes quantitativas de grandezas e, também, de situacdes e estruturas matematicas,
fazendo uso de letras e outros simbolos” (BRASIL, 2017, p. 226).

Por ser considerado tdo importante, varios autores (KAPUT, 1999; BLANTON;
KAPUT, 2005; LINS; GIMENEZ, 1997; PONTE, BRANCO; MATOS, 2009) realizam
discussfes acerca do pensamento algébrico. Sendo assim, para Blanton e Kaput (2005),
0 pensamento algébrico € a forma que alunos generalizam as ideias matematicas a partir
de um conjunto de casos particulares e estabelecem essas generalizacfes a partir de um
discurso argumentativo cada vez mais formal de acordo com a idade. As generalizacdes
partem de um processo natural, ou seja, a depender da idade e da experiéncia do aluno.
Sendo assim, a generalizagdo pode ser expressa a partir de palavras ou de simbolos.

!0 NCTM foi fundado em 1920 com o intuito de melhorar o ensino e a aprendizagem da Matematica nos
Estados Unidos da América. Alguns anos depois esse conselho langou os Principios e Normas para o
ensino de matematica que influenciou muitos paises do mundo inteiro com o seu contetdo. Para mais
informacdes: https://www.nctm.org/About/
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Para que seja possivel desenvolver o pensamento algébrico, € preciso que ofereca
aos alunos situacdes propicias a esse desenvolvimento, desde o0s anos iniciais da
escolaridade bésica, de acordo com o nivel escolar de cada aluno. Sendo assim, eles
possivelmente serdo capazes de generalizar e estabelecer relagbes entre os objetos.
Nessa perspectiva, 0 que se espera € que os alunos dos anos iniciais do Ensino
Fundamental possam, futuramente, compreender com mais facilidade as relagbes e as

estruturas que subjazem a Algebra ensinada nos anos finais.

A equivaléncia expressa por meio de equacdes e da relagédo funcional

Para compreender melhor o que estd sendo discutido neste artigo, faz-se
necessario a explanacao a respeito da relacdo de equivaléncia, devido a importancia que
ela tem para a compreensdo da igualdade, tanto nas equagbes quanto na relagao
funcional. Por isso, € necessario entender o que é uma relacdo de equivaléncia para
entender o que subjaz a igualdade e a relacdo funcional.

De acordo com Ferreira (2013), uma relacdo R sO € considerada de equivaléncia,
caso estejam definidas trés propriedades dentro de um conjunto X. Essas propriedades
séo fundamentalmente as seguintes:

() ¥ a € X, se aRa, a relagdo é reflexiva;
(ii) se aRb, entdo bRa, com a,b € X, a relagdo é simétrica;
(iii) se aRb e bRc, entdo aRc, para a, b, c € X, arelacdo é transitiva.

Entre as relacbes de equivaléncia tem-se a igualdade, que muitas vezes é
compreendida como a unica relacéo de equivaléncia, quando é apenas uma delas. Dessa
forma, como exemplo pode-se tomar o caso de uma relacdo R no conjunto dos niumeros
inteiros de modo que aRb serd uma relacdo de equivaléncia se e somente se a — b for um
namero inteiro. Nesse caso € possivel verificar que essa relacdo € reflexiva, pois
a —a = 0 é um inteiro; € simétrica, pois supondo que a — b é inteiro, ttm-se que b —a é
também um inteiro, por isso bRa; é transitiva, pois supondo que aRb e bRc tém-se entdo
a—b e b—c como numeros inteiros, entdo, a —c =(a—b)+ (b—c) é também um
inteiro. Assim, verifica-se que a relacéo citada é uma relacéo de equivaléncia.

De acordo com Ponte, Branco e Matos (2009), o sinal de igual (=) pode ser visto de
dois modos distintos: o processual e o estrutural. Segundo esses autores, no que se
refere ao modo processual, uma igualdade pode ser vista a partir de uma operacgao para
indicar um resultado, seja ele numérico, seja numa simplificacdo de uma expressao
algébrica, por exemplo, 4+ 5 = 9. Por outro lado, em relacdo ao modo estrutural, uma
igualdade pode ser entendida como uma relacdo de equivaléncia que pode aparecer na
forma de equacgGes, por exemplo, 4x + 2 = 10; ou mesmo na forma de uma relacédo
funcional, por exemplo, ¥ = 4x + 2. A equivaléncia na relagc&o funcional aparece quando
existe a dependéncia entre variaveis que, em outras palavras, o valor da variavel v
depende do valor atribuido a variavel x.
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No que tange as equacdes, Caraca (2003) define uma equacdo polinomial’> como
sendo “toda igualdade da forma ayx™ + a;x™ ' + -+ a,_;x+--+a, = 0", emque n é um
namero inteiro e positivo que é chamado o grau da equacdo, x € a incognita e ag, @y, ...,
sdo chamados de coeficientes da equacdo. Uma equacdo nesse formato respeita as
regras das equacdes algébricas que, segundo Garbi (2010), sdo todas aquelas que
utiizam as operacdes algébricas usuais (adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisao,
potenciacao inteira e radiciacdo) para chegar a definir o valor da incégnita.

No que concerne a relacdo funcional, é preciso deixar claro o que ela vem a ser.
De acordo com Rithing (1984), a relacao funcional é o tipo de relacdo que define uma
funcdo. Para Bianchini e Machado (2010), na relacdo funcional a funcao da variavel é
deixar clara a relacdo de dependéncia entre duas ou mais variaveis num problema. Sendo
assim, é possivel afirmar que a relacao funcional goza das trés propriedades da relacao
de equivaléncia — reflexiva, simétrica e transitiva — na relacdo de dependéncia entre as
variaveis dessa relacéo.

Em relacédo as fungdes, Munem e Foulis (1982) trazem a seguinte definicdo como
regra ou correspondéncia:

Uma funcdo f é uma regra ou uma correspondéncia que faz associar um e
somente um valor da variavel v para cada valor de variavel x. Deve ser
bem compreendido que a variavel x € denominada variadvel independente,
pode tomar qualquer valor num certo conjunto de nameros [...]. A variavel
¥ € denominada variavel dependente, visto que seu valor depende do valor
de x (MUNEM; FOULIS, 1982, p. 21 - grifo do autor).

Os mesmos autores ainda fazem a observacao de que “Uma equagao que fornece
v em termo de x determina uma funcao f” (MUNEM; FOULIS, 1982, p. 21). Os referidos
autores deixam evidente a ideia da relacdo de funcdes com equacdes quando a equacao
coloca ¥ em termos de x. Desse modo, Ponte, Branco e Matos (2009) afirmam que a
funcao pode ser entendida como equivaléncia na relacdo de dependéncia entre variaveis.
Sendo assim, € possivel perceber a forte relacdo entre equacdes e funcdes quando elas
sdo entendidas no contexto da relacdo de equivaléncia.

Metodologia

A pesquisa empreendida é de cunho qualitativo que de acordo com Bogdan e
Binklen (1994) uma pesquisa nesses moldes preza mais pelos detalhes de todo o
processo do que simplesmente pelo resultado do processo em si. Assim, para a
realizacdo dessa pesquisa foram entrevistados quatro alunos, sendo dois do 4° ano e dois

% Foi dada a definicdo de equacao polinomial pelo fato desta ser o tipo mais simples de equacdo para ser
apresentada para alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Ainda sendo o tipo mais simples, &
preferivel usar as equagfes de grau um, pois € a mais simples para ser adaptada ao contexto dos anos
iniciais. A adaptacdo de uma equagdo € necessaria para 0s anos inicias, porque nao é recomendavel
apresenta-la através da escrita algébrica formal. O trabalho com a Algebra é necessario para os anos
iniciais, no entanto precisa ser feito com situa¢des que se adequem as necessidades dos alunos desse
periodo da escolaridade basica.
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do 5° ano do Ensino Fundamental. O critério de escolha do 4° ano escolar se deu pelo
fato desses alunos ja terem passado pelo ensino da estrutura multiplicativa, e o 5° ano
pelo fato de ser o ultimo dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Quanto a escolha dos
alunos, essa foi feita pelo professor da turma e que, segundo a escola, estavam na idade
regular e possuiam notas iguais ou acima da média da escola.

A coleta de dados foi feita adotando-se o método clinico piagetiano, que, segundo
Piaget (1979), consiste em fazer a crianca falar livremente revelando as caracteristicas
mais importantes daquilo que se deseja observar, sem que haja qualquer tipo de
manipulacdo. Assim sendo, os quatro alunos responderam a um instrumento diagndstico
gue contemplava trés situacdes concernentes as equacdes, e, na medida em que iam
respondendo, eram feitas algumas indagacdes sobre como eles estavam pensando para
resolver cada uma delas. Desse modo, as perguntas feitas ndo eram aleatdrias. Assim,
por serem previamente organizadas e dando margem a outras perguntas que pudessem
ser feitas no decorrer do processo de resolucdo do instrumento diagndstico,
consideramos 0 que Fiorentini e Lorenzato (2007) classificam por entrevista
semiestruturada. Aliado a esse tipo de entrevista, as perguntas eram feitas de modo que
durante a entrevista 0s alunos revelassem o0 raciocinio implicito de suas respostas
registradas no papel. A partir dessas respostas, seria possivel ter a compreensao de
como eles pensaram ao resolverem as situacdes a que foram expostos.

O instrumento diagndéstico que os alunos responderam consistia em um caderno de
nove questdes apresentado em papel A4 e com figuras coloridas. O conjunto de questdes
gue havia no caderno ndo era somente de equacbes. No entanto, as que foram
consideradas para esse trabalho foram somente duas das que caracterizavam situacoes
de equacdes, que serdo destacadas a seguir.

As duas questbes que tratam da equivaléncia por meio das equacfes compdem
um conjunto de situacfes encadeadas, em que, para resolver corretamente e com mais
facilidade a segunda e a terceira questao, seria necessario ter respondido corretamente a
primeira. Nas situacdes apresentadas, nas balancas aparecem caixas de trés cores
(amarela, vermelha e verde), e o “peso™ das caixas vermelha e verde esta em fungéo do
“peso” da caixa amarela.

A caixa amarela foi considerada como a variavel, independente das fun¢gdes que
representam o “peso” das caixas vermelha e verde. A caixa vermelha em fungao da
amarela pode ser representada pela funcdo f(a) = 3a, em que a ER,. Em relacdo a
caixa verde, a fungdo que pode descrever seu “peso” é dada por g(a) = 5a, coma € E,.

Sendo descritas desse modo as fungdes do “peso” das caixas, apresentar-se-a a
Questdo 1 (Q1) que se trata de duas equacles representadas na forma de balanca de
dois pratos. A questdo apresentada tem por objetivo relacionar os elementos presentes

% Neste trabalho é usado o termo “peso” para fazer referéncia & medida de massa de cada caixa. Esse
termo foi utilizado, inclusive em toda a pesquisa pelo fato de os alunos estarem acostumados ao uso do
termo para indicar a massa dos objetos. Assim, para ndo ter interferéncia nos resultados da pesquisa por
uso de um termo ou nomenclatura recomendada, optou-se por usar o termo referido para ndo causar
estranheza aos alunos por uso de termo desconhecido por eles.
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nas equacoes, a fim de descobrir os valores das incognitas presentes nas duas balancas
gue sao apresentadas no problema da Figura 1.

Figura 1 — Primeiro problema do instrumento diagnéstico relacionado a Equacdes

Questao 1
Duas balancas estéo equilibradas.

A A

a) Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha vermelha?
b) Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha verde?

Fonte: Dados da Pesquisa

No caso da Q1, a incOgnita presente na primeira equacdo, representada pela
primeira balanca, € a caixa vermelha, e a incognita da segunda equacéo, representada
pela segunda balanca, € a caixa verde. Para resolver essa questdo, o aluno deveria
resolver a primeira equacédo e, usando a propriedade transitiva, resolveria a segunda
equacao.

A Questdo 2 (Q2) apresenta as duas balancas que compéem a Q1. No entanto, é
pedido para o aluno completar uma terceira balanca que compde a situacédo, a fim de
deixar a balancga equilibrada. Nessa questao, os “pesos” da balanga continuam em funcéao
da caixa amarela. Por isso, continua-se a considerar as funcdes f e g. Apoés ter
descoberto os valores das caixas vermelha e verde, o objetivo dessa questdo € testar as
possibilidades de fazer a balanca equilibrar. A Q2 é apresentada pela Figura 2.

Figura 2 — Segundo problema do instrumento diagnaostico relacionado a Equacdes

Questéao 2:
As duas primeiras balancas estao equilibradas. Complete a terceira balanca
com caixinhas de modo que ela também fique equilibrada.

= e
= T
A D S
?
e T
A

Quantas e com quais cores de caixinhas que vocé pode colocar no lugar da
interrogacdo para equilibrar a terceira balanca?
Fonte: Dados da Pesquisa

No caso da Q2, ela faz mencdo a um sistema linear em que ha trés equacdbes e
duas incognitas. Assim, se chamar a caixa vermelha de m e a caixa verde de d, é
possivel escrever o seguinte sistema de equacdes ou sistema linear:
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2a+m = 5a
m+d=2m+ 2a
2d =x
Nesse sistema linear, verifica-se que a terceira equacdo ndo esta definida e, por
isso, a solucdo para ela depende das demais equacdes do sistema. Assim sendo, €
possivel classificar esse sistema linear, conforme Lipschutz (1994), como sistema
consistente com infinitas solugdes.

A fim de identificar os alunos por meio do ano escolar, eles receberam nomes
ficticios, sendo os alunos do 4° ano Abel e Antbénio, e os alunos do 5° ano Bento e Beto.
Para a producdo dos dados, além do proprio instrumento diagndstico impresso, foi
utilizada também a videogravacéo, para registrar as falas, como também a forma como
utilizavam outros mecanismos, como gestos, além do papel, para expressar as suas
respostas.

A analise seguiu observando os registros dos alunos no caderno de questbes e as
gravacoes em video e audio capturados durante a aplicacdo do instrumento diagnostico.
Para a analise, procurou-se interpretar (FIORENTINI e LORENZATO, 2007), de acordo
com as caracteristicas do pensamento algébrico, os conceitos algébricos que emergem
das estratégias de resolucdo utilizadas pelos alunos frente as trés situacdes que
contemplam o contexto de equacbes. Assim, buscou-se compreender as atitudes
adotadas por esses alunos ao resolverem situacdes de equivaléncia, que dizem respeito
as equac0Oes, mas que também possuem referéncias na relacéo funcional.

Resultados e Discussao

A fim de facilitar o entendimento sobre os dados obtidos a partir do instrumento
diagnostico, esta sec¢do trara para a discussao as impressdes acerca de cada uma das
respostas das duas questdes analisadas neste artigo. As respostas das questdes serao
analisadas separadamente, observando as estratégias que os alunos apresentaram.

Todos os quatro alunos responderam as duas questdes referentes as equacdes do
instrumento diagnostico. No geral, demoraram em média 10 minutos para resolverem
cada situacao. Durante a resolucdo, com alguns deles era possivel o dialogo enquanto
respondiam, pois eles mesmos interagiam com a pesquisadora. No entanto, com outros
era necessario um tempo maior para se estabelecer uma conversa e deixa-los a vontade,
uma vez que todo o processo de coleta de dados estava sendo filmado enquanto
respondiam ao instrumento diagndstico.

Em relacdo as respostas apresentadas pelos alunos na Q1, apenas um deles
respondeu corretamente aos dois itens, um deles acertou o item (a) e os outros dois
erraram ambos os itens da questdo. Em relacdo a Q2, o mesmo aluno que acertou toda a
Q1 respondeu corretamente a Q2. Os outros trés, apesar de nao terem respondido
corretamente, apresentaram respostas coerentes com o que haviam respondido na Q1.
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Tendo em vista os resultados obtidos da Q1, e o

que ocorreu para os alunos

apresentarem a resposta da Q2, a Figura 3 apresenta os extratos dos protocolos dos dois

alunos que néo responderam corretamente a Q1.

Figura 3: Respostas dos alunos Antdnio e Beto, respectivamente, para a Q1 (a)

Questao 1: Duas balancas estao equilibradas.

A

a) Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha vormolha?

a) Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha vermelha?

=3
] ]
DY S

l ‘ 7*—*»74_.. ;A. - " AL

Fonte: Dados da Pesquisa

A partir das respostas dadas por Antbnio e Beto, € razoavel supor que eles néao

compreenderam o problema. Assim sendo, a seguir seréo apresentados os trechos das
entrevistas dos alunos Antbnio e Beto ao responderem ao instrumento diagnostico,

conforme os extratos a seguir.

Pesquisadora:
vermelha?
(Ap6s perguntar quanto valia a caixa vermelha, Anténio
imediatamente.)

Antdnio: Quatro? (Responde com um tom de davida.)
Pesquisadora: Como foi que vocé achou quatro?

Antdnio: A caixinha vermelha é do mesmo tamanho (referindo-se ao
tamanho da caixa amarela), mas contando elas assim (apontando para
cada uma das caixas vermelhas presentes nas duas balancas) da pra
saber mais ou menos que sao quatro que vale.

Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha

responde

A partir do dialogo de Anténio com a pesquisadora, € possivel observar que ele

apenas contabilizou quantas caixas vermelhas havia nas

duas balancas e afirmou que

essa quantidade seria o “peso” da caixa vermelha em fungcédo da caixa amarela. Antbnio
ainda chegou a afirmar que a caixa vermelha € do mesmo tamanho da caixa amarela, o

gue demonstra que ele, apesar de ndo ter respond

ido corretamente, conseguiu

estabelecer a relacdo entre as quantidades de caixa vermelha e de caixas amarelas. A

seguir, € apresentado o trecho da entrevista com o aluno Beto.

Pesquisadora:
vermelha?
(Apd6s um longo tempo pensando ele responde.)

Beto: aqui eu pensei em uma.

Pesquisadora: Mas, me explica como foi que vocé pensou que uma
vermelha vale uma amarela?

Beto: Porque eu estava pensando em dividir.

Pesquisadora: Mas como seria essa divisdo?

Beto: Eu estava pensando em dividir as amarelas pela vermelhas.

Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha
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ApOs passar um tempo significativo, aproximadamente 20 minutos, Beto respondeu
gque a caixa verde valia duas caixas amarelas. Somente quando ele ja estava
respondendo a Q2, ele conseguiu chegar a uma resposta para o item (a) da Q1. Desse
modo, ele constatou que a caixa vermelha valia quatro amarelas. O que demonstra que
Beto ndo compreendeu o problema e, por meio de um raciocinio, que ndo foi possivel
entender nem mesmo durante a entrevista, ele chegou a resposta mostrada na imagem a
direita na Figura 3 para o item (a) da Q1. A seguir, sdo apresentadas na Figura 4 as
imagens das respostas dos alunos Abel e Bento.

Figura 4 - Respostas dos alunos Abel e Bento, respectivamente, para a Q1 (a)
Questao 1: Duas balancas estao equilibradas.

= on = - o ™=
A P TR e T T TR

a) Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha vermelha? tas calxinhas amarelas valem uma calxinha vermelha?

Fonte: Dados da Pesquisa

A resposta do item (a) da Q1, a esquerda, apresentada na Figura 4 é do aluno do
4° ano, Abel, e a da direita do aluno do 5° ano, Bento, e as duas respostas estdo corretas.
Para compreender como os dois responderam, faz-se necessario expor os extratos da
entrevista feita durante a aplicacdo do instrumento.

(No momento em que a pesquisadora explicava a situacado, Abel ja havia
compreendido a situacao fazendo uma afirmacao)

Abel: “Ja peguei!”

Pesquisadora: Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha
vermelha?

Abel: Tal Se aqui tem cinco e aqui tem trés... Aqui tem uma vermelha...
Entdo se eu por... (Entendendo que era colocar trés amarelas no lugar da
vermelha) Aqui vale trés!

Observando o trecho da entrevista com o aluno Abel, € possivel concluir que o
aluno Abel do 4° ano utilizou a estratégia de comparacdo de “pesos”. Desse modo, a
equacao resolvida por ele foi 2a +m = 5a. Assim, se em um prato havia duas caixas
amarelas (2a) e uma vermelha (m) e no outro prato havia cinco caixas amarelas (5a), por
comparacao, € razoavel supor que ele concluiu que a caixa vermelha sé poderia
representar trés caixas amarelas para que igualasse o “peso” referente ao prato das cinco
caixas amarelas. A seguir, é apresentado um trecho da entrevista com o aluno Bento, em
gue evidencia o raciocinio utilizado por ele para responder o item (a) da Q1.

Pesquisadora: A pergunta é “Quantas caixinhas amarelas vale uma
vermelha?”
Silencia.

100 RENnCiMa, v. 11, n.1, p. 91-109, 2020



* REnCiMa

.' Revista de Ensino de Ciéncias ¢ Matematica

'L

Bento: Trés?

Pesquisadora: Por que vocé pensou logo que € trés?

Bento: Porque aqui tem dois (referindo as duas caixas amarelas que estéo
no prato esquerdo da primeira balanca) e aqui tem... Ai tirando dois ia ficar
trés (referindo-se as caixinhas amarelas que estdo no prato direito da
balanca).

Pesquisadora: Hum! Muito bem.

O aluno Bento do 5° ano apresenta uma estratégia um pouco diferente. Ele usa o
principio basico de equivaléncia, utilizado na resolucdo de equacbes quando é feita uma
simplificagéo acrescentando ou retirando de ambos os membros da igualdade a mesma
guantidade. Apesar de ele ndo ter registrado em seu protocolo, ele explicou passo a
passo sua estratégia de resolucdo na entrevista. Do ponto de vista algébrico, o aluno
resolveu da seguinte maneira:

2Zat+m="5a=
2Zat+tm—2a=5a—2a=

m = 3a

No caso do item (a), como nas duas situacOes utilizou-se do “peso” da caixa
amarela (a) para representar o “peso” da caixa vermelha (m). E preciso esclarecer que
esse resultado independe do “peso” da caixa amarela, ou seja, ndo € necessario saber
guanto ela pesa, mas quantas delas € preciso para formar uma caixa vermelha. O valor
m = 3a encontrado diz respeito a quantidade de caixas amarelas, sendo que o “peso” da
caixa pode ser representado por a, e que a pode assumir qualquer valor ndo negativo.
Dessa forma, fica evidente a relacdo entre a quantidade da caixa vermelha em funcéo da
caixa amarela, que pode ser representada da seguinte forma: f(a) = 3a. Essa relacédo de
dependéncia entre o “peso” da caixa vermelha em fungdo da caixa amarela fica evidente
quando Abel (4° ano) exemplifica a partir de um contexto o “peso” da caixa vermelha.

Pesquisadora: Me explica como foi que vocé pensou que a vermelha vale
trés amarelas.

Abel: Porque aqui... Como tem trés aqui ja tem cinco. Entdo, se tém duas
amarelas aqui e duas amarelas aqui (se referindo aos dois pratos da
balanca) e aqui tem uma vermelha, entdo se aqui pesar 5Kg (se referindo
a cada caixa amarela) essa aqui pesa 15Kg (se referindo a caixa
vermelha).

A partir desse extrato é possivel que Abel ja tenha conseguido generalizar a
relacdo que existe entre o “peso” das caixas. Conforme Blanton e Kaput (2005), o aluno
apresentou uma generalizacdo a partir de uma situacdo particular. Nesse sentido,
segundo Ponte, Branco e Matos (2009), é possivel que esse aluno ja esteja pensando na
Algebra em termos de estruturas, mesmo que intuitivamente, e compreende essa relacéo
de equivaléncia como uma relacéo funcional. Ainda de acordo com os referidos autores, 0
aluno entende o sinal de igual na sua concepg¢éao estrutural. Além disso, no que concerne
ao item (a) da Q1, é possivel afirmar que apenas os alunos Abel e Bento utilizaram o que
Kieran (1995, p. 105) chama de abordagem algébrica, que é quando “focaliza as inversas
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das operagdes dadas”. Em conformidade com a referida autora, os alunos utilizam
operacoes inversas para resolver uma equacao e encontrar o valor da incognita.

Em relacdo ao item (b) da Q1, apenas Bento a acertou. Apesar de apenas um
aluno té-la acertado, ser4d mostrado aqui como os demais alunos responderam a este
item. O que seréd ressaltado na analise das respostas que os alunos apresentaram € o
raciocinio empregado por eles para chegarem a resposta dada. Por isso, a primeira parte
da analise refere-se as respostas apresentadas pelos alunos Antdnio e Beto, que também
nao responderam corretamente ao item (a) da Q1. Para compreender o que os referidos
alunos responderam e pensaram, seguem as imagens dos protocolos dos alunos Antonio
e Beto na Figura 5.

Figura 5 - Respostas dos alunos Antonio e Beto para a Q1 (b)

b) Quantas las valem uma verde? b) Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha verde?

Fonte: Dados da Pesquisa

Cabe ressaltar que, apesar de terem respondido errado ao item (b), os dois alunos
estimaram que a caixa verde tinha o “peso” maior do que a caixa vermelha. Esse dado é
importante, uma vez que eles perceberam que as caixas de cores distintas tém “pesos”
distintos e, para que haja equilibrio na balanca, necessariamente a caixa amarela deve
ser, de fato, a mais leve.

A seguir, sdo apresentados os extratos dos protocolos dos alunos Abel e Bento.
Desses dois alunos, apenas Bento apresentou resposta correta para o item (b) da Q1. A
Figura 4 traz as respostas dadas por esses alunos para esse item.

Figura 6 - Respostas dos alunos Abel e Bento para a Q1 (b), respectivamente

b) Quantas caixinh las valem uma caixinha verde? b) Quantas caixinhas amarelas valem uma caixinha verde?

Fonte: Dados da Pesquisa

Na Figura 6, sdo apresentadas as respostas dos alunos Abel* e Bento para o item
(b) da Q1. No entanto, os registros deles ndo deixam explicitas as estratégias de
resolucdo de cada questao. Por isso, para que fique mais bem compreendido, seguem 0s

* O aluno Abel escreve como resposta para o item (b) da Q1 “a caixinha verde vale 2 amarela”.
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extratos das entrevistas feitas com os alunos enquanto resolviam o item (b) da Q1. O
trecho a seguir foi retirado da entrevista feita com o aluno Abel.

(Depois de ter anotado a resposta, a pesquisadora pergunta)
Pesquisadora: Por que vocé chegou a essa conclusdo que a caixinha
verde vale duas caixinhas amarelas?

Abel: Porque, se o vermelho vale trés, o verde aqui... Se eu tivesse tirado
o vermelho, o verde néo ia aguentar os dois vermelhos, porque o vermelho
vale trés caixinhas (se referindo as trés caixinhas amarelas). Entdo o verde
s6 td dando um apoio para poder conseguir essas duas caixinhas (se
referindo as duas caixinhas amarelas que estdo no prato da segunda
balanca) pra poder equilibrar.

Pesquisadora: Me explica de novo!

Abel: Se a verde vale duas e o vermelho vale trés, entédo se o vermelho
tivesse ficado aqui (se referindo ao prato que tem duas caixas amarelas),
esse lado ia ficar mais equilibrado (no sentido de ficar mais “pesado”) que
esse.

O que esse dialogo demonstra é que o aluno Abel conseguiu identificar a relagéao
da caixa vermelha com as caixas amarelas. No entanto, ele ndo conseguiu utilizar essa
informacdo para a segunda equacdo. O que ele teria que fazer era apenas uma
substituicdo, de modo que se m = 3a, entdo onde se tem 2m + 2a = 2(3a) + 2a = 8a.
Sendo assim, se a equacao é dada por m+d = 2m + 2a, entdo, por transitividade,
m + d = 8a. Uma vez que ele ndo conseguiu transpor essas informacdes para a segunda
equacao, resultou no erro. O que fica evidente também no dialogo é que, na tentativa de
relacionar os valores ali presentes, Abel relaciona a caixa verde com as duas caixas
amarelas. Entretanto, ele ndo percebeu que a balanca ndo se equilibraria porque em um
prato havia uma caixa vermelha e, no outro, duas.

Bento foi o Unico aluno, dos quatro entrevistados, que apresentou resposta correta
para o item (b) da Q1. A seguir, sera apresentado o extrato da entrevista feita com ele
enquanto resolvia a referida questao.

Apds um tempo significativo de espera, Bento diz o valor da caixa verde.
Bento: Cinco?

Pesquisadora: Como foi que vocé chegou a essa resposta?

Bento: E porque aqui tem oito (referindo-se ao 2° prato da 22 balanga) e
aqui (referindo-se ao 1° prato da 22 balanca) desse lado tem trés caixinhas
amarelas (substitui direto o valor na caixa vermelha), ai precisa de cinco
(referindo-se a caixa verde) pra poder ficar oito.

A partir das respostas de Bento, € possivel perceber que ele consegue relacionar
os valores das incognitas presentes nas duas equacdes. Isso fica mais evidente quando
ele se dirige a caixa vermelha e, na sua fala, ja substituindo direto por trés caixas
amarelas. Além disso, através da propriedade transitiva ele consegue encontrar o valor da
caixa verde apenas fazendo substituices. Outro fato importante é o de que ele consegue
estabelecer a equivaléncia entre os dois pratos, tanto da primeira quanto da segunda
balanca.
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Em relacdo a Q2, para resolvé-la, os alunos precisariam apenas transpor as
informacdes obtidas na Q1 para resolver o sistema que estd implicito na Q2. Dos quatro
alunos, apenas um respondeu corretamente a questdo. No entanto, vale destacar que
Abel e Beto a responderam de maneira coerente, pois, como a resposta da Q2 dependia
da resposta da Q1, eles deram resposta para a Q2 de acordo com o que responderam na
Q1. No caso de Anténio, ele respondeu de uma forma que ndo é coerente com o que ele
havia respondido para a Q1. Daqui em diante, serdo apresentados os resultados obtidos
dessa questdo. Para compreender o que cada aluno fez, comecar-se-a por apresentar o
registro escrito de Abel, Antonio e Beto para a Q2. Para iniciar a discusséo, a Figura 7
traz as imagens das respostas dadas por Abel e Beto para Q2.

Figura 7 - Respostas dos alunos Abel e Beto para a Q2

Questao 2: As duas primeiras balancas estdo equilibradas. Complete a
terceira balanga com caixinhas de modo que ela também fique equilibrada.

- - e ==
0 T e, |8 A &
?
2 B
e T
Quantas o com quais cores de calxinhas que vock pode colocar no lugar

Quantas e com quals cores de cabxinhas que vocé pode colocar no lugar da interrogagéo para equilibrar a terceira balanga?

da Interrogagio para equilibrar a terceira balanga? [

Fonte: Dados da Pesquisa

Para esses alunos, essa questao tinha resposta Unica, ainda que ela se configure
como um sistema consistente com infinitas solucdes. Esse tipo de raciocinio utilizado por
Abel e Beto é chamado por Kieran (1995) de raciocinio aritmético, que é quando o aluno
admite uma resposta Unica e numérica para um determinado problema. Apesar de terem
dado uma Unica resposta para essa situacao, eles compreenderam que cada caixinha
verde corresponde a duas caixas amarelas e, por isso, para equilibrar a balanca, seriam
necessarias as quatro caixas amarelas no segundo prato. Os dois alunos partiram do
mesmo raciocinio e responderam com base na Q1 (b). Os dois alunos afirmaram na Q1
(b) que a caixa verde valia duas amarelas e, por isso, utilizaram esses valores. O que eles
nao compreenderam foi que essa situacao se tratava de um sistema consistente e, assim,
havia mais de uma solucao (LIPSCHUTZ,1994).

Para compreender o que o aluno Anténio fez, segue a imagem da Q2, mostrada
pela Figura 8, respondida por ele durante a aplicacdo do instrumento diagndstico.

Figura 8 - Resposta do aluno Antdnio para a Q2
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Questdo 2: As duas primeiras balancas estdo equilibradas.
Complete a terceira balanca com caixinhas de modo que ela
também fique equilibrada.

offfe BN _--_A_.—_
b

Quantas e com quals cores de caixinhas que vock pode colocar no lugar
da Interrogacio para equilibrar a terceira balanga?

Fonte: Dados da Pesquisa

Em relacdo ao aluno Antdnio, € possivel perceber que ele ndo conseguiu nem
mesmo relacionar as informacdes dadas por ele na Q1. E possivel inferir também que ele
nao conseguiu entender o problema e, por isso, ndo conseguiu dar uma resposta
coerente. Para compreender melhor o raciocinio desse aluno, segue um trecho da
entrevista dele enquanto respondia ao instrumento diagndstico.

Pesquisadora: Antdnio, agora s6 explica para a tia®> de novo como foi que
VOCé pensou que tem que ter trés de cada?

Antdnio: Porque uma pode ser mais pesada que a outra. Ai, a vermelha
pode ser mais pesada que a amarela ou a amarela pode ser mais pesada
gque a vermelha. E a verde pode ser mais pesada do que a vermelha com a
amarela.

A partir desse trecho da entrevista, percebe-se que para o aluno, o “peso” das
caixas néo tinha uma dependéncia. Além disso, apesar de Anténio compreender que as
caixas amarela e vermelha possuiam “pesos” diferentes, ele ndo conseguiu descobrir qual
delas tinha “peso” maior. O que ele conseguiu identificar foi que a caixa verde é a que
possui 0 maior “peso”. Contudo, ndo conseguiu dizer nada sobre as possibilidades de
resposta que o problema tem.

Dos quatro alunos, o Unico que respondeu corretamente foi Bento. Logo a seguir, a
Figura 9 mostra o registro escrito do aluno para a Q2.

® Tia é um termo empregado comumente na escola. Esse termo é mais utilizado no contexto dos anos
iniciais do Ensino Fundamental. O termo foi também utilizado ao entrevistar os alunos, pelo fato de eles
estarem mais acostumados com esse tipo de tratamento e facilitar a comunicacéo entre a pesquisadora e
os alunos.
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Figura 9 - Resposta do aluno Bento para a Q2

Questdao 2: As duas primeiras balancas estdo equilibradas.
Complete a terceira balanca com caixinhas de modo que ela
também fique equilibrada.

_LA__-T:
B

Quantas e com quais cores de calxinhas que vocé pode colocar no lugar
da interrogagho para equilibrar a terceira balanga?

Fonte: Dados da Pesquisa

A partir da Figura 9, é possivel perceber que ele compreendeu o problema e
respondeu corretamente de acordo com as informacdes dadas por ele na Q1. Além disso,
ele compreendeu também que aquela situagéo tinha mais de uma resposta e, portanto,
ele apresenta ai quatro das sete possibilidades de solucéo para o sistema. No momento
da resolucdo, Bento fez a substituicho dos valores das caixas diretamente e sem
demonstrar davidas. Em nenhum momento, ele ficou em davida ao responder a questéo,
0 que demonstra que ele entendeu que, respondendo a Q1, ele havia resolvido o
problema para a Q2. O unico trabalho que havia na Q2 era apenas equilibrar a balanca a
partir dos valores encontrados na Q1.

Consideracfes Finais

Este trabalho teve como objetivo analisar as estratégias de resolucdo dos alunos
frente a duas situacdes que contemplam o contexto das equacdes, dando enfoque aos
conceitos algébricos que emergem dessas resolu¢cdes. Diante dos dados analisados, foi
possivel identificar algumas caracteristicas importantes em relacdo ao pensamento
algébrico desses alunos. Além disso, algumas caracteristicas em relacdo a propria
Algebra foram identificadas nas suas estratégias.

A partir do que foi identificado nas respostas dos alunos, é possivel inferir que, de
todos os alunos que responderam a Q1, apenas os alunos Abel e Bento utilizaram a
Algebra para resolver as equacdes, quando esses alunos demonstram usar até mesmo
operacles inversas para encontrar os valores das incognitas presentes nas equacdes e
no sistema de equacfes. Nesse sentido, isso se traduz nas estratégias adotadas pelos
alunos, em que eles utilizaram principios algébricos, como somar ou subtrair termos de
ambos os membros da igualdade, e propriedades, como a transitiva, por exemplo, para
resolver as equacdes. Em relacdo a Q2, é possivel afirmar que os alunos conseguem
resolver sistemas de equacdes com mais de uma incognita. Todavia, a dificuldade dos
alunos ao resolverem esse tipo de questdo é a de que eles ndo conseguem pensar em
varias possibilidades de respostas, 0 que é caracterizado pelo raciocinio aritmético, que
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ocorre quando os alunos estdo acostumados a ter uma resposta Unica e numérica para o
problema.

E possivel inferir também que situagdes que envolvem a equivaléncia no contexto
das equacdes ndo se configura como situacdes simples para estudantes dessa faixa
etaria e desses anos da educacédo basica. Isso significa que as equacfes sdo um grande
obstaculo para esses alunos. Nem sempre eles conseguem relacionar os elementos
presentes nos membros de uma equacgcao, mesmo ela sendo apresentada na sua forma
icbnica, como é o caso da balanca de dois pratos.

No que diz respeito ao pensamento algébrico, foi possivel identificar a possibilidade
de generalizacao de situacfes por parte de alguns alunos. Assim, foi possivel perceber
gue eles apresentam essas generalizagcbes a partir de algumas situagcdes particulares.
Isso é verificado quando Abel extrapola a sua generalizacdo do “peso” da caixa vermelha
em funcéo da caixa amarela, enfatizando a relacéo de dependéncia entre os “pesos” das
caixas.

O que esses resultados evidenciam, a partir desse diagndstico, é o fato de que
esses alunos tém grande potencial em desenvolver o pensamento algébrico, ficando
evidente quando eles fazem uso de propriedades algébricas e apresentam ideias gerais a
partir de situacbes particulares. Nesse sentido, esses alunos apresentam fortes
caracteristicas de que podem compreender conceitos Matematicos nesses anos da
educacdo basica, deixando evidente a possibilidade de fazer um trabalho com esses
alunos com vistas ao desenvolvimento do pensamento algébrico. O que pode ser feito
para que esse tipo de pensamento seja desenvolvido € uma adaptacao de materiais ou de
informacbes, que apresentem as nocdes de Algebra, que esses alunos precisam
compreender e saber aplicar nas situacdes que sejam postas para eles resolverem.

Talvez fosse necessario fazer uma pesquisa maior e com mais profundidade em
gue fosse possivel observar as limitacdes do ensino de equacfes para os alunos do
Ensino Fundamental. Possivelmente, descobrindo as lacunas no ensino desse conteudo
tdo importante, € que poderia ser feito um trabalho j& nos anos iniciais abordando as
nocdes das equacbes a partir da equivaléncia e com o uso do sinal de igualdade. E
razoavel afirmar que, mesmo ndo tendo compreendido as limitacbes do ensino de
equacdes, é necessario introduzir o quanto antes as nocfes de equivaléncias nos anos
iniciais da escolaridade. Nao se pode privar os alunos, mesmo pequenos, de fazerem as
descobertas inerentes & Matematica que a Algebra pode proporcionar.
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