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Resumo

Neste artigo é apresentada uma propriedade de polinbmios utilizada para a resolucéo de
um exercicio em sala de aula por alunos do 3° ano do Ensino Médio. Apresenta-se
também uma demonstracdo dessa propriedade que é acessivel aos alunos. Algumas
definicbes e teoremas necessarios para a demonstracdo dessa propriedade séao
enunciados e alguns exemplos de aplicacdo sdo apresentados. Procurou-se elucidar de
forma clara nossa proposta pedagogica para que outros colegas a possam utilizar com
seus respectivos alunos. Junto com a propriedade, inevitavelmente, é retomada a
discussao sobre a utilizacdo ou ndo de demonstracdes matematicas com os alunos dos
Ensinos Fundamental e Médio.

Palavras-chave: Polinbmios, multiplicidade, graficos, demonstracdo matematica.
Abstract

In this paper is presented a polinomial property used in an exercise resolution in a twelfth
grade class. It is also presented a proof of the refered property, accessible for the
students. Some required definitions and theorems used in that prof will be remarked and
some examples of applications will be presented. This pedagogical proposal may interest
other teachers and motivate them to use it in their classrooms. Together with this property,
inevitably, is retaked the discussion about the use, or not, of mathematical demosntrations
in elementary and high schools.

! NEPEM — Nucleo de Ensino e Pesquisa em Educacio Matematica
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Introducéo

De acordo com as mais significativas tendéncias em educagdo matematica, o
estudo da Matematica no Ensino Basico deve ter como principios norteadores: despertar
a curiosidade, incentivar o questionamento, conectar areas do saber, desenvolver o
raciocinio légico e intuitivo, aprimorar a visdo geomeétrica, estimular a realizacdo de
analises de dados (sejam estatisticas ou funcionais) e estabelecer conjecturas, entre
outros aspectos basicos a ter em consideracao na formacdo do aluno para que ele possa
saber analisar e enfrentar situacdes com que se depara no cotidiano.

Durante todo o processo de ensino-aprendizagem os alunos precisam ser
estimulados a justificar matematicamente raciocinios e resolu¢cdes de problemas das mais
variadas areas. A justificativa desenvolve conceitos, fortalece as definigdes, sedimentam
duvidas, ou seja, consolida os alicerces matematicos. Hoje a auséncia de prova em sala
de aula é uma realidade, no entanto, justificar raciocinios deve ser uma das preocupacoes
do ensino de matematica,

[...] € desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a
argumentacdo, de modo que os alunos ndo se satisfacam apenas
com a producéo de respostas a afirmac¢des, mas assumam a atitude
de sempre tentar justifica-las. Tendo por base esse trabalho, pode-se
avancar no quarto ciclo para que o aluno reconheca a importancia
das demonstracbes em Matematica, compreendendo provas de
alguns teoremas. (PCN, 1998, p. 71).

Alguns autores consideram que um dos motivos que levam os alunos a terem
dificuldades com demonstracédo € a complexidade da prova descrita como um conjunto de
argumentos que o aluno deve combinar. Contudo, cabe ao professor escolher exemplos
adequados tanto ao nivel etario, quanto ao nivel de conhecimento do aluno.

Outros levantam “a hipotese de que os professores, em geral, ndo consideram as
exigéncias para o ensino e a aprendizagem da matematica que prevé, a partir da sétima
série, que o aluno inicie a justificar, a provar e a demonstrar alguns resultados a fim de
torna-los indiscutiveis.” (FUSCO, SILVA, ALMOULOUD, 2007, p. 1).

Certamente, introduzir as demonstracdes no quotidiano dos alunos, é algo que se
pode desenvolver se houver intencdo de fazé-lo, tendo presentes a clareza e a sensatez
nos objetivos a atingir. Ao professor cabe, também, a tarefa de organizar o trabalho por
forma a aumentar a capacidade do aluno para compreender uma demonstracdo ou uma
justificativa tedrica, ja que esta atividade requer alguma frequéncia e algum treino.

Para qualquer justificativa sdo necessarios argumentos e “modelos” de raciocinio,
alguns dos quais estdo presentes em diversos tipos de demonstracdo. Além da criagdo de
bases argumentativas, o ato de demonstrar constitui em si um grande estimulo do
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raciocinio. Assim, “o raciocinio matematico € um habito mental que, como todos o0s
hébitos, devera ser desenvolvido através da sua utilizacdo consistente numa diversidade
de contextos” (NCTM, 2008, p. 61).

A necessidade de bem fundamentar os resultados é um evento particularmente
importante, para o qual ndo ha respostas demasiado simples ou rapidas. Tal
fundamentacdo pode ser melhor desenvolvida com o auxilio de demonstracdes ou
justificativas.

Diversos trabalhos sobre o uso ou ndo de demonstracdo nos Ensino Fundamental
(EF) e Ensino Médio (EM) ja foram publicados e discutidos, como em Roman (2016) e
Almouloud e Fusco (2010). No entanto, parece pertinente que este tema seja retomado,
uma vez que tivemos recentemente a criagdo de uma Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) e, além disso, os educadores estdo sempre buscando inserir em suas praticas
pedagdgicas novas propostas de ensino. Algumas dessas propostas podem ser
facilitadores para a inclusdo de demonstracdes e/ou justificativas no processo de ensino-
aprendizagem.

O presente trabalho pretende dar um contributo neste sentido. No decorrer do
artigo apresenta-se uma propriedade matematica sobre polinbmios que normalmente nao
€ discutida com os alunos de forma mais profunda e detalhada.

Sendo assim, este artigo € proposto com o intuito de ndo s6 retomar a discussao
sobre demonstracdes em sala de aula, como também, servir de fonte de consulta para
professores que acreditam ser pertinente o uso da demonstracdo dessa propriedade no
Ensino Médio. Na secéo 2, comenta-se de forma bem rapida os processos metodolégicos
gue enquadram o artigo; na sec¢do 3, fundamenta-se a proposta apresentada; na se¢ao 4,
€ colocada uma situacdo problema que esteve na origem do assunto a ser tratado nas
secbes seguintes; nas secdoes 5 e 6, € fornecida uma justificativa para o problema
proposto e respectiva fundamentacédo e apresentam-se alguns exemplos e, para finalizar,
na secao 7, elencam-se algumas conclusdes.

Metodologia

A metodologia usada na elaboracdo deste artigo foi, além de uma pesquisa
bibliografica, também uma pesquisa descritiva-explicativa.

Por ser uma pesquisa bibliografica, etapa fundamental em todo trabalho cientifico,
houve um levantamento dos conhecimentos cientificos disponiveis sobre os assuntos
propostos no artigo, a fim de analisarmos as principais teorias relacionadas com os
temas.

Se enquadra huma pesquisa descritiva-explicativa, pois sugerimos uma abordagem
mais aprofundada de uma propriedade de polinbmios, que normalmente ndo € discutida
em livros didaticos, tendo como base um exercicio proposto durante uma aula de
matematica
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Da importancia da prova no ensino de Matematica

Durante toda vivéncia escolar o estudante se vé diante de férmulas, equacdes,
proposi¢cdes, teoremas, que muitas vezes sao apresentados como verdades absolutas,
sem que se sinta a necessidade do seu aprendizado. Essa pratica € contraria as
tendéncias em Educagdo Matematica ja que “desde as suas primeiras experiéncias no
campo da matemdtica, é importante ajudar as criangcas a compreenderem que as
afirmacgdes deverao ser sempre justificadas”. (NCTM, 2008, p. 61)

BN

A utilizacdo do recurso a prova/demonstracdo matematica na educacdo bésica
brasileira é incipiente e o seu uso ainda € questionado, contudo ha uma defesa de sua
relevancia nos curriculos de Matematica como em Cobb, Wood; Yackel (1993) e Ponte,
Matos, Abrantes (1998).

Dessa forma deve-se repensar as demonstragfes/provas como sendo um
“processo de exploracéo, de procura de conjecturas, de contra exemplos, de refutacéo, de
aplicagdo e de comunicagcdo e ndo com o sentido formalista que a caracterizou nos
curriculos praticados noutros periodos” (PIETROPAOLO, 2005, p. 212).

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN, 1998, p.25), € importante
gue a Matematica desempenhe, equilibrada e indissociavelmente, seu papel na formacéo
de capacidades intelectuais, na estruturacdo do pensamento, na agilizacdo do raciocinio
dedutivo do aluno, na sua aplicacdo a problemas, a situacdes da vida cotidiana e
atividades do mundo do trabalho e no apoio a construcdo de conhecimento em outras
areas curriculares.

Tais capacidades, principalmente na estruturacdo do pensamento e na agilizacéao
do raciocinio dedutivo, podem ser trabalhadas e desenvolvidas inserindo no cotidiano
escolar as demonstracdes.

Dessa forma podemos perceber a importancia que esse tipo de pratica
desempenha na formacdo basica do cidaddo, ou seja, a pratica de argumentar
matematicamente e de forma encadeada, certamente ajuda a exercer a cidadania.

A pratica de demonstracdo no EF é comentada na BNCC (BRASIL, 2018, p. 265)
ao afirmar que “A deducédo de algumas propriedades e a verificagcdo de conjecturas, a
partir de outras, podem ser estimuladas, sobretudo ao final do Ensino Fundamental”. Ja
para o EM, diz:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas por meio da observacdo de padrdes, incluindo
as tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstragéo cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas
(BRASIL, 2018, p. 531).

Sendo assim, percebemos que dois dos principais norteadores da educacédo
brasileira estimulam a insercdo de praticas argumentativas e dedutivas no processo de
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ensino-aprendizagem e que uma das maneiras de se inserir tais praticas no processo de
ensino-aprendizagem pode ser através de demonstracgdes.

Em alguns paises da Europa, como é o caso de Inglaterra e Franca, e nos EUA, a
utilizagdo da “prova” como recurso da pratica educativa é um fato. A necessidade de
justificar raciocinios e efetuar provas matematicas esté patente no curriculo escolar desde
0S anos iniciais. Essa opcdo € devida a se acreditar que ser capaz de raciocinar €
fundamental para a compreensdo da matematica e do mundo em geral. Assim, 0
processo de justificacdo/prova € de fundamental importancia para a construcdo e
compreensao da Matematica e para o desenvolvimento da capacidade de argumentacao,
em geral.

Justificar, mesmo que de forma intuitiva, ou até mesmo demonstrar em algumas
situacdes é sempre valido, pois além de ampliar o horizonte matematico do aluno,
promove desenvolvimento da capacidade de abstracdo, do raciocinio e estimula o seu

Senso critico.

No primeiro contato com o processo justificativo em matematica € usual o recurso
ao método de tentativa e erro ou de experimentacdo ndo sistematizada. Esse € 0
momento em que as criangcas devem sentir que ha suposicdes e regras especificas que
permitem concluir se determinado argumento €, ou néo, valido.

Outro aspeto importante € a sistematizacéo do raciocinio, a observacao de padrbes
e o estabelecimento de conjecturas, que terdo que ser rejeitadas ou validadas. E na
validacdo de conjecturas que se utilizam alguns dos meétodos de demonstracao
matematica. A inducdo matematica, bem como o recurso a prova por absurdo ou por
contraposicao sao ferramentas muito Uteis e de facil entendimento para os alunos do EM.

Um problema que envolve polinémios

O primeiro contato que os alunos tém com polinébmios, ainda que de modo informal,
ocorre no 7° ano do Ensino Fundamental (EF) quando se estuda a equacao do primeiro
grau. Mas, s6 no 8° ano se introduz terminologia especifica e se formalizam conceitos.
Apesar de varios autores de livros didaticos ndo estabelecerem a relacdo entre os dois
temas, o assunto € retomado ao longo do EM, quando se faz o estudo das familias de
funcdes afim e quadratica. Em geral, o assunto sera aprofundado no 3° ano do EM ao
estudar um capitulo denominado Polinbmios. Este estudo é feito quase sempre de forma
algébrica valorizando apenas os resultados obtidos em proposicoes e teoremas.

Segundo o PCN ndo é fundamental que se estude de forma aprofundada
polinbmios, equacdes polinomiais e funcdes polinomiais. Estes devem constar na parte
flexivel do curriculo, apesar de surgirem em varias aplicacbes. Na tentativa de ir ao
encontro da necessidade de estudar este tema, durante uma aula para o 3° ano do EM do
colégio Pedro Il, campus Engenho Novo Il, Rio de janeiro, foi proposto o seguinte
exercicio da prova discursiva da UERJ de 2003:
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Questdo: Um ciclista e um corredor comegam juntos, uma competicdo. A curva
abaixo, cuja equagdo € e =t? + at® + bt + ¢, representa a posicdo e, em metros, do

ciclista, em funcdo do tempo ¢ em segundos, em que a; b e ¢ S&0 numeros reais fixos.

]
e (m)

0 3 ts)

Figura 1: Figura da questao proposta pelo vestibular UERJ.
Fonte: Vestibular UERJ — 2003.

No instante em que o ciclista parte da posicdo zero, o corredor inicia um
movimento, descrito pela equacéo e= 4t, na mesma pista € no mesmo sentido.

Determine a posicao mais afastada da origem na qual o ciclista e o corredor voltam
a se encontrar.

Uma proposta de resolucéo da questéao.

Pelo grafico podemos observar que este passa pelos pontos (0, 0) e (3, 0). Assim,
e(0) = 0 e consequentemente ¢ = 0. Logo, temos o polinémio

e(t) =t(t* + at + b) (1)

Enquanto que em t = 0, o grafico atravessa o eixo das abcissas, no ponto t = 3 0
grafico tangencia o eixo, sem o atravessar. Assim, tanto 0 como 3 sdo raizes do
polindbmio, mas terdo multiplicidades diferentes. Pelo fato do grafico atravessar o eixo, a
raiz em questdo sera de multiplicidade impar, e pelo fato de ndo atravessar o eixo, a raiz
respectiva sera de multiplicidade par. Assim, 3 € uma raiz de multiplicidade par, e
atendendo ao grau do polinébmio, esta raiz sera de multiplicidade 2. Note-se que sendo 3 0
grau do polinémio e(t}, o seu nUmero maximo de raizes é também 3, e como t = 0 é uma
raiz de multiplicidade impar, a Unica possibilidade é que seja de multiplicidade 1, restando
2 raizes do polinbmio pelo que a outra raiz tera multiplicidade 2.

Dessa forma, atendendo a (1), vem

tPtat+b=(t—3V =t"—6t+ 9

Igualando as fungbes que expressam a posicao do ciclista e a do corredor (e = 4t)
obtém-se,

I _ gt 4 ot = 4t
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Segue que, para encontrarmos os pontos de encontro do ciclista e do corredor,
temos que resolver a equacao incompleta do 3° grau.

t* —&t* + 5t =0, ou seja, t(t* — &t +5) =0

Que possui como raizes 0, 1 e 5. Assim o ponto mais distante em que eles voltam
a se encontrar €, em metros, e(5) = 4 -5 =

Convém salientar que durante a resolucéo do problema, para poder concluir que a
raiz 3 tem multiplicidade 2, recorreu-se ao fato do grafico do polinbmio ndo atravessar o
eixo das abscissas nesse ponto. Alguns questionamentos se colocam:

o Que propriedade se esta a usar?
o Como justificar essa mesma propriedade usando ferramentas que os alunos
do EM conhegam?

A propriedade

Tendo em vista estabelecer a propriedade utilizada na secédo anterior e apresentar
uma demonstracdo da mesma, que seja acessivel aos alunos do EM, vamos recordar
algumas definicbes e teoremas, retirados de (IEZZI, 1993) e (MALTA, PESCO, LOPES,
2015). Vale destacar que para a propriedade, analisaremos apenas as raizes reais dos
polinbmios.

Definicdo 1: Sejam pix} um polinbmio de grau n e coeficientes reais e & = n um
inteiro positivo. Dizemos que x; € raiz de multiplicidade & de p{x) quando este é divisivel
por (x — x4)® mas ndo é divisivel por (x — x;)**1,

Definicdo 2: O grafico cartesiano de uma funcéo f é o conjunto de todos os pontos
do plano da forma (x, f(x)7, com x variando no dominio de f.

Seja f uma funcéo e x; um ponto do seu dominio tal que fix;) = 0, ou seja, x; é
um zero (ou raiz) de f. Dizemos, entao que:

Definicdo 3: O gréfico de f atravessa o eixo das abscissas no ponto x, quando
existe um == 0 tal que no intervalo I = ]x;— 5 x, + [ acontece uma das seguintes
situacoes:

1. fla) < Oparatodoa € Jx;—e xy[ e fib) = Oparatodo b € Jxgx,+ &

(b, f(b))

o
©

Zo To+ €
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Figura 2: llustragéo do item 1 da defini¢gdo 3..
Fonte: Elaborada pelos autores.

2. fla)> Oparatodoa £ |x,—&x,[e f(b) = Oparatodo & € Jxgx,+ [

(a, f(a))

©

Ty — € Zo To+ €

e =

(b, £(b))
Figura 3: llustragéo do item 2 da defini¢gdo 3..
Fonte: Elaborada pelos autores.

Definicdo 4: O grafico de uma funcdo f ndo atravessa o eixo das abscissas no
ponto x,, quando existe um = > O tal que no intervalo I = ]x; — s, x, + [ acontece uma
das seguintes situacoes:

1. fla) < Oparatodoa £ ]x,— s x,[e f(b) < 0paratodo b £ Jxpx,+ 2.

Figura 4: llustracéo do item 1 da definicédo 4.

+

ke
3 1=
I

(a, f(a)) (b, f(b))

Fonte: Elaborada pelos autores.

2. fla) = 0Oparatodoa £ ]x;—e,x,[ e fib) = 0 paratodo & € Jxpx,+ 2[.

Figura 5:llustracao do item 2 da definicéo 4.

I
I
O 4
© T

g — € o Ty -6

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Teorema 1: Dados os polinbmios p(x) e d(x), de graus n e m, respectivamente,
com m =, entdo existem um Unico polindmio #{x} e um Unico polinbmio r{x) tais que
p(x) = g(x)dix) + r(x), com grau de r{x] menor que .

Defini¢cdo 5: Quando r{x) € o polinbmio nulo, diz-se que dix) divide p(x.

Das definicbes 1 e 5 tem-se que se x; é uma raiz de multiplicidade % do polinémio
p(x], entdo existe um Unico polindbmio g(x) tal que

p(x) = g(x)(x — x4)"
Neste caso, o grau do polindbmio g{x) é n — k.

Teorema 2: Se p(x) € um polindbmio de grau n e x,,%,,...,x, SA0 as k raizes reais
de p, entdo p pode ser fatorado de forma Unica como

pix) = (x— x)% (x— x,]% .. (x— x,)"g(x),
onde ey, x5, ..., ¢, SAO inteiros positivos e ¢ € um polindbmio sem raizes reais.

A segquir iremos referir algumas propriedades elementares referentes a funcdes
continuas em IR. Atendendo que a proposta aqui apresentada pretende fornecer
argumentos entendiveis por alunos do EM, ndo iremos recorrer a nogdes do Calculo
infinitesimal e diferencial. Adotaremos para o conceito de continuidade a ideia intuitiva de
gue ao tracar o grafico de uma funcao continua, o lapis ndo deixa de tocar o papel.

Teorema 3:
() A funcéo constante é continua.
(i) A funcdo poténcia, x = x™, com n € IN, é continua.

(i) As funcbes soma e o produto de fungBes continuas sao também funcdes
continuas.

Com aplicacbes sucessivas desse teorema, conclui-se que qualquer funcéo
definida por um polinbmio é continua.

Teorema 4 (Teorema dos Valores Intermediarios): Seja f uma funcao continua
num intervalo [a; &]({a =< ), com f{a) = f(b). Se ¢ é qualquer niUmero entre f(x) e
f(b), entdo existe x; € (@ ) tal que f(x,;) = c.

Como consequéncia imediata deste teorema, tem-se que uma funcdo continua
para passar de valores positivos(negativos) para valores negativos(positivos) tem que
passar necessariamente pelo zero.

Estamos agora em condices de responder as questdes inicialmente colocadas, o
gue sera feito através da proposicao seguinte:

Proposicdo 1: Sejam p(x) um polinbmio de grau n, com coeficientes reais,
x; € IR umaraiz de p(x) e G o grafico da funcéo y definida em IR por p(x). Entéo,

(i) Se o eixo das abscissas nao atravessa G em x;, a multiplicidade de x; é par.

(i) Se o eixo das abscissas atravessa 7 em x;, a multiplicidade de x; é impar.
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Demonstracdo: Seja kX €IN, k& =n a multiplicidade de x,;. Existe um unico
polindmio g{x) de grau n — k com g{x,,) + O tal que

p(x) = (x — xg)*q(x) 2)

Como a fungd@o polinomial ¢ € continua, existe =, = 0 tal que, para todo x no
intervalo ]x, — &5, x4 + 5[, g{x) tem 0 mesmo sinal de g{x,). Assim,

(i) Suponha, por contraposi¢éo, que o eixo das abscissas ndo atravessa G em x; e
gue & € impar. Como o eixo das abscissas ndo € atravessado em x, existe =, = O tal que,
paratodo a € ]x; — &, x4 + ;[ — {x,), p(&) tem sinal constante. Seja & = min{zy, =, 1.

Considere o intervalo I = ]x, — 5,x,[ e que p(a) e g{a) mantém o sinal para todo
a € Jxy— g, x+ [ —{x,lh

Consideremos p(a) e g(a) ambos positivos em f. Sabemos que & —x, = 0, assim

atendendo a (2), temos que pia) = (& — x,)* g(a) < 0. Absurdo, pois pla) = 0.
—— —
<0 =0

Consideremos agora pi ) e g ) ambos negativos em I. Sabemos que a —x; == O,

assim atendendo a (2), temos que pla) = (a— x,)" g(a) = 0. Absurdo, pois pa; < 0.
L~
<0 =0

Procedendo de forma andloga, considere o intervalo J = x4, x, + 2[ e que pla) e

g ) tém sinais contrarios para todo & € Jx, — &, x5 + [ — {x4 ).

Consideremos, inicialmente que pla)=0 e gla)<0 em J. Sabemos que
a — x4 > 0, assim atendendo a (2), temos que p(a) = (a— x,)"g(a) < 0. Absurdo, pois

=0 <0
pla)l = 0.

Consideremos agora pia) < 0 e gla] > 0 em J. Sabemos que & —x,; = 0, assim
atendendo a (2), temos que pia) = (a— x,)* g(a) = 0. Absurdo, pois pla) < 0.
e —— il
=0 =0
O absurdo decorre de se ter considerado & impar, conclui-se assim, que & deve ser
par.

(i) Considere agora que o0 eixo das abscissas atravessa G em x; e, por
contradicdo, admita-se que % seja par. Assim, existe s, = O tal que, para todo a« no
intervalo I; = x4 — 55, x4[, p{a) mantém o sinal e que para todo & € I, = |xg.x, + 5[, p(b)
possui sinal oposto ao sinal de pia). Seja ¢ = min{zy, & .

Sem perda de generalidade, podemos supor que para todo « € I, pla) = 0 e que
paratodo & € L, p(b) = 0equegix)=0paratodox €I = ]x;—5x,+ 2[.

Logo, segue de (2), que p(b) = (b — x,)" g(b) = 0. Absurdo pois p( b} < 0.
=0 =n
Supondo agora que pia] <0 e p(b) =0, em seus respectivos intervalos, e

adotando a ideia anterior, mas usando o ponto «, tem-se, pla) = (a— x,) g(a) = 0. O
———— .
=0 =13
que é absurdo, pois pla) = 0.
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O argumento a usar quando o polinémio g{x) for negativo em I é anélogo. Pode-se
concluir entdo que & tem que ser impar. n

Vejamos agora a proposi¢ao reciproca da anterior:

Proposicdo 2: Sejam pi{x) um polinbmio de grau n, com coeficientes reais,
%3 € IR umaraiz de pi{x) e G o grafico da funcéo p definida em IR por p(x). Entéo,

(i) Se a multiplicidade de x; € par entdo o eixo das abscissas ndo atravessa G em
X5
(i) Se a multiplicidade de x,; € impar, o0 eixo das abscissas atravessa G em xj.

Demonstracdo: Sendo x; uma raiz de multiplicidade & do polindbmio g =], este pode
escrever-se de forma Unica como p(x) = g(x)(x —x,)*, com g(x,) = 0.

Assim, existe £ = 0, tal que em I = ]x; — 5 x, + £[, 0 sinal de g(x) é igual ao sinal
de g(x,).

() Se % for par, p(x) tem em I — {x,} 0 mesmo sinal que g(x,). Assim, para todo
a €I — {x,}, p(a) tem sinal constante, ou seja, pela definicdo 4, o eixo das abscissas nédo
atravessa . Dessa forma esté provado.

(i) Por outro lado, se & for impar, vamos supor

e quea < xy (a—x," <0, pelo que p{«) tem sinal oposto ao de gl xg);
e equebd=x, (b—x,)* =0, pelo que p(b) tem 0 mesmo sinal que gl xg).

Assim, o sinal de p muda em x;, 0 que, de acordo com a definicdo 2 e permite
concluir que o eixo das abscissas atravessa . [

Das proposicdes anteriores podemos estabelecer que:

Proposicdo 3: Sejam p(x) um polinbmio de grau n, com coeficientes reais,
%3 € IR umaraiz de p{x) e G 0o grafico da funcao p definida em IR por p(x). Entéo,

() A multiplicidade de x; é par se, e somente se, 0 eixo das abscissas nao
atravessa G em xj.

(i) A multiplicidade de x, € impar se, e somente se, 0 eixo das abscissas atravessa
&G em x;.

Uma aplicacdo desta proposicdo € permitir esbocar o grafico de uma funcéo
polinomial conhecido 0s seus zeros e respectivas multiplicidades.
Exemplo: Esbogar o gréafico da funcéo f definida por f{x} = 2(x— 1}3(x + 0,5)*

Trata-se de uma funcao polinomial de grau 7 que tem raizes 1 e —0,5, a primeira
com multiplicidade 3 e a segunda com multiplicidade 4. Como o coeficiente de x” é
positivo, para valores de x menores que a menor raiz (—2,5), a funcdo é negativa e,
para valores de x maiores que a maior raiz (1), a funcéo é positiva.

Como x = 1 tem multiplicidade impar, o grafico atravessa o eixo das abcissas
nesse ponto. Pelo fato de x = —0,5 ser uma raiz de multiplicidade par, o grafico
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ndo vai atravessar o eixo das abcissas em x = —05. Assim, o grafico vem do
terceiro quadrante até x = —0,5, onde se anula, ndo atravessando o eixo, continua
a situar-se abaixo do eixo das abcissas, até atravessar 0 eixo em x = 1 e seguir
para primeiro quadrante. Um esbog¢o a méo livre do gréfico é:

Figura 6: Esbogo & mao livre do gréafico de f definida por f(x) = 2(x — 13%(x + 0,53*,
A-\é

: < 1
e

Fonte: Elaborada pelos autores.

O grafico de f obtido por recurso ao Geogebra:

Figura 7: Representacdo do gréafico de f definida por f(x) = 2(x — 11%(x + 0,57* feita
no Geogebra.
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0.6

0.4

0.2

-0.6

Fonte: Elaborada pelos autores.

Multiplicidade X grafico.

Na secao anterior foi provada uma proposi¢cao que permite justificar a resolucéo do
problema proposto na secdo 4. Contudo, tal proposicdo sera util em outras situacdes
envolvendo polinbmios. Mais especificamente, podera nos ajudar a esbocar graficos de
uma funcéo polinomial conhecendo suas raizes e respectivas multiplicidades, como foi
visto no exemplo anterior. Outra aplicacdo desta proposicdo consiste em, conhecido o
grafico de uma funcéo, “descobrir’ qual o polindmio que a define.

Exemplo: Na figura seguinte esta parte do grafico de uma funcdo polinomial de
grau 6, que corta o eixo das ordenadas em (0; 12) e que tem apenas 0s zeros reais
representados.

Figura 8: Grafico da fungéo polinomial do exemplo.

0.5 1 T5— 2 2.5

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Quer-se escrever o0 polindmio que a define.

Do gréfico tem-se que a funcdo admite zeros 1, 2 e 3. Mas as suas multiplicidades
poderdo ser diferentes... Atendendo a que o grafico atravessa o eixo das abcissas
em 1 e em 3, essas raizes serdo de multiplicidade impar, enquanto que 2 tera
multiplicidade par. Sera que as raizes de multiplicidade impar tém multiplicidade
igual? Para responder a esta questdo é preciso observar se 0 comportamento da
funcéo é idéntico na vizinhanga de 1 e na vizinhanga de 3.

Figura 9: Visualizacao local do comportamento do grafico da funcdo préximo das
raizes.

: : : 2.5 3.5
0.5 1 TS /3
Fonte: Elaborado pelos autores.

A diferenca de comportamento esta relacionada com o fato de as multiplicidades
dessas raizes serem diferentes. Repare-se que na vizinhanga de 1 o grafico &€ mais
"achatado" e isso vai significar que a multiplicidade dessa raiz € maior. Assim,
como a multiplicidade de 2 € par, vamos conjeturar que 2 tem multiplicidade 2, que
1 tem multiplicidade 3 e que 3 tem multiplicidade 1. Teremos, entao:

flaxd=alx— 133 x—2)%(x—3), coma € IR

Finalmente, atendendo a que o grafico passa por (0, 12) temos que
FlO) = a(—133(—2)%(—3)ou seja 12 = 12apeloquea = 1e

flad = (x — 1% (x — 2)%(x — 3).

Diante da necessidade de esbocar ou fazer uma analise mais precisa sobre
funcdes polinomiais, podemos observar que independente da multiplicidade de uma raiz
ser par ou impar, o grafico tende a se achatar numa vizinhanca da raiz, se a multiplicidade
for maior que 1, e quanto maior for a multiplicidade, mais préximo do eixo se situa o
grafico.

Comportamento de gréficos de fungbes que admitem x = 3 como raiz de
multiplicidade impar na vizinhanc¢a do ponto 3
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Figura 10: Comportamento local do grafico das fun¢des na raiz com o aumento da
multiplicidade impar.

y=x—3

Fonte: Elaborada pelos autores.

Comportamento de graficos de funcBes que admitem x = 3 como raiz de
multiplicidade par na vizinhanga do ponto 3.

Figura 11: Comportamento local do grafico das fungdes na raiz com o aumento da
multiplicidade par.

2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2

Fonte: Elaborada pelos autores.

Conclusao

A construcao do edificio Matematico, por vezes parte de alguns conceitos, tomados
sem definicdo, e de algumas proposicées aceitas sem demonstracdo e a partir destes,
outras propriedades séo estabelecidas e teoremas sdo demonstrados.

E natural, portanto, que se considere de primordial importancia, no processo
educativo, a convivéncia e a pratica das demonstracdes por professores e estudantes. Ou
seja, temos que buscar caminhos que promovam mudancas nas concepcdes dos
professores e estudantes a respeito das demonstracées.

As demonstracfes devem constituir para o aluno um instrumento a ser usado para
fazer Matematica e ndo apenas um mero objeto de apreensdo e de memorizacdo. Dessa
forma, concordamos com Freitas (2011) que sem deducdes, a matematica pode tornar-se
uma simples colecado de resultados Uteis, mas desconexos, sem uma visao clara de quais
sdo 0s pontos de partida e quais as conclusdes que deles se podem tirar.

Neste artigo (re)abre-se uma discussdo que rodeia os educadores de matematica:
€ pertinente o recurso a demonstracédo no EF e no EM?

O objetivo deste trabalho ndo é, certamente, responder de forma taxativa a tal
pergunta, mas sim colocar este assunto como tema permanente de discussdo. Cada
professor, em contexto de sala de aula, perante os alunos de sua turma, sabera se devera
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recorrer ou ndo ao uso dessa ferramenta poderosa que é a demonstragdo, ou seja, em
caso de uso, a demonstracdo deve assumir um carater ndo sé pedagogico, mas também
deve ser motivador para que o0s alunos se sintam seguros em suas argumentacoes
matemaéticas.

Sabe-se que “... quando um aluno entende que é preciso justificar uma afirmacéo,
e examinar essa justificacdo, ao confirmar se estd certa, esta a desenvolver o espirito
critico. Este tipo de atitude € crucial na formagcdo de um cidadado...” (FREITAS, 2011,
p.13).

O desenvolvimento do espirito critico no exercicio da cidadania é um dos aspectos
presentes tanto nos PCN como também na BNCC. Desta forma, os norteadores da
educacdo brasileira, deixam claro que o ensino de Matematica certamente ir4 prestar uma
contribuicdo importantissima conforme forem exploradas metodologias que priorizem
diversos fatores, entre eles: a criacdo de estratégias, a comprovacao, a justificativa, a
argumentacdo e o espirito critico. Além disso, tais metodologias devem favorecem a
criatividade, o trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a autonomia proveniente da
confianca construida durante o processo.

Com esse artigo quer-se mostrar que através de um mero exercicio proposto,
diversas discussodes e provocacdes podem ser desenvolvidas. Quer-se reforcar a ideia de
gue, desde as séries iniciais, através de questionamentos direcionados pode-se estimular,
mesmo que de forma intuitiva, o ato de demonstrar e de justificar. Afinal, é sabido que a
compreensdao de uma demonstracdo pode exigir tempo e capacidade de atencao
demorada, mas sabe-se também que o ato de demonstrar pode ser extremamente
prazeroso.

Sendo assim, pode-se perceber que a demonstracdo €, e sempre sera, um
patrimdnio da Matematica. Através dela da-se clareza, certeza e coeréncia a alguns
resultados que ndo podem ser obtidos de qualquer outra forma. Outrossim, desfaz a ideia
de que a Matematica € apenas um conjunto desconexo de férmulas, através das relacdes
entre conceitos necessarios para se desenvolver uma justificativa.
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