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Resumen

Presentamos un estudio de las justificaciones usadas en el tema de correlacion y regresion en
una muestra de dieciséis libros de texto espafioles de Bachillerato, de las dos especialidades
en que se incluye el tema. Se observa el uso de diversos tipos de justificacion informal, tal
como ejemplos y contra ejemplos, o apoyo exclusivo de un grafico como modo de
justificacion. La principal diferencia entre editoriales se muestra en la inclusién o no de
demostraciones algebraicas deductivas. No se detectan diferencias en los textos de la misma
editorial dirigidos a diferente tipo de Bachillerato, lo que implica que no se consideran las
orientaciones metodoldgicas curriculares especificas para cada uno de ellos.
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Abstract

In this paper we analyse the arguments used in the topic correlation and regression in a
sample of sixteen Spanish high school textbooks in the two specialties that include this topic.
We observe the use of different types of informal justifications, such as examples and counter
examples or exclusive support of graphs as a way of justification. The main difference
between editorials lies in the use or absence of algebraic deductive proofs. We found no
differences in the books from the same editorial directed to different high school specialty;
this suggests that the methodological curricular orientations are not taken into account.

Keywords: Correlation and regression; justifications, textbooks; High school.

1. INTRODUCCION

La correlacion y regresion son conceptos estadisticos fundamentales, pues extienden la
idea de dependencia funcional, y se relacionan con muchos otros como como los de variacion,
distribucion, centralizacion o dispersion. Otra razon que justifica el interés de este tema es que
el razonamiento sobre la correlacion y regresion se vincula a la toma de decisiones en
ambiente de incertidumbre (ESTEPA; GEA; CANADAS; CONTRERAS, 2012).



La investigacion sobre la comprension del tema, desarrollada basicamente desde la
psicologia, muestra que los adultos no emplean reglas matematicas, sino estrategias intuitivas
incorrectas, al estimar la correlacién, llegando a pobres resultados. Un ejemplo es el sesgo
denominado “correlacion ilusoria” por Chapman y Chapman (1969), que consiste en realizar
estimaciones sesgadas de la correlacion debidos a las expectativas personales sobre las
variables en estudio.

La investigacion didactica se ha centrado en la comprension de algunas propiedades de
la correlacion y regresion por alumnos universitarios. Asi, Estepa y Batanero (1995)
describieron casos de estudiantes que no consideran la correlacién inversa, tienen un sentido
determinista de la correlacién o identifican correlacion con causalidad (ver también ESTEPA,
2008; ZIEFFLER; GARFIELD, 2009). S&nchez Cobo (1999) analiza el efecto de la
intensidad y signo de la correlacion sobre la precision de la estimacion de la correlacion y
describe errores relacionados con esta estimacion. La creencia infundada en la transitividad
del coeficiente de correlacion es descrita por Castro-Sotos et al. (2009).

En Espanfa se estudia este tema en el primer curso de Bachillerato (16-17 afios) en las
modalidades de Ciencias y Tecnologia y Humanidades y Ciencias Sociales (MEC, 2007), que,
aunque incluyen un contenido similar, sugiere orientaciones metodoldgicas diferentes, pues
mientras el primero de estos Bachilleratos esté dirigido a estudiantes futuros de ciencias y
matematicas, los estudiantes que cursan el segundo seguiran carreras de humanidades, como
la pedagogia, psicologia o sociologia.

Asi, en relacion al uso de justificaciones, en las directrices oficiales el Decreto de
Ensefianzas Minimas de Bachillerato (MEC, 2007) establece como objetivo para el
Bachillerato en Ciencias y Tecnologia utilizar argumentaciones razonadas y algunos ejemplos
de demostraciones rigurosas, indispensables para el avance de la ciencia y la tecnologia. Se

matiza que:

Las definiciones formales, las demostraciones (reduccién al absurdo,
contraejemplos) y los encadenamientos légicos (implicacion, equivalencia) dan
validez a las intuiciones y confieren solidez a las técnicas aplicadas. Sin embargo,
este es el primer momento en que el alumno se enfrenta con cierta seriedad al
lenguaje formal, por lo que el aprendizaje debe ser equilibrado y gradual. El
simbolismo no debe desfigurar la esencia de las ideas fundamentales, el proceso de
investigacion necesario para alcanzarlas, o el rigor de los razonamientos que las
sustentan. Debera valorarse la capacidad para comunicar con eficacia esas ideas
aunque sea de manera no formal. Lo importante es que el estudiante encuentre en
algunos ejemplos la necesidad de la existencia de este lenguaje para dotar a las
definiciones y demostraciones matematicas de universalidad, independizandolas del
lenguaje natural (MEC, 2007, p. 45449)
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Por el contrario, se indica el menor peso de la demostracion en las matematicas
dirigidas a Humanidades y Ciencias Sociales, resaltando la importancia del apoyo de la
tecnologia para facilitar el trabajo con las matematicas en esta especialidad.

En este contexto, la fuerte abstraccion simbdlica, el rigor sintactico y la exigencia
probatoria que definen el saber matematico, deben tener en esta materia una relativa
presencia. Las formulas, una vez que se las ha dotado de significado, adoptan un
papel de referencia que facilita la interpretacién de los resultados pero, ni su

obtencion, ni su célculo y mucho menos su memorizacién, deben ser objeto de
estudio. (Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I, MEC, 2007. p. 45474).

La finalidad de este trabajo fue describir las justificaciones que sirven para probar las
propiedades de la correlacion y regresion o las soluciones de los problemas en los libros de
texto de Bachillerato en las dos especialidades mencionadas. Con ello completamos la
investigacion respecto a la correlacion y regresion, que es muy escasa en lo que concierne a
los libros de texto, como se verd en los antecedentes. En lo que sigue analizamos los

fundamentos, métodos y resultados del estudio.

2. FUNDAMENTOS

2.1. Marco tedrico

Nuestro estudio pretende observar algunos resultados de la transposicion didactica
(CHEVALLARD, 1991), esto es, los cambios del conocimiento matematico cuando es
adaptado para la ensefianza. Desde el curriculo pretendido al implementado en el aula, una
fase importante es el curriculo escrito y la forma en que lo interpretan los profesores, a través
de los libros de texto (HERBEL, 2007).

Son muchos los autores que analizan la importancia de las demostraciones; entre ellos
Davis y Hersh (1988) indican que generalmente se tiende a demostrar una propiedad cuando
se esta convencido de su certeza; por tanto se utiliza para profundizar en el porqué de la
proposicion o para clarificarla. lgualmente indica que se puede utilizar como ayuda al
descubrimiento, pues es posible obtener nuevos resultados durante un proceso de
demostracion. Por su parte, Krygowska (1971) resalta que la demostracion puede utilizarse
para sistematizar resultados dentro de un sistema de conceptos fundamentales y teoremas
relacionados; por tanto es una ayuda en la axiomatizacion.

Una caracteristica de los libros de texto de matematicas es la presencia de
justificaciones, que se usan con fines de verificacién o conviccién para establecer la validad

de una propiedad o proposicion, convencer de un resultado o método en la resolucion de un
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problema, sistematizar conocimientos, descubrimiento de nuevos resultados o comunicacién
de los mismos (DE VILLIERS, 1993). Estos argumentos son Utiles para validar y hacer
comprensibles a los estudiantes los procedimientos, propiedades, definiciones, asi como las
representaciones que se enlazan en la resolucion de problemas.
La demostracion es esencial en matematicas y debiera ser ensefiada a los alumnos a
partir de la educacion secundaria (12-13 afios) (CRESPO; ARFAN, 2005). Su papel en el
curriculo se destaca en los estdndares del NCTM (2000) que indican la necesidad de
contemplarlos a lo largo de la escolaridad para desarrollar, con diferentes contextos, la
capacidad de argumentacion de los estudiantes, incluyendo la elaboracion de conjeturas,
formulacion de contragjemplos o elaboracion de pruebas informales, incluyendo el principio
de induccion y las demostraciones indirectas.
Siguiendo a Godino y Recio (2001), en este trabajo hemos considerado necesario
ampliar la vision de la demostracion; teniendo en cuenta, no s6lo las demostraciones formales
deductivas caracteristicas de la matematica. Estos autores indican que en los textos de
matematicas las propiedades y teoremas se consideran necesariamente verdaderos y que las
argumentaciones que se usan para justificarlos suelen ser informales, no deductivas e incluso
basadas en criterios de autoridad:
Estas diferencias en las situaciones y practicas argumentativas indican sentidos
distintos del concepto de demostracién —o bien diversos objetos demostracion segln
el modelo onto semantico adoptado (GODINO; RECIO, 20186, p. 206).

2.2. Antecedentes

Los libros de texto son un recurso didactico muy utilizado en la ensefianza y
aprendizaje, aportando un apoyo al profesor y al alumno y determinando, en parte, la
enseflanza. En base a una revision de la literatura Ortiz (1999) enumera varios aspectos
relacionados con su uso: son una fuente de datos y actividades para el aula; resultan de un
gran esfuerzo de planificacion y sintesis; se asumen como un conocimiento que hay que
transmitir; y el alumno lo considera como una autoridad del conocimiento y guia del
aprendizaje.

Aunque hay una amplia investigacion sobre los libros de texto de matematicas, esta
tradicion es mucho menor en el caso de la estadistica y probabilidad, donde encontramos
algunos ejemplos como los de Ortiz, Batanero y Serrano (2001), Cobo y Batanero (2004) y
Azcérate y Serrad6 (2006).

El primer antecedente relacionado con nuestro trabajo es el de Sanchez Cobo (1999),

quien analiza la correlacion y regresion en once libros de texto espafioles de bachillerato
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publicados entre 1987 y 1990. El autor analiz6 los contextos, el contenido matematico
implicado, el tipo de tarea, y el tipo e intensidad de la dependencia. Muestra una tendencia
formal en la presentacion del tema, y el uso mayoritario de ejemplos basados en
representaciones graficas, asi como un fuerte sesgo en los ejemplos presentados hacia la
correlacion positiva. Este autor analiza también cuéles propiedades especificas se justifican en
los textos estudiados, encontrando que la que principalmente se demuestra es el uso del
método de minimos cuadrados para construir la recta de regresion (9 de 11 textos); por el
contrario solo uno o dos textos justifican la formula de la covarianza o del coeficiente de
regresion.

Mas recientemente, Lavalle et al. (2006) analizan la correlacion y regresion en siete
libros de texto argentinos de bachillerato, observando un enfoque mayoritariamente socio-
constructivista, con un nivel de profundidad adecuado, donde también se plantean mas
actividades bajo una asociacion directa que inversa.

Nuestra finalidad es completar estos estudios con el estudio de los tipos de

justificaciones empleadas, que es punto no tratado por los autores citados.

3. METODO

3.1. Muestra utilizada

En este estudio se analizaron dieciseis libros de texto, todos ellos correspondientes al
curriculo actual espafiol de Bachillerato en las dos modalidades en que se incluye el tema:
ocho libros de la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales y otros ocho de la
modalidad de Ciencias y Tecnologia, tomando las mismas editoriales para los dos
bachilleratos. Corresponden a editoriales de gran prestigio y tradicion en Espafia y la mayoria
siguen vigentes en el momento actual, pues no se han reeditado.

Todos los textos son posteriores al actual decreto en vigor en Espafia (MEC, 2007), y
se usan actualmente. Presentamos la lista de estos textos en apéndice, junto con un cédigo,
que serd utilizado a lo largo del trabajo para referirse al mismo. Los cddigos se han asignado
por orden alfabético segun las editoriales, utilizando [H] para los textos de la modalidad de
Humanidades y Ciencias Sociales y [T] para la modalidad en Ciencias y Tecnologia.

De acuerdo a Lopez Noguero (2002), nuestro andlisis se sitla entre los métodos
intensivos, que estudian con detenimiento algunos documentos, en lugar de recurrir a una
muestra mas amplia, pero analizada someramente (métodos extensivos). Siguiendo a este

mismo autor, se trata de un analisis interno de los documentos, procurando destacar su sentido
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y caracteristicas fundamentales. Al tratarse de una investigacion cualitativa, la muestra es
intencional, tratando que incluya los casos més representativos y paradigmaticos para capturar
la mayor riqueza posible de la realidad analizada (MARTINEZ, 2006). Para asegurar la
comparabilidad de nuestros resultados con otros estudios similares (GOETZ; LECOMPTE,

1998) se describe con detalle la terminologia y marco analitico utilizado.

3.2.Anélisis

La metodologia empleada se basa en el analisis de contenido, que asume que un texto
puede dividirse en unidades que pueden clasificarse en un nimero reducido de categorias en
funcion de variables subyacentes, y que permiten realizar inferencias sobre su contenido
(KRIPPENDOREFF, 1997). Seguimos el mismo método utilizado en la investigacion de Cobo
y Batanero (2004), el cual consiste en los siguientes pasos:

1. Seleccionados los libros, y el capitulo correspondiente a la correlacion y regresion, se
efectuaron varias lecturas cuidadosamente, para determinar los parrafos que constituirian la
primera unidad de andlisis.

2. Mediante un proceso ciclico e inductivo se analizaron las justificaciones utilizada en
dichos pérrafos, que constituirian nuestras unidades secundarias de analisis.

3. Seguidamente se categorizan estas justificaciones siguiendo la clasificacion propuesta por
Recio (2002), quien realiza una revision de los estudios mas importantes relacionados con
el tema de la demostracion.

4. Se elaboran tablas indicando la presencia o ausencia de cada tipo de justificacion en los
textos, con el fin de resumir los resultados.

A continuacion se describen los resultados del anélisis; se comienza describiendo las
caracteristicas de los diferentes tipos de justificacion encontrados y posteriormente se realiza
una sintesis y discusion de la presencia de los diferentes tipos de justificaciones en los textos,
comparando los de las dos modalidades de Bachillerato. Se finaliza con algunas implicaciones

para la docencia y la investigacion.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Caracteristicas de las justificaciones encontradas en los textos
Como se ha indicado, se ha encontrado una gran variedad de tipos de justificacion. A
continuacion describimos cada una de las categorias encontradas, mostrando algunos

ejemplos en los textos que sirvan para clarificarlas.
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Al. Uso de ejemplos o contraejemplos como medio de justificacion. Es frecuente que
los textos se limiten a presentar ejemplos o contraejemplos, como argumento para validar una
determinada propiedad, o bien negarla, asi como para justificar la solucién de un problema.
Un posible interés de este tipo de “prueba” es que ayuda a desarrollar el pensamiento
inductivo, pero se deberia utilizar slo como primer paso para posteriormente generalizar.
Recordemos que la combinacion de razonamiento inductivo y deductivo en la clase de
matematicas es recomendada por el NCTM (2000). Ademas, segln Crespo y Farfan (2005) en
la mayoria de las ciencias, y en particular en la mayoria de los campos de la matematica, se
parte de la induccion como método para enunciar sus proposiciones. Sin embargo son pocos
los textos que finalizan este proceso de generalizacion, limitdndose en la mayoria de los casos
a dar por “validada” la propiedad o solucién, simplemente mostrando ejemplos.

Por ejemplo, varios textos al introducir la representacion tabular de los datos
bidimensionales usan ejemplos como el mostrado en la Figura 1, donde se explica el
significado de una celda de la tabla y el estudiante debera generalizar el caso particular que se

explica, al resto de celdas.

S} los pares de valores se repi-
tiesen, puede usarse una tabla
de doble entrada para dar la

RN

distribucién. 2 1 1

Por ejemplo, el conjunto - : 0 ¢
(1,1), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), La frecuencia de cada par se
(2,1),(2,1), (2, 3) y (2, 3) indica en el cruce de filas (x) y
podria darse por la tabla siguien- columnas (y). Asf, la frecuencia
te: de (2, 1) es 3.

Figura 1. Justificacion mediante ejemplo de las ventajas de la representacion tabular ([H5], p. 250)

Este mismo tipo de argumentos se encuentran para explicar la construccion de
definiciones de las distribuciones marginales en los textos [H7] y [T7]. En los textos [H5] y
[T5] al definir la dependencia funcional, como correspondencia que a cada valor de la
variable independiente corresponde uno solo de la dependiente, lo hace a través del siguiente

ejemplo:

Si se dejan caer dos piedras desde 1 metro de altura ambas tardan el mismo tiempo
en llegar al suelo. Y también, si otra piedra se deja caer desde 1,5 metros siempre
tarda mas en llegar al suelo que las anteriores. La ley de la gravitacion se cumple
siempre. Por tanto, conocida la altura desde la que se deja caer un objeto se puede
saber cuanto tardara en llegar al suelo, con una certeza absoluta. ([T5], p. 357).
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De igual modo, [H5] y [T5] incluyen un ejemplo, para justificar que el coeficiente de

correlacion lineal tan sélo cuantifica la dependencia lineal entre las variables:

Por ejemplo, r no detectaria la correlacion exponencial perfecta que hay entre los
puntos (-1, 0,5), (0, 1), (1, 2) y (4, 16), que pertenecen todos a la gréfica de y = 2%,
([H5], p. 255).

Finalmente, algunos textos justifican la diferencia entre correlacion y causalidad

mediante ejemplos como el siguiente:

Se dice que existe correlacion espuria entre dos variables estadisticas cuando estas
aumentan o disminuyen de manera conjunta sin que exista una relacion causa-efecto
entre ellas. Por ejemplo, es muy posible que exista una cierta correlacion entre el
numero de restaurantes de una ciudad y el nimero de profesores que trabajan en ella.
Esto se debe a que ambas variables estan relacionadas con el ndmero total de
habitantes de la ciudad. ([T3], p. 271)

A2. Uso de representaciones graficas para apoyar una argumentacion verbal o
simbdlica. Un caso particular del uso de ejemplos y contraejemplos es utilizar un grafico para
apoyar la verdad o falsedad de una afirmacion o de una propiedad, pues este tipo de
argumentaciones son muy intuitivas. Sanchez Cobo (1999) encontr6 en su estudio que los
textos suelen utilizar la representacion gréfica como medio de argumentacion. Este tipo de
prueba se incluiria segin Godino y Recio (2001) en las pruebas deductivas informales que
incluyen argumentaciones légicas apoyadas en analogias. Suelen emplearse para el desarrollo
de explicaciones y “demostraciones” informales de propiedades relativas a la correlacion y
regresion.

Encontramos este tipo de argumentaciones con mucha frecuencia en el anélisis de la
dependencia entre dos variables aleatorias (tipo, intensidad y signo). En este sentido, en [H3]
y [T3] se analiza la existencia de dependencia mediante diagramas de dispersion indicando:
“La relacion existente entre dos variables queda reflejada en los diagramas de dispersion o
nubes de puntos”. Igualmente en [H4] y [T4], donde se muestran tres ejemplos de diagramas
de dispersion (Figura 2) para justificar las definiciones de independencia y dependencia
estadistica, asi como el grado de dependencia entre las variables. Observamos que se pretende

que el alumno generalice a partir de estos ejemplos.
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La dependencia se pone de mani-
fiesto en el diagrama de disper-
sion:
Y g Y
Y

:. e . .

% » . .

Dependencia Dependencia X
3 fuerte 3 OV Independiencia estadsics.

Figura 2. Justificacion de la dependencia estadistica y el grado de la relacion ([T4], p. 338)

También encontramos textos en que se relaciona graficamente el coeficiente de
correlacion, las rectas de regresion, y el angulo que forman (Figura 3); observamos que la
Unica justificacion de la relacion entre la intensidad de la correlacion y el &ngulo que forman

las dos rectas de regresion es el gréafico presentado.

Posiciones de las dos rectas de regresién

®m Cuando la correlacion es casi nula, X sobre Y
las dos rectas forman un angulo muy
grande (proximo a 90°):

® Si la correlacion es fuerte, el angulo
que forman las dos rectas es peque-

~ . gV .
no: * oY sobre X

m Si |r| es proximo a 1, las rectas
son casi coincidentes:

Figura 3. Justificacion gréafica de relacion entre correlacion y &ngulo de las rectas de
regresion ([H1], p. 232).

Otros textos usan la divisién del plano en cuatro cuadrantes como medio de apoyo
gréfico a sus demostraciones de las propiedades de la covarianza y correlacion (Figura 4).
Mostrando graficamente la posicion de diferentes puntos del diagrama de dispersion respecto
a dos rectas paralelas a los ejes y que pasan por el centro de gravedad de la distribucion se
suele justificar la relacion entre el signo de la covarianza, la forma creciente o decreciente de
la nube, y la dispersion de los puntos respecto a la recta de regresion Esta representacion fue

propuesta en Holmes (2001), y se suele acompafiar de de una demostracion deductiva
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informal con poco apoyo algebraico donde se comprueba los signos del producto de las
diferencias de cada punto al centro de gravedad, dependiendo de su posicién en los

mencionados cuadrantes.

Covarianza

Se llama covarianza al parimetro
Lx -0 (-» Zx,

- -Xy
¥ - X %y " n
. ) edmeng (X V)
N X P
ey - Ambas expresiones, como es logico, coinciden. La segunda de ellas
T K&y es mas comoda para obtener numénicamente a covarianza,
3
+ - Fn L figura adpunta, cala summuando Oy Uy, ~ P de L oonvarunza o of drea Je un e
(BN hngudo comao kos que aparcven on b Tgura
. Sepin donde esed stuado O, ¥, respento a G 9, el drea O, = 80 O, = 7) serd postiva
(rosod O negatna (een . S os puntos estan proximos 2 una recta de pendiente posttiva, ks

simundos son cas fodos posstnos v B aonananza o grande

Figura 4. Uso de apoyo grafico para la interpretacion de la covarianza ([H1], p. 228)

En cuanto al tratamiento de regresion, la mayoria de los textos justifican la pertinencia
del método de minimos cuadrados para el ajuste de la recta de regresion en forma gréfica,
utilizando un diagrama de dispersion en el que se visualizan las distancias entre los valores
reales y los estimados en la recta de regresion. Quiza éste sea uno de los casos mas

representativos de este tipo de argumento (Figura 5).

(xiy)  (nYn)
F e K " S pe y=ax-b
[ =Y-Y1 C I‘ei.
""""""""""""" #® e
"('82 . ‘
(x2¥2) o~
(x1,¥1)
X

Figura 5. Relacion entre el valor estimado y el valor real en el diagrama de dispersion ([T5], p. 364)

A3. Razonamientos verbales deductivos. Para otras propiedades se llega a enunciar o
demostrar una propiedad en forma deductiva utilizando propiedades, axiomas o teoremas que
el alumno conoce previamente. Se trata, generalmente, de razonamientos no excesivamente
formalizados que, de forma deductiva, justifican una propiedad utilizando principalmente el
lenguaje verbal, mas que el simbdlico. Este tipo de argumentacion es la mas utilizada en los

textos analizados, como ocurre en el trabajo de Sanchez Cobo (1999).
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Es muy comun encontrar este tipo de argumentacion para relacionar la covarianza y el

coeficiente de correlacion. Por ejemplo, en [H7] y [T7] se indica: “Como o, y o, son siempre

positivos, el signo del coeficiente de correlacion viene determinado por el signo de o,

([HT], p. 248). Por lo cual se justifica que el signo de correlacion y covarianza es el mismo, en
forma verbal, sin necesidad de realizar célculos algebraicos. Otros ejemplos que encontramos
de justificacion de la misma propiedad son los siguientes, en algunos de los cuéles también se

advierte que la covarianza no informa sobre la intensidad de la correlacion:

El signo del coeficiente de correlacion y el del coeficiente de regresion coinciden,
pero aqui termina la coincidencia: puede ser que la recta de regresion tenga
pendiente alta y, sin embargo, el coeficiente de correlacién sea bajo. O al contrario.
([H1], p. 230).

La covarianza indica cémo es la correlacion entre dos variables; es decir, como se
orienta la nube de puntos, pero este parametro no indica de una forma precisa la
medida de esa relacion. Para resolver este problema, se definen los conceptos de
correlacion y coeficiente de correlacion. ([H2], p. 248).

Como las desviaciones tipicas son siempre positivas, el signo de r viene dado por el
signo de la covarianza. ([H4], p. 225).

En el caso de la regresion, es habitual encontrar este tipo de argumentaciones para
justificar la utilidad del método de minimos cuadrados. Por ejemplo, en el texto [H3] (p. 226)
se menciona la necesidad de utilizar un método alejado del subjetivismo de un trazado por
ajuste manual. En algunos casos ademas, se utilizan para motivar el estudio de la regresion
lineal ([H4], p. 226; [T4] p. 340).

A4. Demostracion por reduccion al absurdo. Este tipo de demostracion parte de la
situacion contraria a la que se quiere demostrar y por medio de un razonamiento deductivo se
muestra una contradiccion, que lleva a la necesidad de negar la premisa inicial. EI fundamento
I6gico bésico de la misma consiste en que, al no poder ser cierta la negacion de la tesis, ya que
conduce a una contradiccion, a un absurdo, se infiere la necesidad de que la tesis sea
verdadera (CRESPO; FARFAN, 2005).

En el analisis realizado tan sélo encontramos este tipo de demostracion en los textos
[H3] y [T3]. Un ejemplo aparece en la Figura 6, para demostrar que existen dos rectas de
regresion diferentes. Partiendo de lo contrario (se supone que las rectas coinciden), se
calculan los coeficientes de regresion cuyo producto es el coeficiente de correlacion,
llegandose a un absurdo pues se obtiene un coeficiente cuyo valor absoluto es mayor que la

unidad.
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- Determinamos los coeficientes B y B°, identificindo-

Las rectas de regresién de una distribucion bidi- los en las expresiones de las rectas de regresion.
mensional son las siguientes: 7 5
rn 7x-5y=8 Bes Wwe
s: 4x-5y=-19 — Calculamos el coeficiente de Pearson a partir de la
Demuestra que r es la recta de regresion de X sobre eugesbn que lo relaciona con los coeficientes B
Y, y s, la recta de regresién de Y sobre X. ¥ 0.4
r=B.8
Para efectuar esta demostracién utilizaremos el méto- Asi pues:
do de reduccién al absurdo: 75
= 32—1323
- Consideramos como clerta la opcién contraria a la
que pretendemos demostrar; es decir, que ses la | — El valor de r que acabamos de hallar no es posible,
recta de regresién de X sobre Y,y 1, la recta de re- puesto que el coeficiente de Pearson no puede tomar
gresion de Y sobre X. nunca valores superiores a 1.
— Expresamos las rectas de regresién en la forma Vemos que la opcién contraria a la que pretendemos
y=A+Bx yx= A’ +By. demostrar nos lleva a una situacion absurda, por lo
qQue no puede ser cierta.
r:y-—gogx s:x=—?+§y Luego la opcién cierta es la del enunciado.

Figura 6. Resolucidn de una tarea por el método de reduccion al absurdo ([T3], p. 279)

A5. Argumento algebraico deductivo. Rara vez algin texto incluye también algunos
argumentos deductivos basicamente realizados a partir de lenguaje algebraico. Se trata de
manipulaciones algebraicas para tratar de argumentar una propiedad o mostrar la equivalencia
de dos expresiones algebraicas. Estas son las justificaciones que tienen mayor dificultad, pues
el alumno, ademas de seguir el razonamiento deductivo, ha de comprender todos los pasos en
las operaciones con los simbolos. En el tratamiento de la correlacion y regresion se suelen
utilizar para demostrar algunas formulas de célculo de de la covarianza, coeficiente de
correlacion lineal y coeficientes de regresion.

Un ejemplo de argumento deductivo se muestra en la Figura 7 donde, mediante
operaciones simbolicas, se prueba la equivalencia entre dos férmulas de célculo de la
covarianza. EI mismo ejemplo aparece en [H8] (p. 251). Observamos que, ademas de
desarrollar el producto de dos expresiones en paréntesis, descompone a continuacion en suma
de fracciones algebraicas, desarrollando el producto del factor comin en cada sumando.

Ademas, se vuelve a sacar factor comun cada una de las medias de X e Y y utiliza la
propiedad de que la suma de frecuencias es igual a N para simplificar en el Gltimo término. En
el tercer paso se ha de identificar las formulas de las dos medias, para finalmente simplificar
de nuevo y llegar a la expresién. Observamos ademas, que el alumno ha de adivinar que el
sumatorio recorre los valores 1 a N, pues no se indica el rango de variacion. Todo ello es de
gran complejidad
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z'l(xl - i)(Yt - y) - Z'leyl
- 0 Sy =

Xy XY

N N

El paso de la primera a la segunda expresion se hace de la siguiente forma

2 =y =) _ 2hxy =P =Ry + X _
N N B
N 21Xy, s 2Ix o 2My, 21Xy, 2Ixy,

N Vi=NT R imge t XY meEn S X = XY XY w =

Sey =

- X—y
Figura 7. Demostracion de la equivalencia de dos expresiones de la covarianza ([T8], p. 321)
En cuanto a la relacion entre el coeficiente de correlacion lineal y los coeficientes de

regresion, habitualmente se encuentra la siguiente cadena de igualdades, como ocurre en los
textos [H1] (p. 232) y [T1] (p. 338):

2
ny ny _ ny _ r2
R e I
UX o Uxay
4.2. Sintesis de resultados

En las Tablas 1 y 2 presentamos la presencia o ausencia de cada uno de los tipos de
justificacion descritos en los textos analizados.

Todos los textos utilizan ejemplos y contraejemplos y graficos como soporte de
argumentacion, resultado también encontrado en otros trabajos sobre libros de texto, como los
de Alvarado (2007) sobre el teorema central del limite y Olivo (2008), sobre intervalos de
confianza, incluso cuando en dichos estudios los textos son de nivel universitario Igualmente
encontramos en todos los textos el uso de argumentaciones verbales deductivas, en general,

con poca formalizacion.

Tabla 1. Argumentos en los textos analizados (Humanidades y Ciencias Sociales)

Argumentos H1I H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8
Al.Ejemplos/contragjemplos x x X X X X X X
A2.Graficos auxiliares X X X X X X X X
A3.Verbales deductivos X X X X X X X X
A4.Reduccion al absurdo X

A5.Algebraicos deductivos X X X X

Tabla 2 Argumentos en los textos analizados (modalidad Ciencias y Tecnologia)

Argumentos T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8
Al.Ejemplos/contragjemplos x x X X X X X X
A2.Gréficos auxiliares X X X X X X X X
A3.Verbales deductivos X X X X X X X X
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A4 .Reduccidn al absurdo X
Ab5.Algebraicos deductivos X X X X X X

Destacamos los textos [H3] y [T3], por ser los Unicos en tratar el método de reduccion
al absurdo, proponiendo, ademds, a los estudiantes que realicen alguna demostracion
utilizandolo y explicando los pasos utilizados. Una parte de los textos utilizan también
argumentos algebraicos deductivos; siendo [T3] el Unico texto que utiliza todas las formas de
argumentacion que hemos analizado y el mas formalizado en sus argumentos.

Encontramos algunas diferencias en el tipo de argumentacién utilizada por la misma
editorial, dependiendo de la modalidad de bachillerato para el cual se disefien cada uno. Asi es
que, algunos textos de la modalidad de ciencias y tecnologia tratan mucho més la
argumentacion de tipo simbodlico que los correspondientes a la misma editorial de la
modalidad de humanidades y ciencias sociales.

Los textos [T3] y [T5] de la modalidad cientifico-tecnoldgica, se diferencian de sus
respectivos [H3] y [H5] por incluir tareas donde se pide al estudiante realizar alguna
demostracion utilizando un tipo especifico de argumento, a pesar de no incluir argumentos
simbolicos deductivos desarrollados (un ejemplo se presenta en la Figura 8). Un ejemplo es el
siguiente ([T3], p. 278):

Demuestra las siguientes proposiciones:

a) Las dos formas alternativas de expresar las rectas de regresion de X sobre Y y de Y
sobre X son equivalentes.

b) El signo de las pendientes B y B’ de las rectas de regresion y el signo del coeficiente
de correlacion de Pearson son iguales

c) Si existe dependencia funcional entre las variables X e Y, las rectas de regresion de X
sobre Y y de Y sobre X coinciden.

d) Si existe independencia entre las variables X e Y las rectas de regresion de X sobre Y
son perpendiculares entre si y paralelas a los ejes.

Este tipo de tareas no son exclusivas de la modalidad cientifico-tecnoldgica ya que, los
textos [H6] y [H7] incluyen este tipo de situaciones, al igual que sus respectivos [T6] y [T7].
Un ejemplo se presenta en la Figura 8, que se muestra tanto en [H6] como en [T6], donde el
estudiante no sélo ha de argumentar utilizando un lenguaje algebraico deductivo, sino incluso

ha de descubrir la propiedad que se quiere demostrar.
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N Considerando el conjunto de datos:

3 { X, B widsee x,
Y " B cevis A

De una distribucién bidimensional de variables X e Y, expli-
car qué es la regresion lineal,

Supongamos que y = a + bx es la recta de regresion de
variable y sobre la variable x. Indica la relacién de los coefi-
cientes a y b con la expresién siguiente:

v, =a=bx)+(y,—a—bx) +..+(y, —a~-bx)

Figura 8. Tarea para justificar mediante lenguaje simbdlico una relacion ([T6], p. 321).

En el caso de [H7] y [T7] se pide al estudiante que investigue sobre dos tareas, para las
que necesitara hacer uso de lenguaje simbdlico, sobre todo en la tarea (b); como en el anterior
ejemplo, en estas dos actividades el alumno ha de descubrir qué es lo que tiene que demostrar.

56. Investiga sobre las siguientes cuestiones.
a) ¢Es cierto que el signo de las pendientes de las dos rectas de regresion de una
variable bidimensional es siempre igual?

b) ¢Qué sucede si las dos rectas de regresion tienen la misma pendiente? ;Como es
la correlacion? ([H7], p. 263).

5. CONCLUSIONES

El analisis de las justificaciones, en la muestra de textos de bachillerato, se ha llevado
a cabo por su relevancia en la construccion de la competencia matemaética de los estudiantes.
La investigacion sobre este tema contribuye, por tanto, a proporcionar criterios para la mejora
de los textos y por ello a facilitar el aprendizaje de los estudiantes. Como hemos indicado en
los antecedentes, la investigacion sobre el libro de texto de mateméticas es una linea
importante, pues nos ayuda a comprender mejor el fendmeno de la transposicion didactica
(CHEVALLARD, 1991).

En general, los textos poseen un nivel de argumentacion aceptable, e incluyen los
diferentes tipos de argumentos considerados por Godino y Recio, ya que incluyen las
argumentaciones gréficas y mediante ejemplos o contraejemplos (que a veces coinciden pues
una misma demostracion a través de un ejemplo es de tipo grafico), acompafiado del uso
verbales deductivos, aunque son mucho menos frecuentes.

Aunque dirigidos a alumnos con diferente preparacion y motivacion, no se han
observado grandes diferencias en las dos modalidades de bachillerato; de hecho la misma
editorial suele hacer una presentacion muy parecida e la justificacion ambos tipos de alumnos.
Una excepcidn son los argumentos simbdlicos o por reduccion al absurdo y aparecen, que en

general son escasos, pero aparecen con mayor frecuencia en los textos de la modalidad de
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Ciencia y Tecnologia, preferentemente como tarea propuesta. Pensamos que este mayor
énfasis se debe a las directrices relacionadas con el uso de la demostracion para Matematicas |
y Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales | como se muestra en el Decreto de
Ensefianzas Minimas.

Todos estos resultados han de interpretarse con precaucion, pues, de acuerdo a Lowe y
Pimm (1996) el impacto del libro de texto depende no s6lo del mismo libro, sino del lector, y
del profesor, asi como de las interacciones que determinan su uso en el aula. En todo caso
coincidimos con Ortiz (1999) en la necesidad de dar méas atencion a la actividad de formacion
de argumentos matemaéticos, posiblemente y dar oportunidad a los alumnos de realizar

actividades que impliquen la produccion de sus propios textos matematicos.
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ANEXO. Textos analizados

Cddigo Referencia

H1 COLERA, J.; OLIVEIRA, M. J.; GARCIA, R.; SANTAELLA, E. Matematicas
aplicadas a las Ciencias Sociales I. Madrid: Grupo Anaya, 2008.

H2 ARIAS, J. M.; MAZA, |. Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Madrid:
Grupo Editorial Brufio, 2011.

H3 ANGUERA, J.; BIOSCA, A.; ESPINET, M. J.; FANDOS, M. J.; GIMENO, M.; REY,
J. Matematicas | aplicadas a las Ciencias Sociales. Barcelona: Guadiel - Grupo Edebé,
2008.

H4 MONTEAGUDO, M. F.; PAZ, J. 1°Bachillerato. Matematicas aplicadas a las
Ciencias Sociales. Zaragoza: Edelvives (Editorial Luis Vives), 2008.

H5 MARTINEZ, J. M.; CUADRA, R.; HERAS, A. Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales. 1.° Bachillerato. Madrid: McGraw-Hill, 2008.

H6 BESCOS, E.; PENA, Z. Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. Vizcaya:
Oxford University Press Esparia, 2008.

H7 ANTONIO, M.; GONZALEZ, L.; LORENZO, J.; MOLANO, A.;: DEL RIO, J.;
SANTOS, D.; DE VICENTE, M. Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales .
Madrid: Santillana Educacion, 2009.

H8 VIZMANOS, J. R.; HERNANDEZ, J.; ALCAIDE, F.;: MORENO, M.; SERRANO, E.
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Madrid: Ediciones SM, 2008.

T1 COLERA, J.; OLIVEIRA, M. J.; GARCIA, R.; SANTAELLA, E. Matematicas .
Madrid: Grupo Anaya, 2008.

T2 ARIAS, J. M.; MAZA, |. Matematicas 1. Madrid: Grupo Editorial Brufio, 2011.

T3 BIOSCA, A.; DOMENECH, M.; ESPINET, M. J.; FANDOS, M. J.; JIMENO, M.
Matematicas |. Barcelona: Guadiel - Grupo Edebé, 2008.

T4 MONTEAGUDO, M. F.; PAZ, J. 1°Bachillerato. Matematicas. Ciencias y
Tecnologia. Zaragoza: Edelvives (Editorial Luis Vives), 2008.

T5 MARTINEZ, J. M.; CUADRA, R.; BARRADO, F. J. Matematicas 1° Bachillerato.
Madrid: McGraw-Hill, 2007.

T6 BESCOS, E.; PENA, Z. Matematicas. 1 Bachillerato. Navarra: Oxford University
Press Espafia, 2009.

T7 ANTONIO, M.; GONZALEZ, L.; LORENZO, J.; MOLANO, A.; DEL RIO, J.;
SANTOS, D.; DE VICENTE, M. Matematicas I. 1 Bachillerato. Madrid: Santillana
Educacion, 2008.

T8 VIZMANOS, J. R.; HERNANDEZ, J.; ALCAIDE, F.: MORENO, M.; SERRANO, E.

Matematicas 1. Madrid: Ediciones SM, 2008.
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