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Resumo

A independéncia de eventos € condicdo fundamental para a aleatoriedade. A compreensdo da
aleatoriedade, por sua vez, se configura como uma das quatro exigéncias cognitivas para a apreensao
da probabilidade, alem da formacdo do espaco amostral, da comparacdo de probabilidades e do
entendimento das correlagcbes. Numa sequéncia aleatéria, 0s eventos que se sucedem ndo possuem
qualquer relacdo ou influéncia sobre os ensaios futuros, nem passados, ou seja, cada evento é
independente. Todavia, criancas, e também adultos, sdo influenciados pela natureza da relacdo que
eles julgam existir entre dois ou mais eventos. O presente artigo é um recorte de uma pesquisa que
investigou nocdes probabilisticas de criangas do 1°, 3° e 5° anos, cujos dados foram obtidos a partir de
entrevistas clinicas, as quais envolviam dois jogos. Os resultados apontaram que a maioria das
criangas utilizou o significado intuitivo da probabilidade e que cometeram o erro de recéncia positiva
ou de recéncia negativa, vislumbramos que o ensino de probabilidade pode dar-se desde os anos
iniciais, a partir da utilizacdo de jogos, considerando nog¢des intuitivas que as criangas ja possuem e
possibilitando discussdes que permitam avangos em seus raciocinios probabilisticos.

Palavras-Chave: Independéncia de eventos, Probabilidade, Criancas, Anos Iniciais, Jogos.

THROWING DICE AND COINS:
RELATION OF (IN)DEPENDENCE UNDER THE PERSPECTIVE

OF PRIMARY SCHOOL CHILDREN
Abstract

The independence of events is a fundamental condition for randomness. The understanding of
randomness, in turn, is considered as one of the four cognitive demands for grasping probability, in
addition to the formation of sample space, the comparison of probabilities and the understanding of
correlations. In a random sequence, the events that follow have no relation with or influence on future
or past events, i.e., each event is independent. However, children, and also adults, are influenced by
the nature of the relation that they believe exists between two or more events. This article is a part of a
research that investigated probabilistic intuitions of 1%, 3 and 5" grade children and data was
obtained from clinical interviews, which involved two games. The results suggested that most children



used the intuitive meaning of probability and made the mistakes of positive recency or negative
recency. We see that probability education can begin since the early school years, with the utilization
of games, considering intuitive notions that children already have and allowing discussions that permit
advances in their probabilistic reasoning.

Keywords: Independence of Events, Probability, Children, Early Years, Games.

INTRODUCAO

Em uma sequéncia aleatéria cada resultado de um evento particular ndo tem qualquer
influéncia sobre os demais resultados dos ensaios anteriores, nem 0s posteriores, como, por
exemplo, no langcamento de uma moeda honesta que pode resultar em qualquer uma das duas
possibilidades (cara ou coroa), se sair repetidamente a face cara, nao significara que havera
maior ou menor chance de sair cara novamente nos lancamentos futuros. A cada novo
lancamento da moeda, a probabilidade de sair uma das faces se mantém a mesma, ou seja,
50%. Cada lancamento é independente dos demais. N&o se sabe qual serd, com certeza, o
proximo resultado, pois a incerteza permeia as sequéncias aleatorias.

Se ao lancar um dado ndo viciado os primeiros cinco langcamentos resultarem no
namero 4, no proximo lancamento a probabilidade de ocorréncia do 4 permanece a mesma do
primeiro langcamento, ou seja, 1 em 6. Nao ha influéncia de um resultado sobre o outro. No
entanto, a ideia de independéncia de eventos ndo parece simples para alguns adultos e também
as criancas tendem a relacionar os resultados de um determinado ensaio, julgando maior ou
menor a chance de ocorréncia do mesmo. Para Bryant e Nunes (2012), se o que acontece nos
cinco primeiros ensaios torna possivel realizar a previsdao do que acontecera no sexto ensaio
melhor do que foi possivel prever no primeiro ensaio, entdo, ha razGes para acreditar que a
sequéncia ndo é ao acaso. Dessa forma, entende-se que a possivel influéncia externa entre os
ensaios torna o resultado tendencioso e desconsidera a independéncia dos ensaios,
descaracterizando assim a aleatoriedade.

Bryant e Nunes (2012) julgam a probabilidade um conceito bastante complexo que
necessita a compreensdo de quatro exigéncias cognitivas que se inter-relacionam: o
entendimento da natureza e das consequéncias da aleatoriedade; a formacao e caracterizacao
do espaco amostral; a comparacdo e quantificacdo de probabilidades; e a compreensdo das
relagbes entre eventos (correlagbes). Assim, nas situacdes probabilisticas, é necessario
reconhecer que o problema é sobre resultados que sdo incertos porque ha elementos aleatérios

envolvidos; é preciso conhecer 0s possiveis eventos que compdem o espago amostral; é
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necessario quantificar e calcular probabilidades. A quarta exigéncia, qual seja o entendimento
de correlagdes, nem sempre é necessaria, mas exige o olhar das trés anteriores.

Na Otica desses autores, a aleatoriedade é a marca registrada de todo problema de
probabilidade; ela é projetada para trabalhar com a incerteza, garantindo a equidade e a
justica, como nos casos de sorteios numéricos das loterias. Esta incerteza relaciona-se com a
imprevisibilidade, pois embora seja possivel listar todas as possibilidades de ocorréncia de um
evento, ndo se sabe ao certo qual serd o resultado e nenhum resultado tera relacdo com o
anterior. As situacOes aleatOrias se opdem as situacdes deterministicas, cujas consequéncias
causais sdo diretas e facilmente definiveis como, por exemplo, langar uma bola para o alto e,
em consequéncia, ela cair, caso haja gravidade.

Conforme Viali (2008, p. 143), “a probabilidade é o ramo da matematica que pretende
modelar fendmenos nao deterministicos, isto €, aqueles fendmenos em que o ‘acaso’
representa um papel preponderante”. Por conseguinte, os problemas de probabilidade dizem
respeito a um conjunto de eventos incertos que ocorrem de forma aleatdria, e 0 acaso é
percebido como um conjunto de forcgas, ndo determinadas ou controladas, que exercem papel
prevalecente na ocorréncia dos resultados de um experimento.

Gal (2004) argumenta que o letramento probabilistico envolve a compreensdo de
elementos cognitivos e disposicionais, 0s quais constituem apoio para as pessoas entenderem
questdes probabilisticas do mundo real. Assim, 0 pensamento e 0 comportamento das pessoas
em situacdes probabilisticas sdo afetados por véarias bases de conhecimentos e disposicoes,
ndo apenas de conhecimentos factuais e habilidades formais, como também crencas e atitudes,
perspectivas criticas e sentimentos pessoais sobre incerteza e risco. Os elementos cognitivos
elencados por Gal (2004) abarcam cinco bases de conhecimentos:

1

Grandes tdpicos/temas - que envolvem conhecimentos acerca da variacao,

aleatoriedade, independéncia de eventos, previsibilidade e incerteza;

2- Calculos de probabilidade - maneiras de encontrar ou estimar a probabilidade de
eventos;

3- Linguagem — os termos, expressdes e métodos para comunicar 0 acaso;

4- Contexto — compreensdo do papel e das implicacBes das questdes probabilisticas nos
contextos e discursos;

5- Questdes criticas — reflexao critica ao lidar com probabilidades.

Os elementos disposicionais que envolvem crencgas e atitudes desempenham um

importante papel na forma como as pessoas pensam sobre a informacdo probabilistica ou
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agem em situacdes que envolvem a oportunidade e a incerteza, em contextos do mundo real e
em sala de aula.

Ao defender os elementos cognitivos, Gal (2004) atribui importancia fundamental a
independéncia de eventos quando lista os elementos concernentes aos grandes tépicos da
probabilidade que trazem ainda a aleatoriedade e a variagdo como bases fundamentais ao
conhecimento probabilistico. O autor julga que essas nocbes servem de suporte para o
entendimento de um quarto elemento, que é a previsibilidade e incerteza.

Em conformidade com os pesquisadores supracitados, observa-se uma estreita relagcéo
entre a aleatoriedade e a independéncia de eventos que se configura como um importante
elemento na compreensdo da probabilidade, em conjunto com outros elementos que se
influenciam e se inter-relacionam. Considerando tal importancia e o fato das criangas, jovens
e adultos apresentarem dificuldades na compreensdo da independéncia de eventos, se faz
mister que as instituicbes de ensino tratem da questdo. Entende-se, portanto, que quando se

pretende discutir a aleatoriedade ndo é possivel deixar de fora a independéncia de eventos.

Os niveis apresentados no Quadro 1 dizem respeito a evolugcdo do pensamento
probabilistico de estudantes da escola secundaria acerca da independéncia de eventos de
acordo com estudos de Tarr e Jones (1997 apud JONES, 2006). E comum as criancas
apresentarem caracteristicas presentes em mais de um nivel, possivelmente em funcdo da

influéncia das particularidades propostas nas situagfes apresentadas.

Quadro 1 — Extrato de um quadro descrevendo os niveis de pensamento referente a
independéncia de eventos

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

8 Subjetivo Transitorio Quantitativo Numérico
E informal
W | - Predisposicéo para - Algum - Reconhecimento | - Distincdo de
ﬁ considerar que reconhecimento guando o resultado | eventos
W | eventos consecutivos | quanto ao fato de | do primeiro evento | dependentes e
2 estdo sempre eventos influencia ou ndo o | independentes
S relacionados. consecutivos resultado do em situacoes de
= | - Crenca generalizada | estarem, ou ndo, | segundo evento. substituicdo e
"-'DJ de que podem relacionados. Em situacdes de ndo substituicdo,
E controlar o resultado | - Frequentemente | substituicdo, vé-se | utilizando
a | de umevento usa-se uma 0 espago amostral | probabilidades
"'QJ - Uso do raciocinio estratégia de como restaurado. numéricas para
Z | subjetivo que se opbe | "representativi- -Pode-se justificar o

a qualquer foco dade", uma diferenciar raciocinio.
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significativo sobre a orientacéo de eventos, embora - Observa-se 0s
independéncia. recéncia positiva | de forma resultados de
- Confianga Ou negativa. Imprecisa, eventos | ensaios
injustificada na - Pode-se também | independentes e sucessivos, mas
previsdo de resultados | reverter parao eventos rejeita-se uma
SuCessIvos. raciocinio dependentes em estratégia de
subjetivo. com e sem representativida-
situacOes de de.
substituicao. - Reluténcia ou
- Algumas recusa de prever
reversdes a resultados
representativi- quando os
dade. eventos sao
igualmente
parecidos.

Fonte: Tarr e Jones (1997 apud JONES, 2006).

Observa-se que ha uma gradagdo na compreenséo da independéncia de eventos sendo
que o nivel subjetivo (Nivel 1) refere-se as pessoas que julgam que 0s eventos consecutivos
estdo sempre relacionados, ou seja, descartam a independéncia de eventos, e no extremo
oposto encontra-se o nivel numérico (Nivel 4), no qual as pessoas ndo apenas distinguem
eventos dependentes de independentes, como também justificam numericamente seus
argumentos.

Um dos significados da probabilidade atribuidos por Batanero, Henry e Parzysz
(2005), e elencados por Batanero e Diaz (2007), diz respeito a probabilidade com significado
intuitivo. Os autores apontam que ideias intuitivas aparecem desde muito cedo em criancas e
vao se ampliando em adultos, mesmo 0s que ndo tém educacdo formal, e expressdes como
provavel, improvavel, impossivel sdo utilizadas para expressar graus de crenca na ocorréncia
de eventos aleatorios.

Sobre o significado intuitivo, Batanero (2005) informa que as primeiras ideias
intuitivas e os jogos de azar sdo comuns em todas as civilizacBes primitivas. Tais ideias sao
percebidas tanto em criangas como em pessoas que nunca tiveram acesso ao estudo de
probabilidades, observadas a partir de frases coloquiais para quantificar os sucessos incertos e
expressar graus de crenca.

Outro significado apontado pelos Batanero e Diaz (2007) é o significado subjetivo em
que as questdes probabilisticas consideram graus de crenga com base em julgamentos
pessoais. Assim, a probabilidade de ocorréncia de um evento estd sempre relacionada a um

sistema de conhecimentos personalizados que variam de pessoa para pessoa.
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As nocdes intuitivas podem ser ampliadas a partir de experiéncias pessoais. Elas séo
utilizadas como plataforma para apoiar conhecimentos futuros, inclusive os que envolvem o
pensamento probabilistico. No entanto, apesar das intuicdes se ampliarem e amadurecerem
com o passar do tempo, alguns conhecimentos, que envolvem a probabilidade como
independéncia de eventos, espaco amostral, aleatoriedade entre outros, dificilmente serdo
solidificados coerentemente sem instrugdo escolar. Nos parece, entdo, que a escola pode ter
grande influéncia no avanco do pensamento probabilisticos das criancas.

Diante do exposto, nos propomos a analisar compreensdes de criangas acerca de
independéncia de eventos em situacdes envolvendo dois jogos: Travessia do Rio e Passeios

Aleatorios da Rute.

METODO

O recorte aqui apresentado é um fragmento de uma pesquisa sobre conhecimentos
probabilisticos de criangas com foco nas trés primeiras exigéncias cognitivas necessarias a
apreensdo da probabilidade, defendidas por Bryant e Nunes (2012): compreensdo da
aleatoriedade, formacéo de espaco amostral e comparacédo de probabilidades. Na pesquisa,
foram levantados conhecimentos probabilisticos de criancas por intermedio do uso de dois
jogos: o Travessia do Rio (Figura 1), que € realizado com o uso de dados, e Passeios
Aleatérios da Rute — PAR (Figura 3). Estes jogos foram escolhidos tendo como base as
analises e avaliacbes de um estudo piloto.

O estudo foi realizado com 36 alunos de duas escolas publicas, sendo 12 do 1° ano, 12
do 3° ano e 12 do 5° ano. Foram realizadas entrevistas individuais do tipo clinical. As
entrevistas foram audiogravadas em aparelho smartphone e, posteriormente, transcritas para
analises. Apresentaram-se 0S jogos as criancas, explicando suas respectivas regras e
oferecendo oportunidade para elas jogarem e efetuarem registros, se achassem necessario.
Cada crianca participou dos dois jogos, numa Unica sessdo que durou entre 50min e 1h20min.
Metade do grupo iniciou com um jogo e a outra metade com o outro jogo.

O jogo Travessia do Rio encontra-se no Caderno de Jogos na Alfabetizacdo
Matematica do Pacto Nacional para Alfabetizacdo na Idade Certa — PNAIC (BRASIL, 2014)

! Baseada no Método Clinico Piagetiano — entrevista que permite ao examinador dirigir a conversa para um
terreno fértil e, ao mesmo tempo, ser dirigido pelo pensamento do sujeito, com a intencdo de estudar os
pensamentos, intencbes e valores do que o sujeito diz e faz. Defini¢do apresentada em CARRAHER,
Terezinha Nunes. O método clinico usando os exames de Piaget. Sdo Paulo: Cortez, 1998.
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e tem por objetivo resolver adi¢Ges e analisar as possibilidades de soma 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10, 11 e 12 no langcamento de dois dados. Com o desenvolvimento do jogo, pretende-se que as
criancas criem estratégias baseadas na observagdo, considerando que ha resultados (somas)
gque saem com maior ou menor frequéncia que outros, bem como existe um resultado

impossivel: o 1.

Figura 1 - Jogo Travessia do Rio

Fonte: Brasil (2014, p. 40).

No jogo, em dupla, os participantes escolhem as casas onde irdo colocar suas 12
fichas, podendo colocar mais de uma ficha em uma casa, e, consequentemente, deixando
outras casas vazias. Alternadamente, os dados sdo langados pelos jogadores e, se a soma dos
lados totalizar um namero referente a uma das casas escolhidas pelo jogador, a ficha passa
para o outro lado, ou seja, é realizada a travessia do rio. Ganha o jogador que conseguir
atravessar todas as fichas para outra margem do rio.

O jogo Passeios Aleatdrios da Rute teve raizes nos Passeios Aleatdrios da Monica. De
acordo com Nagamine, Henriques, Utsumi e Cazorla (2011), a atividade “Os Passeios
Aleatérios da Monica”, foi proposta inicialmente por Fernandez e Fernandez (1999), numa
pesquisa envolvendo estudantes do Ensino Superior sobre a distribuicdo binomial.
Posteriormente, o jogo foi adaptado por Cazorla e Santana (2006) para o ensino de

Probabilidade na Educacdo Baésica.
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Figura 2: Passeios Aleatdrios da Mdnica

Py

Fonte: Nagamine, Henriques, Utsumi e Cazorla (2011).

Na atividade, Monica e seus amigos moram no mesmo bairro. Monica visita cada um
deles (Horéacio, Cebolinha, Magali, Cascdo e Bidu) de acordo com uma ordem preé-
estabelecida, considerando os dias da semana: Horacio na segunda-feira, Cebolinha na terca-
feira, Magali na quarta-feira, Cascdo na quinta-feira e Bidu na sexta-feira. A distancia da casa
da Mobnica para a casa de cada um dos amigos é sempre de quatro quarteirGes, conforme
ilustra a Figura 2. A turma combinou um jogo para tornar 0s encontros mais emocionantes, de
forma que a “sorte” escolhesse 0 amigo a ser visitado pela Monica. Para tal, foi estabelecido
que ao sair de sua casa e a cada cruzamento do quarteirdo, Monica deveria lancar uma moeda
para o alto; se saisse cara, ela andaria um quarteirdo para o Norte, se saisse coroa, ela andaria
um quarteirdo para o Leste. Para chegar a qualquer um dos amigos, Mdnica deveria jogar a
moeda quatro vezes. A partir dai, vem o questionamento: todos 0s amigos tém a mesma
chance de serem visitados?

Ha uma versao denominada ‘“Passeios Aleatorios da Carlinha” que foi adaptada para o
ambiente virtual e elaborada no Ambiente Virtual de Apoio ao Letramento Estatistico
(AVALE) da Universidade Estadual de Santa Cruz, sob orientacdo de Cazorla, Kataoka,
Nagamine (2011). Nesta nova versao, que também toma como referéncia a Turma da Monica,
as personagens chamam-se Carlinha (Monica), Luiz (Horacio), Felipe (Cebolinha), Fernanda
(Magali), Alex (Cascdo) e Paula (Bidu). A proposta pedagdgica destinada aos estudantes do
nivel fundamental e médio envolve o ambiente papel e lapis para a Turma da Mbnica e 0

ambiente virtual do AVALE com a Turma da Carlinha e tem os seguintes objetivos: trabalhar
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as nocoes elementares da teoria de probabilidades - eventos, espaco amostral, probabilidade
de eventos simples; construir tabelas simples e gréaficos de barras; discutir as diferencas entre
experimento deterministico e aleatdrio; estimar probabilidades por meio da frequéncia
relativa; calcular a probabilidade tedrica a partir da arvore de possibilidades e analisar padrdes
observados e esperados.

Para nossa pesquisa, foram necessarias algumas adequagdes na imagem do jogo, em
funcdo da faixa etéria dos participantes, que sdo criancas com idade entre 6 e 11 anos. A ideia
era que o desenho apresentasse maior realismo e se assemelhasse a um bairro com ruas e
quarteirdes mais bem definidos, como observado na Figura 3. Dessa forma, as linhas
tornaram-se “ruas” e os quarteirdes foram preenchidos por casas, lojas, pracas e escolas,
simulando uma cidade ou bairro, visando facilitar a compreensdo das criangas mais novas
sobre a questdo geogréafica da atividade. As personagens foram substituidas por Rute e sua
turma: Tati, Pablo, Ana, Gabriel e Rui. Como as personagens ndo sdo conhecidas do publico
em geral, colocaram-se 0os nomes de cada uma delas na imagem para identifica-las. Foi
contada a seguinte histdria as criancas no inicio do jogo: Rute pretende visitar os amigos e
para tal, ela criou um jogo. Quando ela sai de casa, langa uma moeda: se sair ‘cara’ ela
anda um quarteirdo para direita (em frente, sentido leste) e se sair ‘coroa’ ela anda um
quarteirdo para cima (sentido norte). Em cada esquina de quarteirdo ela para e lanca a

moeda novamente. Ela sempre consegue chegar na casa de um amigo apos lancar a moeda

quatro vezes. Rute s6 ndo sabe qual amigo sera contemplado com sua visita.
Figura 3 - Passeios Aleatérios da Rute (PAR)

A

<

2::1\”
t RUTE )

Fonte: Silva (2016).
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As criangas foram apresentadas a cada um dos jogos e puderam jogar algumas rodadas
a fim de se familiarizarem e compreenderem as nuances das atividades propostas e, dessa
forma, poderem refletir sobre as perguntas, bem como tomarem como referencial a atividade
experienciada para responder aos questionamentos contemplados na entrevista clinica. As
criangas responderam a oito perguntas que objetivavam conhecer suas compreensdes sobre
diversos focos probabilisticos, como: evento impossivel, chance igual e chance diferente de
ocorréncia de um evento, levantamento de possibilidades, evento pouco provavel,
equiprobabilidade, independéncia de eventos e evento aleatorio. A sexta pergunta norteadora
da entrevista focou o tema em discuss@o nesse artigo: a independéncia de eventos.

Inicialmente, a pergunta norteadora que fizemos as criancas considerando 0 jogo
Travessia do Rio para identificar as compreensdes das mesmas a respeito da independéncia de
eventos foi: André jogou o dado vermelho algumas vezes e o resultado foi sempre o 5. Se ele
jogar novamente vai sair 0 5 novamente? Por qué? Como tratava-se de uma entrevista do tipo
clinica e para maior compreensdo das criancas, houve necessidade de uma readequacdo da
pergunta norteadora de maneira que a questdo ficasse mais clara para os participantes. Por
fim, a pergunta ficou assim: André jogou um dadinho para cima e saiu 5, jogou outra vez e
saiu 5, jogou de novo e caiu 5, jogou mais uma vez e saiu 5. Se ele jogar novamente, vocé
acha que vai sair o 5 novamente? Por qué?

Semelhantemente ao jogo Travessia do Rio, no jogo Passeios Aleatorios da Rute, a
pergunta que desencadeou as discussdes acerca de independéncia de eventos foi: Paulo jogou
a moeda e saiu cara, jogou novamente e saiu cara, jogou de novo e caiu cara, jogou outra
vez e saiu cara mais uma vez. Se ele jogar novamente, vocé acha que vai sair cara de novo?
Por qué?

E importante pontuar que, em funcéo de se tratar de uma entrevista do tipo clinica, as
perguntas norteadoras serviram de plataforma para argumentagdes, questionamentos e
confrontacBes posteriores, norteados pela pesquisadora, objetivando resgatar de cada
participante da pesquisa ndo o que ele respondeu inicialmente, mas o que ele defendeu mais
fortemente. Buscaram-se, assim, “as respostas mais caracteristicas do sujeito, aquelas que o

sujeito da com maior convicgdo e ndo com maior rapidez” (CARRAHER, 1998, p. 17-18).

ANALISES

Para fins de apresentacdo das andlises efetuadas, utilizaremos nomes ficticios das
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criancgas, a fim de preservar as identidades das mesmas.

As andlises aqui apresentadas ndo sdo pautadas em acertos e erros e, sim, em
justificativas, argumentos e compreensdes evidenciadas pelas criangas. Consideraremos 0s
significados da probabilidade propostos por Batanero, Henry e Parzysz (2005) e defendidos
por em Batanero e Diaz (2007), as caracteristicas e a descri¢do do raciocinio probabilistico de
acordo com os niveis de maturidade em independéncia de eventos defendidos por Tarr e Jones
(1997), presente em Jones (2006), bem como nas referéncias citadas por Bryant e Nunes
(2012).

Analisando a pergunta norteadora André jogou um dadinho para cima e saiu 5, jogou
outra vez e saiu 5, jogou de novo e caiu 5, jogou mais uma vez e saiu 5. Se ele jogar
novamente, vocé acha que vai sair o 5 novamente? Por qué?, a partir do jogo Travessia do
Rio, constatamos que a probabilidade de sair novamente o 5 permanece igual ao da primeira
jogada: 1 em 6, ou seja, menos de 17%. Os resultados dos lancamentos sdo possibilidades
independentes, mas nem todas as criangas perceberam isso, como se pode verificar na Tabela
1. Nela, observam-se os registros das quantidades de criangas, por ano escolar, que
responderam: ‘Sim’ (vai sair 5 novamente), ‘N&o’ (ndo vai sair 5 novamente) e ‘Qualquer um’
(pode cair 0 5 ou qualquer outro nimero). Entende-se que os alunos que informaram que
poderia sair qualquer um dos nimeros e ndo apenas 0 5 apresentaram compreensao, mesmo

que intuitiva, tanto da independéncia de eventos, como também da aleatoriedade.

Tabela 1 - Sintese da quantidade de respostas dos alunos, por ano, sobre independéncia de
eventos no jogo Travessia do Rio
André jogou o dado uma vez e deu 5, jogou de novo e deu 5, jogou mais uma vez e deu 5.
Se ele jogar novamente, vocé acha que vai sair 0 5 de novo?

Ano Sim Nao Qualquer um
1° 7 4 1
30 4 6 2
50 3 6 3

Fonte: Silva (2016).

Um pouco mais da metade dos alunos do 1° ano acreditou que sairia 0 5 mais uma vez.
Ana justificou que sairia 0 5 novamente “porqgue so caia no 5”; Davi informou: “porque caiu
0 5 um bocado de vez” e Maria argumentou: “porque ele jogou um montdo de vezes”. A
tendéncia, assim, das criancas do 1° ano foi julgar que se o 5 saiu trés vezes, sairia novamente

0 5 no quarto lancamento do dado. Tais alunos ndo perceberam a independéncia de eventos e
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cometeram o erro de recéncia positiva que se caracteriza pela crenca de que, em funcdo de
recentes resultados repetidos, o proximo ensaio tenderd a ser o mesmo. O erro de recéncia
positiva é apontado tanto por Bryant e Nunes (2012) como por Tarr e Jones (1997 apud
JONES, 2006).

Aproximadamente 42% das criancas do 1° ano julgaram que ndo sairia novamente o 5
no lancamento do dado. Essas criangas acreditaram na impossibilidade de sair, em sequéncia,
um mesmo numero repetidas vezes. Claramente atrelavam o resultado recente de um
lancamento aos seus antecessores, desconsiderando a independéncia de eventos. Para ilustrar

trazemos alguns argumentos apresentados por elas:

“Vai dar 1 ou entdo o 6" lvan;

“Se ele jogar outra vez fica 0 2” Fagner;

“Vai dar 6. Se ele jogar mais uma vez, vai dar 6” Raissa;

“Ele jogou direto o 5. Eu acho que vai sair outro numero” Joana;

“Ele tentou muitas vezes e agora vai mudar” Luan.

Observamos que as criangas supracitadas desconsideraram a aleatoriedade, bem como
a equiprobabilidade presente na situacdo, quando julgaram que um evento tem mais
probabilidade de ocorréncia que outro, além de considerarem que ha relacdo estreita entre o
novo evento e os anteriores, desconsiderando, assim, a independéncia de eventos. A partir de
seus discursos é possivel observar que as criangas cometeram o erro de recéncia negativa que
se refere ao tipo de equivoco cometido pela crenca de que, em funcdo de recentes resultados
repetidos, o proximo resultado tende a ser diferente, em conformidade com o exposto por
Bryant e Nunes (2012). Assim, essas criancas acreditaram que iria ocorrer um resultado
diferente dos que haviam ocorrido antes. Tal fato é nitidamente percebido na fala de Joana
guando afirma “eu acho que vai dar outro numero” ¢ Luan que disse: “cle tentou muitas vezes
e agora vai mudar”.

O aluno Pedro considerou outros elementos para apoiar sua resposta. Inicialmente, ele
disse que ndo era possivel sair o 5, em seguida ele lancou o dado e saiu 0 5. Entdo, ele mudou
de resposta e disse “Vai porque caiu 5 quando ele jogou. A pesquisadora questionou se fosse
Pedro (se referindo a outra pessoa qualquer) e ndo Andre, lancando o dado, se sairia 0 5

novamente e ele disse que sim “porque EU sou Pedro”. Constatamos que o aluno se apoiou
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na sua vivéncia do jogo. Sua resposta dependeu unicamente do resultado apresentado no
momento em que ele langou o dado, baseado em parametros particulares.

No 1° ano, apenas o aluno lago apontou percepcdes mais coerentes acerca da
independéncia de eventos, apresentando indicios de compreensdo da equiprobabilidade,
acreditando que “pode cair qualquer um”, bem como da independéncia de eventos ao nao
atrelar o novo ensaio aos eventos anteriores. O didlogo a seguir entre a entrevistadora e lago
mostra essa compreensao:

Pesquisadora: André tava brincando com um dadinho. Ele jogou pra cima

uma vez e deu 5, jogou de novo e deu 5, jogou mais uma vez e deu 5. Tu
achas que se ele jogar de novo vai cair o 5 novamente?

lago: Nao sei.

Pesquisadora: Mas tu achas que vai cair, que pode cair, que pode cair
qualquer um...o que é que tu achas?

lago: Eu acho que vai cair qualquer um.
Pesquisadora: Por que tu achas isso?

lago: Porque tem que jogar o negocio (dado) e tem que ter sorte para parar
no 5.

Ja no jogo Passeios Aleatorios da Rute - PAR (com moedas) lago ndo foi tdo enfatico,
apesar de manter a ddvida, que ja € um indicio de compreensdo. No entanto, ele acabou
informando que poderia cair, mas ndo apresentou justificativa.

Como apontado anteriormente, foi proposto as criancas a seguinte situacdo: Paulo
jogou a moeda e saiu cara, jogou novamente e saiu cara, jogou outra vez e saiu cara mais
uma vez. Se ele jogar novamente, vai sair cara de novo? Por qué?, para verificar o
entendimento das mesmas sobre a independéncia de eventos no jogo PAR.

A probabilidade de sair cara, nesse novo possivel lancamento ou em qualquer outro,
continua a mesma, 1 em 2, ou seja, 50%. A Tabela 2 mostra a quantidade de alunos que
julgaram que sim — possibilidade de sair cara novamente, ndo — impossibilidade de sair cara
de novo, ou seja sairia coroa, e qualquer um — percepcao de que poderia sair qualquer uma

das faces (cara ou coroa) no lancamento da moeda.
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Tabela 2 - Sintese da quantidade de respostas dos alunos, por ano, sobre independéncia de
eventos no jogo PAR
Paulo jogou a moeda e saiu cara, jogou novamente e saiu cara, jogou outra vez e saiu cara
mais uma vez. Se ele jogar novamente, vai sair cara de novo?

Ano | Sim | N4o | Qualquer um
1° 7 5 0
3° 6 6 0
50 5 4 3

Fonte: Silva (2016).

Os resultados das criancas do 1° ano apresentados no jogo PAR se assemelharam aos
resultados apresentados no jogo Travessia do Rio. Vérias criancas cometeram o erro de
recéncia negativa. Elas acreditarem que iria ocorrer um evento diferente do que vinha
acontecendo. Para essa escolha, as criangas apresentaram como justificativas: “Nao porque ele
jogou ‘muita vez’ cara, cara, cara, cara. E agora vai sair coroa”, diz Antonio; “Ele jogou
quatro vezes e saiu cara. Ai da ultima vez que ele jogar vai sair coroa”, informa Raissa.

Dos alunos do 1° ano que julgaram que sairia 0 5 novamente — erro de recéncia
positiva -, 0s argumentos apresentados tinham similitudes com os do jogo Travessia do Rio,
como: “Sim, porque caiu um bocado de vez”, “porque sempre da cara” e “sim, porque ele
jogou 5 vezes ai caiu cara’’.

Verificamos que, nos dois jogos, as criancas do 1° ano ndo apresentaram indicios de
compreensdo acerca da independéncia de eventos, a excecdo de lago que apontou percepcoes
mais coerentes que os demais. No entanto, tal fato ocorreu apenas no jogo Travessia do Rio.
Nitidamente, as criancas associaram o resultado de um evento aos anteriores, julgando haver
relacéo entre eles.

As criancas do 3° ano, considerando o jogo Travessia do Rio, apresentaram em seus
discursos justificativas mais consistentes que as do 1° ano, mesmo que equivocadas. Jeane foi
convicta que sairia novamente o 5 ao afirmar: “Ele jogou tanto e deu o nimero 5 que eu acho
que vai dar de novo (...) Pode sair outro, mas acho que vai dar 5 a quinta vez, se Deus quiser.
Vai ser falta de sorte ndo sair 5”. A aluna ndo percebeu a independéncia de eventos,
“amarrando” os ensaios anteriores ao proximo, ou seja, ela se encontrava no nivel subjetivo
proposto por Tarr e Jones (1997 apud JONES, 2006), possuindo predisposicao para considerar
gue eventos consecutivos estdo sempre relacionados. No entanto, observamos que a aluna
abre uma possibilidade para a incerteza quando diz: “pode sair outro” ou “vai ser falta de
sorte”. Percebemos esses discursos como importantes plataformas para possiveis

intervencdes.
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Outras criangas do 3° ano comecaram a vislumbrar a equiprobabilidade, apesar de ndo
terem firmeza em suas respostas. Manoel disse que “pode sair 0 5 ou pode sair qualquer um.
Mas acho que vai bater outro nimero porque ele bateu 3 vezes no 5, agora vai dar sorte e vai
cair qualquer um”. Se, por um lado, Manoel apresentou indicios de compreensdo da
equiprobabilidade, por outro ele resistiu em perceber a independéncia de eventos.

Ryan sentiu-se perdido, mas a experiéncia recente do jogo provocou nele importantes
reflexdes. Ele afirmou que ndo sairia 0 5 novamente, depois disse: “Ndo sei. Pode sair, mas
acho que ndo vai sair porque € dificil acertar muitas vezes (...). Quando eu tava jogando
acertei duas vezes no 6, quando joguei de novo caiu 0o 4”. Ou seja, apesar de Ryan acreditar
que pode sair 0 5, ele usou seu proprio exemplo para “provar” o quao dificil e pouco provavel
seria 0 evento se repetir.

No jogo PAR, alguns participantes do 3° ano continuaram desconsiderando que 0S
eventos sucessivos sao independentes. Como exemplo trazemos as justificativas de Anita que
afirmou: “Vai, porque ele jogou as trés vezes e saiu também” e de Késia que defendeu que
“Ndo. Ele jogou tudo de uma vez e foi cara, cara, cara, ndo serd possivel que ele vai ser
tudinho como cara. N&o vai ser tudinho n&o. So se ele tem muita chance e sorte .

Observamos que os argumentos, tanto para 0s que acreditaram que iria sair cara no
novo langamento, quanto para 0s que pensaram 0 contrario, s&0 0S mesmos, apresentando
caracteristicas de erros de recéncia positiva, ao julgarem que em funcéo dos eventos recentes
acontecerem de determinada forma, os demais eventos permanecerdo ocorrendo do mesmo
jeito; ou recéncia negativa, por acreditarem que, como 0S ensaios anteriores se repetiram
algumas vezes, da préxima ocorrerd um evento diferente. No entanto, alguns alunos ja
trouxeram em seus discursos a incerteza, que € um importante conceito no pensamento
probabilistico, apesar de defenderem a saida, ou nao, de uma face da moeda, como ilustrado
na fala de Jane: “Vai sair, se ele jogou e saiu cara trés vezes é possivel que va sair cara a
quarta vez”. O termo é possivel utilizado pela aluna aponta para uma possibilidade, mas néo
para uma certeza, um evento deterministico. Gal (2004) considera a linguagem como um dos
elementos cognitivos para o desenvolvimento do letramento probabilistico, apontando que é
importante que o aluno descreva oralmente ou por escrito 0 seu pensamento e a compreensdo
probabilistica e que é necesséria a familiarizagdo com termos e expressdes relevantes a
probabilidade.

No 5° ano, considerando o langamento do dado a partir do jogo Travessia do Rio,

Samuel julgou que havia um jeito especifico de jogar o dado que resultaria no nimero 5. Ele
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afirmou: “Vai se ele jogar do mesmo jeito. Se ele jogar de qualquer jeito ndo cai 0 5”. A
partir das reflexdes propostas pela pesquisadora, Samuel trouxe um discurso que apresenta
uma compreensdo mais ampla sobre a possivel ndo-equiprobabilidade presente na situacéo,
quando disse: “Pode cair o 5, mas tem pouca chance. Os outros (1, 2, 3, 4 e 6) estdo em
maior quantidade. Todos eles contra o 5 sdo maiores”. Apesar da equiprobabilidade estar
presente no langamento de um dado, ou seja, cada uma das faces tem as mesmas chances de
sair, a relacdo indicada por Samuel, sabiamente, propde que se compararmos o evento “sair 5”
em comparagdo com “‘sair nimero diferente de 57, de fato, ndo seria equiprovavel.

No lancamento da moeda, Samuel foi ainda mais preciso. Ele respondeu gue “poder
pode (sair cara) porque as expectativas sdo as mesmas. Porque na moeda tem uma vez cara e
uma vez coroa, ndo tem duas vezes cara e uma coroa. Mesma chance”. Nitidamente, ele
apontou a equiprobabilidade presente e ndo fez nenhuma relacdo com eventos anteriores,
apontando indicios de compreensédo da independéncia de eventos.

Podemos dizer que Samuel deixou uma porta aberta para o aprendizado, que
possivelmente se concretizard, caso haja instrucdo que lhe permita compreender que ndo tem
“um jeito certo” de jogar para cair determinado nimero, bem como solidificar conceitos de
equiprobabilidade, aleatoriedade e independéncia de eventos. Acreditamos que o uso de
jogos, registros, indagacoes e reflexdes orientadas permitirdo a criancas como Samuel e outras
construirem uma compreensdao mais solida acerca de elementos probabilisticos, tomando
como plataforma os conceitos intuitivos de que dispdem inicialmente.

O aluno Kennedy teve uma percep¢do bem abrangente da situacdo. Claramente ele
percebeu a equiprobabilidade presente, bem como ndo apresentou indicios de relacionar 0s
eventos anteriores ao proximo. Ele disse: “As chances sdo minimas. Porque ninguém sabe
qual é o que vai cair (...). Ndo vai dar o 5 ou vai dar o 5, dar o 4, 3, qualquer um”. A0 que
tudo indica, Kennedy compreendeu a independéncia de eventos, bem como a aleatoriedade e a
equiprobabilidade. E possivel que Kennedy estivesse, no momento da entrevista, no nivel 3,
denominado quantitativo informal (TARR; JONES, 1997 apud JONES, 2006), pois
apresentou reconhecimento de que o primeiro evento ndo influencia o resultado do segundo
evento e percebeu e citou o espaco amostral, ou seja, apontou implicitamente que no
lancamento de um dado as possibilidades séo: 1, 2, 3, 4,5 e 6.

Alguns alunos do 5° ano atribuiram os resultados no langamento da moeda, e também
do dado, a sorte ou ao azar ou ao jeito de langar os objetos (moeda ou dado). Alguns ficaram

na davida, como Luisa que afirmou: “Acho que sim, Sei ld, pode ser sorte”, enquanto Miguel
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disse: “Pode sair cara. Ele jogou tantas vezes, né? Pode ser que saia cara de novo”. Ha
alguns que fizeram relagdo com a experiéncia recente vivenciada no jogo, como Marcio que
informou que “quando eu tava jogando batia cara, coroa, cara, coroa. Pode ser diferente.
Tudo nao é igual ndo”.

No jogo Passeios Aleatérios da Rute foi constatado que a maioria das criangas do 1°
ano (7 alunos) cometeu o erro de recéncia positiva, resultado igual ao do jogo Travessia do
Rio. Jad no 3° ano, houve um equilibrio no jogo com moedas: metade cometeu o erro de
recéncia positiva e a outra metade, o de recéncia negativa. No 5° ano, trés criangas julgaram
corretamente a situacdo (em ambos os jogos), demonstrando algum entendimento sobre
independéncia de eventos, apesar de ndo aparecer explicitamente em seus argumentos que o
resultado de um evento ndo teria qualquer relagdo com o outro. Talvez as criangas tenham
pensado s6 em termos de equiprobabilidade, ou seja, imaginado que qualquer face da moeda
ou lado do dado teria a mesma chance de sair, como explicitado no discurso de Samuel
quando sentencia: “as expectativas SA0 as mesmas”’.

Constatou-se uma diminuicdo em relacdo a quantidade de alunos que cometeram a
recéncia positiva no PAR: 7 do 1° ano (criangas com 6 anos), 6 do 3° ano (8 anos de idade) e 5
do 5° ano (10 anos).

De uma forma geral, observamos que 0s participantes desta pesquisa ndo apresentam
uma compreensao adequada sobre independéncia de eventos, apesar de alguns alunos do 5°
ano demonstrarem algumas noc¢fes que precisariam de intervencdo para que fossem

solidificadas.

CONSIDERACOES FINAIS

Nosso estudo apontou que quase sempre as criancgas utilizaram o significado intuitivo
descrito por Batanero e Diaz (2007). As justificativas que as criancas utilizaram parecem néo
ter como base a instrucdo escolar, e sim, as vivéncias a partir das crencas que supdem existir
nas relacdes probabilisticas. Outras vezes, elas argumentam utilizando a recente experiéncia
com o0 jogo como sustentacdo para suas justificativas. Especificamente no que tange a
independéncia de eventos, as criangas deste estudo encontraram-se, em sua maioria, quase
sempre no Nivel 1 — subjetivo ou Nivel 2 — transitorio, defendido por Tarr e Jones (1997 apud
JONES, 2006).
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As criancas envolvidas nesta pesquisa possuiam uma compreensdo limitada da
independéncia de eventos. A maioria delas apresentou nos dois jogos, tanto no langamento de
moeda como nos dados, justificativas e argumentos que relacionavam a influéncia direta ou
indireta de eventos anteriores aos resultados dos futuros ensaios. Ou seja, julgavam haver
dependéncia entre os resultados dos eventos. Cometeram, quase sempre, 0 erro de recéncia
negativa ou o erro de recéncia positiva, descrito por Bryant e Nunes (2012), bem como por
Tarr e Jones (1997 apud JONES, 2006).

No entanto, constatamos que alguns alunos ja possuiam uma compreensdao mais
elaborada, inclusive com indicios de entendimento sobre equiprobabilidade, aleatoriedade e
independéncia de eventos. Eram ideias iniciais e intuitivas apresentadas por alguns alunos
que, havendo instrucdo adequada, poderdo ser solidificadas.

Como era de se esperar, 0s alunos do 3° e 5° anos apresentaram, em seus discursos,
compreensdes intuitivas mais elaboradas que os alunos do 1° ano, embora quase todos tenham
opinado desconsiderando a independéncia de eventos.

Observamos que a vivéncia nos jogos e 0s questionamentos realizados nas entrevistas
parecem ter motivado as criancas a construirem e reconstruirem hipoteses, a partir das
conexdes que elas realizavam com conhecimentos provenientes de sua vida. Uma evidéncia
disso refere-se as mengoes de fatos ocorridos no cotidiano para justificar escolhas, bem como
com as experiéncias com 0 jogo, uma vez que usavam respostas e argumentos apoiados nas
recentes experiéncias vivenciadas na atividade.

Como apontado por Batanero, Henry e Parzysz (2005 apud BATANERO; DIAZ,
2007), as criancas apresentaram marcas do significado intuitivo da probabilidade com
expressdes que indicam graus de crenca na ocorréncia de eventos aleatorios, quando
utilizavam parametros particulares para justificar suas escolhas.

Os estudos citados por Bryant e Nunes (2012) apontam que parece nao haver melhoria
na compreensdo da independéncia de eventos com o passar do tempo por crian¢as mais novas
e mais velhas, como também por adultos. Ao que parece, todos chegam num certo nivel de
compreensdo e estancam; ndo conseguem evoluir. Tais fatos levam a especular que a escola
ndo tem contribuido para construcdo deste importante elemento probabilistico. Para esses
autores, compreender a independéncia de eventos sucessivos em uma sequéncia aleatoria é
uma parte fundamental do aprendizado sobre aleatoriedade, portanto, € imprescindivel o papel

da escola no sentido de garantir a compreensdo da independéncia de eventos pelos estudantes.
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Para finalizar, reafirmamos a importancia da instrucdo para ampliacdo da compreenséo
do pensamento probabilistico, em especial o que se refere a independéncia de eventos,
equiprobabilidade e aleatoriedade. Consideramos 0s jogos mecanismos importantes que
podem possibilitar o desenvolvimento de nog¢des probabilisticas, pois, além de permitirem a
reflexdo de uma forma ludica e esponténea, possibilitam a criacdo de estratégias para se
ganhar o jogo que perpassam pela compreensdo de elementos concernentes ao
desenvolvimento do pensamento probabilistico.

O recorte apresentado aqui pode ter tido influéncia das atividades anteriores, propostas
no estudo do qual este fragmento faz parte. E importante ampliar pesquisas que tratem néo
apenas das compreensdes de criancas sobre os diversos elementos que d&o suporte ao
pensamento probabilistico, bem como formas de intervencdo que possibilitem tais

compreensoes.
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