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Resumo

O principal argumento desse texto — que a Combinatdria pode ser trabalhada desde os anos iniciais do
Ensino Fundamental — baseia-se na observacdo de situacfes combinatorias no cotidiano das criancas;
em recomendac0es curriculares; na verificacdo de que materiais didaticos ja incluem diferentes tipos
de situacfes combinatérias; em referenciais que defendem o longo processo de desenvolvimento de
conceitos; e na constatacdo, em estudos anteriores, de que as criangas novas ja sdo possuidoras de
algumas no¢bes combinatérias. Também sdo apresentados estudos que tiveram como objetivo analisar
recursos para a aprendizagem da Combinatdria no inicio da escolarizacdo. Observou-se a eficacia do
uso de material manipulativo, tais como figuras dos elementos de conjuntos dados, para o trabalho
com criangas, desde a Educacgdo Infantil e, também, material amparado no olfato e tato, para uma
proposta inclusiva, junto a criangas com deficiéncia visual e criancas videntes. Verificou-se, também,
gue a construcdo de arvores de possibilidades — em lapis e papel ou no computador — é outro recurso
que pode contribuir para a aprendizagem da Combinat6ria por crian¢as nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, langando, desse modo, bases para aprendizados posteriores.
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BEFORE IT’S TOO LATE:
learning Combinatorics since early schooling

Abstract

The main argument of this text — that Combinatorics can be worked from the early years of
Elementary School — is based on the observation of combinatorial situations in children's daily lives;
in curriculum recommendations; the discovery that instructional materials include different kinds of
combinatorial situations; in texts that advocate the long process of concept development; and findings,
in previous studies, that young children already possess some combinatorial notions. Here are also
presented studies that aimed to analyse resources for learning Combinatorics at the beginning of
schooling. The efficacy of manipulative material was observed, such as pictures of the elements of
data sets, to work with children from Kindergarten and also material supported in smell and touch, for
an inclusive proposal, along with children visually impaired and sighted children. It was also observed
that building tree diagrams — in pencil and paper or on the computer — is another resource that can
contribute to the learning of Combinatorics for children in the early years of Elementary School,
launching, thereby, basis for future learning.

Keywords: Combinatorics, Elementary School, resources, teaching, learning.



INTRODUCAO
ANTES CEDO DO QUE TARDE

As criangas estdo em constante contato com muitas informacdes, as quais, por vezes,
envolvem conceitos matematicos ndo muito simples. Essas informacdes e conceitos se fazem
presentes nas conversas cotidianas, em alguns jogos e brincadeiras e, também, na midia.
Nesse contexto, as criancas se deparam, desde cedo, com situacdes que envolvem conceitos
da Matematica mais complexos, tais como o0s presentes na Estatistica, na Probabilidade e na
Combinatoria. Em particular, as criangas no dia a dia fazem escolhas baseadas em ideias
combinatoérias, tais como as referentes ao que escolher na hora de lanches e refei¢des; como
Se organizarem em equipes; como guardarem materiais e brinquedos etc.

Recomenda-se, para enfrentamento das demandas sociais atuais, que, desde 0s anos
iniciais do Ensino Fundamental as criancas sejam estimuladas no desenvolvimento de seus
raciocinios estatistico, probabilistico e combinatorio (BRASIL, 1997). Por serem formas mais
complexas de pensamento, que envolvem raciocinios hipotético-dedutivos, defende-se que
guanto mais cedo os conceitos envolvidos nessas formas de pensamento forem abordados na
escola, mais oportunidades as criancas terdo de refletir sobre os mesmos, pensarem e
repensarem as ideias intuitivas que possuem e de avancarem em seus modos de raciocinar.

Nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio, conceitos matematicos
mais elaborados sdo trabalhados de modo mais formal, mas desde o inicio da escolarizacao,
inclusive na Educacdo Infantil, é possivel abordar no¢des e subconstrutos mais simples de
alguns conceitos, a partir de situacfes praticas e ladicas. Assim, as criancas, desde novas,
podem ser estimuladas a pensarem em questfes interessantes de investigacdo e como
informacGes podem ser levantadas, organizadas, classificadas e interpretadas, bem como
podem ser incentivadas a refletirem sobre como eventos ocorrem — de modo aleatorio,
previsivel ou deterministico. Também, desde cedo, podem ser incentivadas a levantarem
possibilidades de eventos ocorrerem e a enumerarem modos de elementos constituintes de
uma situacdo serem combinados entre si.

Serdo apresentadas, mais adiante nesse texto, evidéncias de que criancas novas
possuem no¢oes de Combinatéria, a partir das quais seus raciocinios combinatorios podem ser
desenvolvidos. Serdo discutidas pesquisas realizadas junto a criangas da Educacgéo Infantil e
de anos iniciais do Ensino Fundamental que mostram conhecimentos possuidos por criangas

novas e dificuldades que elas enfrentam frente a situacfes combinatorias.
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Ressalta-se, também, que conceitos mais complexos — tais como os da Combinatéria —
estdo presentes em recursos didaticos dos anos iniciais do Ensino Fundamental, como foi
comprovado no estudo de Barreto e Borba (2010). Essas autoras realizaram um levantamento
em livros didaticos aprovados no Plano Nacional do Livro Didéatico (PNLD) 2007, da 12 a 42
série (atuais 2° e 5° anos da Educacdo Basica). Observaram, nas cinco cole¢des (20 volumes)
analisadas, problemas de Combinatéria variados (de combinacdo, produto cartesiano,
permutacdo e arranjo'), embora apenas os produtos cartesianos® fossem explicitamente
ressaltados como problemas de levantamento de possibilidades — portanto, situacoes
combinatérias. Verificou-se, desse modo, que problemas de Combinatéria estdo presentes em
livros destinados a estudantes em inicio de escolarizacdo, mas € preciso que 0s professores
tenham consciéncia de sua presenca e saibam como tratar situacfes combinatorias variadas de
modo adequado. Para isso, recomenda-se que 0s manuais de professores apontem a presenca
de diferentes tipos de problemas combinatdrios nas atividades propostas aos estudantes, bem
como orientem os professores sobre as semelhancas e diferencas entre esses problemas e
como trata-los adequadamente junto as criangas de anos iniciais de escolarizacao.

Vergnaud (1986) defende que o processo de aquisicdo de conceitos é longo, uma vez
que para cada conceito ha um conjunto de situaces que dao significado ao mesmo, ha
distintas relacdes e propriedades associadas a cada conceito e ha formas diversificadas de
representa-los. Assim, para que a variedade de aspectos associados a um conceito seja
vivenciada pelas pessoas, um longo periodo de tempo se faz necessario. Dessa forma,
conceitos mais complexos — como 0s associados a Combinatoria — podem ser trabalhados
desde o inicio da escolarizacdo para que, ao se tratar da Analise Combinatéria no Ensino
Médio, ideias anteriormente desenvolvidas possam ser ampliadas e consolidadas.

Na introducdo a esse texto, argumentou-se que a Combinatdria, assim como a

Estatistica e a Probabilidade, pode ser trabalhada desde os anos iniciais do Ensino

! Segundo Borba (2010, 2013), os problemas combinatérios variam de acordo com o modo de escolha de
elementos — sejam de um conjunto Unico, sejam de dois ou mais conjuntos — e também se diferenciam quanto a
ordenacéo dos elementos, ou seja, se a ordem dos elementos indica, ou ndo, possibilidades distintas. Para
maiores detalhes do que caracteriza os diferentes tipos de problemas combinatérios (arranjos, combinagdes,
permutacdes e produtos cartesianos), pode-se consultar diversos textos que se encontram em
http://geracaoufpe.blogspot.com.br/

2 Vergnaud (1991) denomina alguns problemas multiplicativos de produtos de medida, ou seja, problemas de
relacdo ternéria entre medidas e, baseado em estudos piagetianos (tais com Inhelder e Piaget, 1976), esse autor
também utiliza a nomenclatura produtos cartesianos, uma vez que a tabela cartesiana é uma das formas mais
usuais de representar o0 conjunto de pares ordenados, cujo primeiro termo pertence a um conjunto e o segundo
termo pertence a outro conjunto.
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Fundamental e esse argumento baseia-se na observagdo de ideias combinatorias no cotidiano
das criancas; em recomendacdes curriculares que se fundamentam, primordialmente, na
necessidade de insergdo social dos estudantes; na verificagdo de que alguns materiais
didaticos — tais como livros didaticos de inicio de escolarizagcdo — ja incluem problemas de
diferentes tipos de situacdes combinatérias; em referenciais que defendem o longo processo
de desenvolvimento de conceitos — que justifica iniciar seu estudo mais cedo; e na constatagcéo
de que as criancas ja sdo possuidoras de algumas no¢des combinatérias, a partir das quais
novos aprendizados podem ocorrer.

Serdo apresentados, a seguir, resultados de pesquisas que apontam nogdes que as
criancas j& possuem antes de estudarem formalmente a Combinatéria e também serdo
assinaladas dificuldades que os estudantes de anos iniciais do Ensino Fundamental possuem.
Na secdo posterior, outros estudos serdo discutidos que mostram momentos de aprendizado de
criangas novas — sem e com necessidades especiais — em inicio de escolariza¢do, em contato

com recursos apropriados para o desenvolvimento de seus raciocinios combinatorios.

O QUE DIZEM AS PESQUISAS SOBRE O RACIOCINIO COMBINATORIO DE
CRIANCAS NOVAS

Estudos diversos tém investigado o conhecimento de criancas diante de situacdes
combinatdrias e essas pesquisas tém apontado nog¢des intuitivas anteriores ao aprendizado de
Combinatéria e também as dificuldades que as criancas em inicio de escolarizacdo
apresentam quando séo solicitadas a resolverem problemas combinatdrios. Nessa se¢ao serdo
discutidas algumas dessas investigacdes e na secdo seguinte serdo debatidos estudos que
buscaram realizar processos de ensino e de aprendizagem da Combinatoria voltados para
estudantes em inicio de escolarizagéo.

Pessoa e Borba (2009) observaram que criancas de anos iniciais do Ensino
Fundamental sdo capazes de resolverem alguns problemas combinatoérios, antes mesmo de
terem iniciado na escola o aprendizado de Combinatéria. Participaram do estudo 99
estudantes de anos iniciais do Ensino Fundamental, com idades variando de 6 a 12 anos, de
duas escolas (Escola A — ensino publico; Escola B — ensino particular). Cada participante
resolveu individualmente, e do modo que preferisse, oito problemas combinatérios (dois de

cada tipo de problema: arranjo, combinagéo, permutagdo e produto cartesiano).
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As autoras sugerem que 0s raciocinios combinatérios evidenciados pelas criangas
podem ser fruto de experiéncias extraescolares — de escolha e combinagdo de objetos no
cotidiano — e também argumentam que vivéncias escolares, ndo necessariamente relacionadas
a Combinatdria, podem ter influéncia no modo como as criangas pensam e cOmMoO
desenvolvem seus pensamentos combinatérios. Essas conclusdes séo derivadas da observacao
de que na 12 série (atual 2° ano) o desempenho das criangas era muito baixo, mas, com o
passar do tempo, seus desempenhos melhoraram, mesmo tendo tido pouco contato na escola
com problemas combinatérios — em particular tendo resolvido explicitamente em sala de aula
poucos problemas de um Unico tipo de problema combinatério — os produtos cartesianos.
Argumenta-se, assim, que ja que algumas melhoras de desempenho ndo podem ser creditadas
ao ensino direto da Combinatdria, podem, pelo menos em parte, ser explicadas pela influéncia
de modos de pensamento desenvolvidos na escola, em conjunto com vivéncias cotidianas que
exigem, de modo implicito, raciocinio combinatorio.

A primeira vista, os desempenhos dos estudantes do estudo de Pessoa e Borba (2009)
aparentam ser baixos (0% de acerto da 12 serie — atual 2° ano — tanto na Escola A, quanto na
Escola B; 16% e 17% de média de acerto na 22 série — atual 3° ano — na Escola A e na Escola
B, respectivamente; 5% na Escola A, na 32 série — atual 4° ano — e 23% nessa mesma série na
Escola B; 17% e 27%, na Escola A e na Escola B, respectivamente, na 42 série — atual 5° ano).
Uma andlise mais detalhada, entretanto, aponta que as criancas dos anos iniciais ja
diferenciam distintos tipos de problemas combinatorios e iniciam solucbes combinatorias
adequadas para os diferentes problemas apresentados. Observou-se que a dificuldade maior
das criancas esta em listar todas as possibilidades solicitadas, ou seja, muitas vezes elas
iniciam corretamente suas solucbes, mas, por falta de sistematizacdo em suas resolugdes, ndo
conseguem chegar ao numero total de possibilidades requeridas.

Salienta-se que as criancas investigadas por Pessoa e Borba (2009) ndo haviam
aprendido na escola a lidar com distintos tipos de problemas combinatorios, mas,
intuitivamente, criaram estratégias validas para a resolucdo das situacGes postas. Para isso,
utilizavam desenhos, diagramas, listagens, quadros e operacfes aritméticas simples. Esse
estudo, portanto, traz evidéncias empiricas de que € possivel trabalhar Combinatéria desde os
anos iniciais de escolarizagdo, pois mesmo antes de serem ensinadas, as criangas se mostram
capazes de compreender o que se solicita diante de situagcbes combinatorias, embora nem
sempre sejam plenamente capazes de chegarem ao numero total de possibilidades dos

problemas postos.
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Vega e Borba (2014) apontam que diversos autores investigaram fatores que podem
influenciar o desempenho de criancas em problemas combinatorios. Inhelder e Piaget (1976),
bem como Moro e Soares (2006), apontaram em seus estudos o impacto do desenvolvimento
cognitivo na resolugdo de problemas combinatoérios. Por outro lado, Fischbein (1975) trouxe
evidéncias de que o desenvolvimento cognitivo por si s6 ndo é suficiente, havendo forte
influéncia também do aprendizado escolar. Confirmacdo de impacto da escolarizagcdo também
foi evidenciado por Schliemann (1988). Pessoa e Borba (2009) apontaram a influéncia dos
tipos de problemas combinatorios, e suas relacbes e propriedades caracteristicas — observando
o0s produtos cartesianos como os problemas de mais facil resolucdo por parte das criangas e
os de permutacdo como os problemas mais dificeis®. Essas autoras e outras, tais como
Teixeira, Campos, Vasconcellos e Guimardes (2011), observaram a influéncia da ordem de
grandeza do numero de possibilidades — pois em problemas que esse nUmero € menor, as
criancas tém desempenho superior, uma vez que conseguem enumerar todas as possibilidades
da situagdo posta. Correa e Oliveira (2011) apontaram que a descricdo dos elementos das
variaveis pode ser um facilitador da resolucdo de problemas combinatérios (tais como
combinacdes e arranjos), mas essa facilitacdo ndo foi observada em problemas considerados
muito faceis (como produtos cartesianos) ou muito dificeis (tais como permutagdes). Silva e
Spinillo (2011) observaram que a explicitacdo das possibilidades em enunciados de produtos
cartesianos pode também ser um elemento que favoreca um melhor desempenho por parte de
criangas. Assim, uma das dificuldades das criancas pode ser em ndo interpretar corretamente o
que se deseja em situacOes combinatOrias, ou seja, que se deseja todas as possiveis
combinacgdes de elementos e ndo apenas algumas das possibilidades.

Diante da constatacdo de que criancas novas ja possuem alguns conhecimentos
referentes a situacbes combinatérias, e perante indicacdo de dificuldades que estudos
anteriores apontaram, sobre os diferentes tipos de problemas combinatérios, na secdo que
segue sdo apresentados estudos que tinham como objetivo a superacdo de obstaculos ao
desenvolvimento do raciocinio combinatdrio por parte de criancas. Séo, portanto, descritas
pesquisas que buscaram recursos variados para a aprendizagem da Combinatéria no inicio da

escolarizacdo.

® Vega e Borba (2014) apresentam evidéncias de que os desempenhos melhores em alguns produtos cartesianos,
e piores em algumas permutagdes, podem ser explicados em funcdo do nimero de etapas de escolha dos
problemas. Maiores detalhes em http://pgsskroton.com.br/seer//index.php/jieem/article/view/70/61
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RECURSOS PARA O APRENDIZADO DA COMBINATORIA NO INICIO DA
ESCOLARIZACAO

Pessoa e Borba (2012) observaram que criangas da Educacédo Infantil, com idades de 5
e 6 anos, estavam prontas a aprender como resolver problemas combinatorios simples, por
intermédio do manuseio de material manipulativo, no caso fichas com desenhos dos
elementos a serem combinados entre si. Diante de situagdes combinatorias simples — de
arranjos, combinacGes, permutacGes e produtos cartesianos com baixo numero total de
possibilidades — as criangas percebiam que em produtos cartesianos precisavam escolher
elementos de conjuntos distintos (como saias, de cores diferentes, de um conjunto; e blusas,
também de cores variadas, de outro conjunto); que em arranjos e combinacfes deveriam
escolher elementos de um conjunto Unico (como, por exemplo, posicionar em um album duas
dentre trés figurinhas de super-herois; ou escolher trés dentre quatro animais numa loja de
bichinhos de estimacao); e que em permutacdes necessitavam utilizar todos os elementos dos
conjuntos (como colocar trés criangas em posicdes variadas em uma fila).

Na Figura 1 tem-se um exemplo de uso de fichas com desenhos por uma das criangas
investigadas por Pessoa e Borba (2012). Embora ndo completamente correta, a solucdo da
crianca evidencia algumas no¢bes combinatorias importantes, em particular referente a

escolha dos elementos a serem combinados.

Figura 1 — Solucéo de um problema de combinacéo por uma crianga de cinco anos

eOm .
rr QL

Fonte: Pessoa e Borba (2012).

No problema, afirmava-se que na loja de bichinhos de estimacgao havia quatro animais:

um cdo, um gato, uma tartaruga e um papagaio, e perguntou-se, as criancas, de quantas
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maneiras diferentes seria possivel escolher trés desses animais. Embora a crianga ndo tenha
levantado corretamente as quatro possibilidades (cdo, gato e tartaruga; cdo, gato e papagaio;
cdo, tartaruga e papagaio; gato, tartaruga e papagaio), ela mostrou compreensao quanto a
escolha de elementos que deveria efetuar, ou seja, que deveria escolher trés dentre os quatro
animais listados. Entretanto, a crianca ndo percebeu haver casos repetidos (cdo, gato e
papagaio repetido trés vezes, embora em ordens diferentes) e que faltava um caso (gato,
tartaruga e papagaio). Procedimentos semelhantes foram observados em solucbes
apresentadas por outras criancas de 5 e 6 anos de idade.

Assim, a relagéo de escolha de elementos foi mais facilmente percebida pelas criangas.
Ja a relacdo de ordem e a de esgotamento de possibilidades foi de mais dificil compreenséo.
Entender que a ordem dos elementos em arranjos indica possibilidades distintas e que em
combinacgdes a ordem n&o indica diferentes possibilidades, foi de mais dificil entendimento.
Outros estudos, tais como Esteves e Magina (2001) e Pessoa e Borba (2010), indicam que
essa é uma grande dificuldade, uma vez que estudantes de anos finais do Ensino Fundamental
e do Ensino Médio ainda a possuem. Compreender que em problemas combinatorios
escolares € preciso esgotar todas as possibilidades foi, ainda, de mais dificil apreenséo pelas
criancas da Educacdo Infantil, o que também foi observado por Pessoa e Borba (2010) com
estudantes de todos os niveis de ensino (dos anos iniciais do Ensino Fundamental até o Ensino
Médio).

Embora o estudo de Pessoa e Borba (2012) ndo tenha tido como objetivo o ensino de
Combinatéria, observou-se que 0 uso de material manipulativo possibilita que criancas desde
a Educacdo Infantil sejam levadas a pensar sobre como é possivel combinar elementos de
distintas maneiras. Assim, as noc@es inicialmente evidenciadas podem ser aproveitadas para
promover o desenvolvimento de seus raciocinios combinatérios — ressaltando-se a
necessidade de considerar corretamente escolha e ordenacdo de elementos e esgotamento de
todas as possibilidades.

Outro estudo que mostrou a eficacia do uso de material manipulativo no aprendizado
da Combinatdria foi o de Braz, Braz e Borba (2014), numa proposta voltada para a educacdo
inclusiva. O objetivo da pesquisa foi o de desenvolver materiais que professores podem
utilizar com criangas com deficiéncia visual, bem como com criangas videntes. Os materiais
foram testados com uma crianca deficiente visual e, por ndo poderem se basear na visdo, 0s

materiais se apoiavam em outros sentidos — como o olfato e o tato.
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Para a resolugdo de um problema de permutacédo, por exemplo, solicitava-se que a
crianca deficiente visual, por meio do tato, distinguisse um carrinho, um caminhdo e uma
moto, como se pode observar na Figura 2. O problema mencionava que era para posicionar 0s
trés brinquedos em trés vagas de estacionamento e a crianga buscou, com o uso do material,
0s seis distintos modos de permutar os brinquedos: carrinho, caminhdo e moto; carrinho, moto
e caminhdo; caminh&o, carrinho e moto; caminhdo, moto e carrinho; moto, carrinho e

caminhdo; e moto, caminhao e carrinho.

Figura 2 - Material disponibilizado para um problema de permutacéo de trés brinquedos

Para um dos problemas de produto cartesiano, a crianca foi levada a distinguir entre
casquinha ou copinho e entre esséncias de baunilha e de abacaxi para a montagem de opcdes

de sorvete com um sabor e um recipiente, como se pode observar na Figura 3.

Figura 3 - Material utilizado para um problema de produto cartesiano de montagem de
sorvetes

Fonte: Braz, Braz e Borba (2014).
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As casquinhas disponibilizadas eram recortes de papeldo com detalhes em cola
colorida e os copinhos foram recortados de copos descartdveis — os quais facilitavam a
distincdo das duas opcGes de recipiente, por meio do tato. J& os dois sabores de sorvete eram
indicados por recortes de pano nos quais foram colocadas esséncias de baunilha e de abacaxi,
possibilitando sua distingdo pelo olfato. Em um cartaz com velcro a crianga pdde posicionar
as quatro formas de combinar dois tipos de recipiente com dois sabores de sorvete: casquinha
de sabor baunilha; casquinha de sabor abacaxi; copinho de sabor baunilha; e copinho de sabor
abacaxi. Ressalta-se que havia mais material (casquinhas, copinhos e dois tipos de sabores) do
que 0 necessario para se encontrar as quatro formas de os combinar, bem como no cartaz
havia mais do que quatro posi¢des — o que possibilitava que a crianga continuasse a levantar
mais possibilidades, caso achasse necessario.

Para um dos problemas de combinacéo, a crianca foi estimulada a levantar as distintas
maneiras de selecionar duas dentre trés frutas — laranja, goiaba e magd. Em pratos
descartaveis a crianca colocava as frutas duas a duas, distinguindo-as por meio do tato e do
olfato, como se pode observar na Figura 4. O material, assim como em todos os problemas
propostos, permitia que a crianca levantasse todas as possibilidades — que nessa situacao eram

trés: laranja com goiaba; laranja com magcéd; e goiaba com maca.

Figura 4 - Material utilizado para um problema de combinacéo de selecdo de frutas

Fonte: Braz, Braz e Borba (2014).

De modo semelhante, problemas de arranjo foram trabalhados com a crianca
deficiente visual, bem como outros problemas dos outros tipos de situacfes combinatérias.
Em todos os problemas a crianga contou com o apoio de material manipulativo que era por ela
distinguido pelo tato e/ou olfato.

Concluiu-se que a utilizacdo desses recursos auxiliou a crianca com deficiéncia visual

no desenvolvimento de seu raciocinio combinatorio, possibilitando o uso de variados
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sentidos, motivando-a a pensar nas distintas possibilidades de cada situacdo e que materiais
como 0s propostos podem ser utilizados também junto a criancas videntes. A proposta,
portanto, mostrou-se eficiente para um trabalho inclusivo — possibilitando que deficientes
visuais resolvam, por uso de material manipulativo baseado no tato e/ou no olfato, situacGes
combinatérias variadas e que podem, ainda, interagir com criancas videntes na resolucdo de
problemas de Combinatoria.

Um terceiro estudo, que visou testar recursos para 0 ensino e a aprendizagem de
Combinatdria nos anos iniciais do Ensino Fundamental, foi realizado por Azevedo e Borba
(2013), o qual baseava-se na construcdo de arvores de possibilidades — com e sem uso de um
software educativo Diagramas de Arbol (AGUIRRE, 2005). A escolha por esse recurso —
construcdo de arvores de possibilidades — se deu por acreditar-se que as mesmas sdo formas
eficientes de solucdo de problemas combinatdrios, uma vez que estruturam as situacdes de
modo a possibilitar o levantamento sistematico dos elementos sendo combinados.

Participaram do estudo 40 criancas de 5° ano, separadas em quatro grupos. O primeiro
grupo construiu arvores de possibilidades com o uso do software; o segundo realizou
construcdes em lapis e papel; o terceiro grupo trabalhou, por meio de desenhos em lapis e
papel, problemas multiplicativos, mas ndo combinatorios; e 0 quarto grupo ndo passou por
nenhum processo especifico de ensino, participando apenas das atividades usuais de sua sala
de aula. A construcdo de arvores — sejam virtuais, sejam em lapis e papel — mostrou-se um
recurso muito eficiente, pois os dois primeiros grupos tiveram melhoras significativas em seus
desempenhos, comparando-se os resultados de um teste anterior ao aprendizado aos de dois
testes realizados apds o ensino: um logo ap6s o0 ensino e outro nove semanas depois. Ja 0s
dois ultimos grupos ndo tiveram melhoras, mostrando que ndo é suficiente esperar o
amadurecimento cognitivo, nem trabalhar problemas multiplicativos de modo geral, sem
discutir especificamente situacGes combinatorias.

O software trabalhado — Diagramas de Arbol — foi disponibilizado para pesquisa pelos
autores Sandoval, Trigueiros e Lozano (2007). A partir da insercdo dos dados de variaveis
(como indicado na Figura 5), o software gera arvores de possibilidades (tal como se pode
observar na Figura 6). Nesse caso, tem-se um problema de produto cartesiano, no qual podem
ser observados os seis modos distintos de escolha dentre trés sabores de suco e dois tamanhos
de copo.

As criancas resolveram, com uso do software, problemas também de arranjo,

combinacdo e permutacdo. Apos a determinacdo das variaveis e dos elementos envolvidos, o
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software gerava a &rvore correspondente e as criancas eram levadas a interpretarem o

diagrama produzido.

Figura 5 - Escolha dos niveis para defini¢cdo de uma arvore de possibilidades no Arbol

L4 BUS

0 OO IS IS

Fonte: Aguirre (2005).

Figura 6 - Arvore de possibilidades criada pelo software para uma situagdo de produto
cartesiano

Arbol actual, 55 de 55

"tipo de suco”

Fonte: Aguirre (2005).

O segundo grupo de criangas construiu arvores de possibilidades em lapis e papel, dos
mesmos problemas trabalhados pelo primeiro grupo. Tanto em um grupo guanto no outro, as
criancas eram estimuladas a perceberem a importéncia da escolha dos elementos, bem como a
refletirem se a ordem desses elementos gerava, ou ndo, novas possibilidades.

Na Figura 7 pode-se observar a resolugdo de uma crianca do segundo grupo — que foi
estimulada a construir arvores de possibilidades em lapis e papel — ap6s o periodo de ensino.
Ressalta-se que se trata de um problema de combinacdo no qual a crianga corretamente
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percebeu que os elementos repetidos ndo constituiam possibilidades distintas, ou seja, uma
vez que a escolha dos professores Ricardo e Ténia, por exemplo, havia sido feita, ndo se
deveria considerar a combinacdo Téania e Ricardo — pois representa a mesma possibilidade
anteriormente listada. Por intermédio da construcdo da arvore de possibilidades, a crianca

percebeu serem seis as possibilidades totais.

Figura 7 — Representacao de um problema de combinacéo por crianga do grupo que foi
estimulada a construir arvores de possibilidades com o uso do lapis e papel

3. Uma escola tem quatro professores (Ricardo, Ténia, Luiza e Sérgio). Para o passeio
da escola serfio escothidos dois professores para acompanhar os alunos. De quantas
maneiras diferentes podem ser escolllidos esses dois professores?

Resposta: o | i)

Fonte: Azevedo (2013).

Observou-se, assim, que as criangas que tiveram a experiéncia de construir arvores —
virtualmente ou no lapis e papel — aprenderam a organizar melhor as suas soluc¢Ges. Puderam,
dessa forma, superar dificuldades iniciais no esgotamento de todas as possibilidades.

Nos testes ap0s a instrucdo, as criangas utilizavam, geralmente, arvores ou listagens.
As listagens, que eram uma preferéncia das criangas, passaram a ser efetuadas de modo
sistematizado, com cuidado para ndo deixar nenhuma possibilidade ndo listada ou a nao

repetir possibilidades ja listadas, como se pode observar na Figura 8.

Figura 8 — Listagem utilizada por crianca do grupo que aprendeu com o Arbol nove
semanas apos a realizacao da atividade com o software

2. Na festa de S3o Jodo da Escola Saber o 5° ano ir4 dangar quadrilha. Na turma tem seis meninos
(Gabriel, Thiago, Matheus, Renato, Otavio e Felipe) e quatro meninas (Taciana, Eduarda, Leticia e
Rayssa). A professora quer que todos os meninos dancem com todas as meninas. Quantos casais
diferentes podem ser formados?

. w107 )F-‘/f/
‘T ¥ ’j .

Gpr |T7T |4 - R |7 7 gt
G*P‘E 7 -vE M =7 e j],'{‘,ﬂf«k IU , F—?L

G ToL [m—=l |rrl [00 10 g
- |/ ‘ ’{)..7P F - !

lG#R [T7R |m=R [RF

~

o o ¥, 7
Respostz: 9 1 Spinon» A Qe rtendon .

Fonte: Azevedo (2013).
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Desse modo, constatou-se que a construcdo de arvores de possibilidades — seja em
l&pis e papel, seja no computador — é um recurso que pode auxiliar criangas numa melhor
compreensdo de situagcbes combinatérias — por intermédio de uma maior sistematizacdo — e,
dessa forma, contribuir para o desenvolvimento do raciocinio combinatério de criangas em

inicio de escolarizacao.

CONSIDERAGCOES FINAIS

ANTES QUE SEJA TARDE

Buscou-se, no presente texto, defender e apresentar evidéncias de que é possivel
iniciar o ensino de Combinatoria desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, ou mesmo na
Educacdo Infantil. Argumenta-se que o trabalho com situagcdes combinatorias simples desde o
inicio da escolarizagdo pode fundamentar um melhor desenvolvimento do raciocinio
necessario para o estudo da Combinatéria no Ensino Médio.

Questiona-se, aqui, 0 que falta para que o estudo de conceitos mais complexos — como
os da Combinatdria — se inicie antes e como estimular esse trabalho desde cedo, para que mais
tarde se tenham solidas bases para o maior aprofundamento na compreensdo de situacGes
combinatdrias mais elaboradas. Sdo, assim, sugeridos, nesse texto, caminhos para o ensino e a
aprendizagem da Combinatoria desde os primeiros anos na escola, inclusive com incentivo a
inclusdo de alunos com deficiéncia visual.

Um primeiro passo é a conscientizacdo de que as criangas novas ja possuem algumas
nogOes intuitivas e conhecimentos iniciais referentes a Combinatoria. Essas nocdes e
conhecimentos iniciais, acredita-se, sdo resultantes de experiéncias cotidianas — de dentro e de
fora da escola. Um segundo passo para o incentivo do trabalho com Combinatéria no inicio da
escolarizacdo é o de que estudos ja delinearam bem as dificuldades a serem superadas e o
ensino deve ser voltado para a superacdo das mesmas. As mais fortes dificuldades sdo a
compreensdo de que todas as possibilidades de combinacdo sdo solicitadas e ndo apenas
algumas delas e a necessidade de uma busca sistematizada de todas as possibilidades
requeridas. Um terceiro passo é o reconhecimento de que ha recursos de ensino apropriados
para trabalhar situagdes combinatérias com criangas em inicio de escolarizagdo, recursos
esses acessiveis as criancas e ja anteriormente testados em investigacdes junto a estudantes

em inicio de escolarizacdo.
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Defende-se a necessidade de conscientizacdo de que as recomendacdes curriculares
podem se basear em evidéncias empiricas de conhecimentos intuitivos por parte das criancas;
que as pesquisas apontam boa base de conhecimento que as criancas podem desenvolver
ainda na infancia, bem como obstaculos aos seus desenvolvimentos; e que ha recursos — livros
didaticos, materiais manipulativos e recursos tecnoldgicos — a partir dos quais situacfes
combinatérias podem ser trabalhadas de modo mais simples com criancas.

Para que se torne uma realidade o trabalho com Combinatéria, bem como Estatistica e
Probabilidade, nos anos iniciais do Ensino Fundamental, é preciso mais espacos de debate de
como incluir esses focos na sala de aula de inicio de escolarizacdo; é necessario preparar o
professor — em processos de formacdo inicial e continuada — para que esse se sinta seguro em
iniciar o estudo de conceitos matematicos mais complexos; e, também, é recomendado o
desenvolvimento de materiais de apoio a esse trabalho em sala de aula.

Desse modo, ndo sera tarde demais para 0s estudantes apreenderem conceitos da
Combinatdria, nem tarde demais para desenvolverem mais seus raciocinios combinatorios
quando da introducdo formal da Analise Combinatdria no Ensino Médio.

Comecando cedo, se podera ir bem mais longe...
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