PONENCIA

COMPUTADORES Y CALCULADORASEN LA ENSENANZA
Y EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Aunque la tecnologial no es la solucién a los problemas de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, hay indicios de que ella se convertira paulati-
namente en un agente catalizador del proceso de cambio en la educacion mate-
matica. La tecnologia abre espacios para que €l estudiante pueda vivir nuevas
experiencias matematicas que serén fructiferas siempre que se tenga en cuenta
la complejidad del contenido matemético a ensefiar, la complejidad de los pro-
cesos coghitivos involucrados en el aprendizaje de las matematicas y €l papel
fundamental que deben jugar los disefiadores de curriculo y los profesoresen €
disefio e implantacion de situaciones didacticas que tengan presentes las difi-
cultadesy las necesidades de los estudiantes.

En este articulo? se analiza la relacién entre latecnologiay |a educacion matemética. Para
€llo se ubican las herramientas computacional es dentro de un model o simplificado del pro-
ceso de ensefianzay aprendizaje de las matematicasy seresaltael papel delos sistemasde
representacion en la comprension de los conceptos mateméticos. Con base en este modelo
y estos conceptos se analiza el aporte que latecnologia ha hecho y puede hacer alaeduca
cion matemética. El impacto de la tecnologia en la educacion matematica se estudia desde
varias perspectivas. Primero se discuten |os factores que han determinado el tipo de resul-
tados didécticos que se han obtenido hasta el momento gracias ala aparicion de la compu-
tacion personal. Después se describen brevemente | os tipos de programas de computador y
de méquinas que se han producido paralaensefianzay aprendizaje de las mateméticas. En
seguida, se enumeran lasrealizaciones que se han logrado en las diferentes areas delamate-
matica escolar y universitaria. Dadas sus caracteristicas particulares y su especificidad ala
ensefianzay aprendizaje de las mateméticas, €l tema de las calculadoras (en particular, las
calculadoras gréficas) se analiza en una seccién aparte. El articulo termina con una discu-
sién acercadel papel del profesor como agente didactico en circunstancias en las quelatec-
nologia esta presente.

1. Utilizamos € término tecnologia para designar todas aquellas herramientas (computadores, pro-
gramas de computador, calculadoras) que utilizan los Ultimos adel antos computacional es para apor-
tar al proceso de ensefianzay aprendizaje de las matematicas.

2. Lamayor parte de larevision que se hace en este articulo esta basada en [1] y [2]. Este texto ya
fue publicado en [3].



PAPEL DE LA TECNOLOGIA EN LA EDUCACION MATEMATICA

Sistema didactico

Para poder identificar el papel que latecnologiajuegaen e proceso de ensefianzay apren-
dizaje de las mateméticas y para poder explorar los efectos que su utilizacion tiene en €l
aprendizaje, es necesario hacerlo dentro de algun tipo de modelo que permita simplificar
la complejidad de esta situacion. Utilizamos las ideas de la didéctica de las mateméticas
francesa como las ha presentado Balacheff [4]. Este modelo ubica el aprendizaje como un
proceso quetiene lugar en lainteraccion entre € sujeto (estudiante), el medio y los agentes
didécticos (ver figura 1). La dimension cognitiva es el aspecto relevante del sujeto desde el
punto de vistadel sistema. Esta dimension cognitiva actliay reacciona alos estimulos que
le proporciona € medio. EI medio va mas alla de los aspectos materiales (por gemplo,
tareas que hay que resolver) e incluye tanto las interacciones con los sistemas simbdlicos,
como las interacciones sociales que pueden producir conocimiento. El medio es un sis-
tema antagonista del sujeto. El medio esta en capacidad de actuar y de reaccionar a las
actuaciones del sujeto.
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Figura N° 1. Sstema didactico. Tomado de [4]

De acuerdo con este modelo, €l conocimiento es una propiedad del sujeto en situaciony en
interaccion con e sistema antagonista. El conocimiento esla caracteristicadel sistema que
le permite a éste permanecer en equilibrio. Estainteraccion es significativa porque permite
satisfacer las restricciones que condicionan la viabilidad de |a relacion sujeto—medio. De



esta forma, el conocimiento esta representado por la capacidad del sistema para mantener
un equilibrio dindmico cuando se enfrenta a perturbaciones. Cuando la actuacion del medio
no es reconocida por el sujeto como una actuacién esperada (perturbacion), el sujeto debe
adaptar su dimension cognitiva a esta nueva situacion de tal forma que se obtenga el equi-
librio. En los sistemas escolares formales, la condicion temporal (hay que desarrollar unas
actividades en un tiempo determinado) y la condicion epistemol égica (hay un saber de re-
ferencia con respecto a cual se trabaja) son las dos principal es condiciones que se tienen
sobre el sistema.

Lafuncion del profesor (o de otros agentes didacticos, como latecnologia) es la de or-
ganizar —atravésdel disefio eimplantacion de unasituacion— un encuentro entre el sujeto
y e medio paraque surjael conocimiento. Este encuentro debe buscar, en general, que ten-
galugar una perturbacién del sistema, de tal forma gque la blsqueda de un nuevo estado de
equilibrio del sistema produzca un nuevo conocimiento que esté acorde con las condiciones
impuestas por el sistema(e.g., el conocimiento aaprender). El aprendizajetienelugar como
proceso de reconstruccién de un equilibrio del sistema. Laaccion del agente didéctico (pro-
fesor, tecnologia, en representacion de lainstituci én encargada de la ensefianza) se encuen-
tra mediada por la estructura social de la clase, los saberes iniciales de los estudiantes, €l
tiempo didactico, el objeto de ensefianza y |os saberes de referencia. Para que el conoci-
miento surja dentro de este sistema didéctico es necesario que el agente didéctico organice
el encuentro entre el sujeto y el medio de tal forma que hayan perturbaciones del sistema:
brechas identificables por el sujeto entre el resultado esperado por é y lo que el medio le
devuelve. Labusquedadel equilibrio por parte del sistema produce procesos de asimilacion
y acomodacion de | os esquemas cognitivos del sujeto que generan laconstruccion de su co-
nocimiento matemético [5].

Los diferentes papeles que la tecnologia puede jugar en el proceso de ensefianza y
aprendizaj e delas matematicas se pueden identificar dentro del modelo que se acaba de des-
cribir. Por una parte, latecnol ogia hace parte del medio puesto que es una parte del entorno
gue interviene en las interacciones con |os sistemas simbdlicos. Por estarazén, latecnolo-
gia puede apoyar la accion del agente didéctico en el disefio de la situacion que define el
encuentro entre el sujeto y el medio. En este sentido, la tecnologia puede jugar un papel
tanto en e disefio de las situaciones que generan perturbaciones del sistema didactico,
como en la manera como estas perturbaciones afectan el sistemay son reconocidas por el
mismo. Finalmente, latecnol ogia puede jugar un papel en € tipo de problemas que el sujeto
puede afrontar, en la capacidad del sujeto para transformar unos problemas en otros, en los
sistemas de representacion utilizados por el sujetoy en los esquemas de validacion que éste
utiliza. De estaforma, se hace evidente que laevolucién delas concepciones del sujeto pue-
de depender de la presencia de la tecnologia, como agente didactico que influye en el fun-
cionamiento del sistema.

Sistemas de representacion

Lautilizacion de latecnologia permite el manejo dinamico de multiples sistemas de repre-
sentacion de los objetos matematicos. Esta es una de sus caracteristicas rel evantes desde el
punto de vista del aprendizaje de las mateméticas. Los sistemas de representacion son un



aspecto central de lacomprension del sujeto acerca de |os objetos matematicosy sus rela
ciones y de las actividades mateméticas que éste ejecuta cuando realiza tareas que tienen
gue ver con esos objetos [6], [1]. Las representaciones externas (actividades fisicas del
sujeto) permiten organizar la experiencia matemética que tiene lugar cuando se realizauna
tarea. Las representaciones internas permiten tener un modelo de la forma como el sujeto
organiza internamente la informacion. Desde e punto de vista de las actividades fisicas
del sujeto, un sistema de representacion esta compuesto por un conjunto de simbolos que
se manipulan de acuerdo con reglas que permiten identificar o crear caracteres, operar en
ellos y determinar relaciones entre ellos. Un mismo objeto matematico puede represen-
tarse en diferentes sistemas de representacion. Por jemplo, en el caso de las funciones,
éstas pueden representarse en e sistema de representacion simbdlico (y = x? - 4x + 3), en
el sistema de representacion grafico (ver figura2) y en el sistema de representacion tabular
(ver figura 3), entre otros.
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Figura 2. Representacion grafica  Figura 3. Representacion tabular

Laideade sistema de representacion permite caracterizar las actividades que realiza un su-
jeto cuando resuelve unatarea. Por un lado, se pueden hacer transformaciones sintécticas
dentro de un mismo sistemade representacion. En el caso del jemplo anterior, larepresen-
tacion simbdlica de la funcién puede transformarseeny = (x -1)(x - 3) y tambiéneny = (x
-2)2 - 1. De lamisma forma, dentro del sistema de representacion gréfico es posible hacer
transformaciones sintacticas cuando, por € emplo, se traslada |la gréfica horizontal o verti-
calmente o cuando se varialadilatacion. El segundo tipo de actividad matematicaeslatra-
duccidn entre sistemas de representacion. En este caso se pueden relacionar |os efectos en
lagréficade lafuncion de pasar de laexpresion smbdlicade basey = x? alaexpresiony =
(x -2)2 - 1 (en laque es posible identificar la localizacion del vértice) o ala expresiony =
(x -1)(x - 3) (en laque se pueden ubicar las raices). En tercer lugar, las situaciones reales
(por ejemplo, € problema de la caida libre de un cuerpo) se modelan matematicamente a
expresar sus caracteristicas fundamentales en un sistema de representacion matemético
(por g emplo, expresando la situacion como una relacion entre dos variables —distanciay
tiempo— de acuerdo con una expresion simbdlicao gréfica). El cuarto tipo de actividad es
la materializacién de entidades especificas o relaciones en objetos conceptual es sobre los
cuales es posible efectuar otras operaciones. En el caso de las funciones, por gjemplo, esta
actividad le permite al sujeto pasar de ver lafuncion como una“cajanegra’ que transforma
unos nUmeros en otros a ver la funcién como un objeto que puede ser diferenciado o inte-



grado. En € caso de laaritmética, esta actividad |e permite al sujeto pasar de ver laadicién
COmo una operacion que permite producir un nimero a partir de otros dos, aver laadicién
COmo una operacion con caracteristicas propias como la conmutatividad y la asociatividad.
Esta dltimaactividad es de carécter diferente alastres anteriores. Mientras que las tres pri-
merastienen que ver con lautilizacion delos sistemas de representacion, ladltimaserefiere
alamaneracomo un manejo procedimental puede evolucionar y servir de base paralacons-
truccion de unavision conceptual delos objetosy las relaciones matemaéticas. La compren-
sién del sujeto puede evolucionar a lo largo de dos gjes. un e horizontal en € que se
avanzaen €l manegjo de | os sistemas de representaci 6n de un concepto matematicoy un gje
vertical en e que se avanza en el proceso de materializacion (de procedimental a concep-
tual) de este mismo concepto [7].

Hemos visto cdmo | os objetos matematicos se pueden representar en diversos sistemas
de representacién externay cémo la comprension en mateméticas depende de la evolucion
de las representaciones internas [8] y de la manera como la percepcion de estos conceptos
evoluciona desde una perspectiva operacional (procedimientos) a una perspectiva estructu-
ral (conceptos) [9]. Latecnologia, como agente didactico que organiza el encuentro entre
el sujeto y el medio de tal forma que se generen perturbaciones del sistema, puede aportar
de manera significativa en estos dos aspectos de |la comprension en mateméticas.

APORTE DE LA TECNOLOGIA A LA EDUCACION MATEMATICA

Las nuevas tecnologias computacionales ofrecen caracteristicas especiales que permiten
pensar en aplicaciones potentes para la ensefianzay el aprendizaje de las mateméticas. En
primer lugar, la posibilidad de que e sistema pueda reaccionar a las acciones del sujeto
permite disefiar programas (por ejemplo del tipo micromundos) en los que esta reaccion
no solamente sea el producto del modelo del conocimiento matematico en € que se basa el
programa, sino también que el disefio del programa (y por consiguiente laformaen que el
conocimiento matematico se encuentra modelado) tenga en cuenta, a menos parcial-
mente, las caracteristicas del conocimiento a ensefiar y las caracteristicas (dificultades y
necesidades) del sujeto que aprende.

Ya hemos visto laimportancia del manejo de los sistemas de representacion en el pro-
ceso de comprension de las mateméticas. Esta es uno de |os aspectos en los que las nuevas
tecnol ogias pueden aportar de manera mas significativa. A esta posibilidad de manejar los
sistemas de representacién se agrega el aspecto dinamico de |os sistemas que le permite a
sujeto manipular 1os objetos mateméticos y sus relaciones, construyendo una experiencia
matemética dificil de vivir de otra manera.

El disefio de sistemas computacionales para la ensefianzay el aprendizaje de las mate-
maticas es un proceso complejo. Este disefio involucraunaserie de condiciones de diversos
tipos. Por un lado, se encuentran las restricciones técnicas (tipo de sistema operacional, ca-
pacidades de las méguinasy de las herramientas de desarroll0) que determinan qué se pue-
de hacer y qué no se puede hacer en el sistema. En segundo lugar, €l disefio de todo sistema
reguiere de una conceptualizacion del conocimiento matemético a ensefiar desde el punto
de vista de lamanera como este conocimiento se define, se representay seimplantadentro
del sistema. Finalmente, estan las restricciones didacticas que determinan qué eslo que se



busca desde el punto de vistade lacomprension del sujeto y lamanera como estos proposi-
tos se deben lograr. El sistema se encuentra determinado por € tipo de fenédmenos que le
presenta a sujeto (objetos, relaciones, problemas) y la manera como estos fenémenos son
presentados (interface). Esto determinael campo de experimentaci dn que se ofrecey € tipo
de reacciones del sistema alas acciones del sujeto. El resultado es la experiencia matemé-
tica que el sujeto vive cuando interactlia con el sistema. Esta experiencia mateméticatiene
lugar en un ambiente en el que se creaun cierto “ contrato didactico” [10] entre €l sujeto, la
maguinay €l profesor y en € que aparecen riesgos y oportunidades.

Paraevitar losriesgosy aprovechar |as oportunidades esimportante que € disefio delos
sistemas tenga en cuenta tanto la complejidad del conocimiento a ensefiar (y la manera
COmo ese conocimiento va a ser representado en el sistema), como la.complejidad del pro-
ceso de comprensién del sujeto (model aje delas estructuras cognitivas del sujeto) y el papel
gue & profesor y los disefiadores de curriculo pueden jugar en lainteraccion entre el sujeto
y latecnologiaen la construccion del conocimiento matematico. ES necesario tener un mo-
delo del sistema didéactico en € que se identifiquen las condiciones que se encuentran de-
terminadas por las circunstancias particulares del grupo de estudiantes y de la institucién
en laquetienelugar lainstruccion. Desde este punto de vista, esimportante resaltar que €l
resultado final de esta interaccion no depende exclusivamente de la calidad del disefio del
sistema computacional. El tipo de problemas que se le den a sujeto para ser resueltos con
laayuda de latecnologiay laformacomo e profesor interactie con € sujeto, con base en
la experiencia matemética que éste vive con lamaguina, pueden llegar a ser mas importan-
tes que el sistema mismo. La calidad de esta interaccion esté determinada por |as caracte-
risticas de |as perturbaciones generadas por |as situaciones que se le proponen al sujeto con
el apoyo de latecnologiay por e papel que la tecnologia puede jugar en la busgueda del
equilibrio del sistemadelacua surge el conocimiento y que tiene como producto el apren-
dizaje. Latecnologia puedey debe ser un catalizador de un proceso en el que diversos agen-
tes didacticos (profesor, disefiadores de curricul o, programa de computador) crean espacios
en los que € sujeto se enfrenta a un medio que le crea conflictos (perturbaciones del siste-
ma) con base en los cuales el sujeto puede avanzar en la construccién de su conocimiento
matematico (busqueda de equilibrio del sistema).

L as nuevas tecnologias (que aprovechan el manejo dindmico de multiples sistemas de
representacion dentro de esguemas interactivos) proveen grandes oportunidades para que
el encuentro entre el sujeto y el medio (del que surge el conocimiento) sea un encuentro
fructifero en el que el sujeto viva una nueva experiencia matematica que le permita mate-
rializar 1os objetos mateméticos y sus relaciones (pasar de utilizarlos como herramientas
procedimentales en procesos esencialmente algoritmicos a verlos como objetos matema-
ticos con caracteristicas propiasy que pueden ser utilizados en la construccién de otros ob-
jetosy otras relaciones). En otras palabras, latecnol ogia ofrece la oportunidad para que se
consolide no solamente una nueva vision del contenido matemético, sino también nuevas
visiones acerca de las relaciones didacticas y del papel de los diversos agentes didacticos
en el proceso de la construccion del conocimiento matematico por parte del sujeto. En este
sentido, latecnologia puede convertirse en un elemento central del sistema didactico como
agente didéctico con funciones explicitas e importantes en el funcionamiento del sistema.



IMPACTO DE LA TECNOLOGIA EN LA EDUCACION MATEMATICA

L as expectativas

Fueron muchas las expectativas que se formaron acerca del papel que las nuevas tecnolo-
gias podian jugar en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Sin embargo,
muchos de esos suefios no se han realizado alin. Por un lado, aunque ya no es e caso,
durante un tiempo la potencia de las méquinas y las caracteristicas de |os sistemas opera-
cionalesy delas herramientas de desarrollo restringieron las posibilidades para el disefio y
evolucion de los programas de computador. Esto tuvo como consecuencia que estos pro-
grameas tuvieran grandes deficiencias desde €l punto de vista técnico, pero, sobre todo,
desde €l punto de vista didactico. Una proporcién importante de los primeros programas
de computador estaban basados en una vision (en general implicita) de la ensefianzay €l
aprendizaje de las matematicas que promovia e aprendizaje mecanico de algunos hechos
matematicos. Por consiguiente, desde el punto de vistadel sistemadidéctico, su aporteala
generacién de perturbaciones del sistema era muy pobre y €l tipo de conocimiento que
podia surgir cuando se restablece el equilibrio del sistema no eramuy profundo. Nos refe-
rimos a los programas de ensefianza asistida por computador del tipo “gercitar y practi-

Por otra parte, los estudiantes tenian un acceso restringido a las méguinas. Este sigue
siendo un problemaimportante en muchas instituciones educativas. En unainstitucién con
2.000 estudiantes organizada en grupos de 30 estudiantes, los 60 grupos tienen que “ com-
petir’ por una sala de computacion (de 15 o 30 méquinas). Un célculo rdpido permite ver
gue, en estas circunstancias, un estudiante tendria acceso a una maquina maximo durante
doshoras al mes. Inclusive s |os estudiantes pueden trabajar en las méaquinas una o dos ho-
ras alasemana, éste es un tiempo reducido si 10 que se pretende es que latecnol ogia aporte
verdaderamente alavivencia, por parte de los estudiantes, de experiencias mateméticas (si-
tuaciones que generen perturbaciones) de las cuales surja el conocimiento. Este problema
seirasolucionando amedida que | os estudiantes puedan acceder individual y privadamente
alos programas que se utilizan en la escuel a (disponibilidad de una méaquina personal y po-
sibilidad de utilizar esos programas en esa maguina). Como se veramas adelante, en el caso
de las matemdticas, ya ha aparecido otra solucion a este problema en laforma de las cal cu-
ladoras.

El conocimiento, lasvisionesy la actitud del profesor es €l tercer factor que hainfluido
en lalentitud con la que la tecnologia se ha incorporado al curriculo de mateméticas. Los
profesores han tenido que enfrentarse a una nueva situaci én pedagégicaen lague se pueden
ver “obligados’ autilizar nuevas metodol ogias que no estan de acuerdo con lamaneracomo
ellos perciben las mateméticas, la forma como |os estudiantes deben aprenderlas y la ma-
nera como deben ensefiarse. Por otra parte, muchos profesores expresan temores hacia la
tecnologiay €l resultado tiende a ser unasituacion en laque el profesor adapta este recurso
a su manera tradicional de mangjar el proceso de ensefianza 'y aprendizaje, en cambio de
aprovecharlo paracambiar el funcionamiento del sistemadidéacticoy el papel que él puede
jugar dentro de este sistema.



Tecnologia y temas matematicos

El tipo de programas de computador que se han desarrollado hasta e momento depende
del contenido matemético involucrado. Mientras que parala aritméticay la estadistica, los
programas no han necesariamente avanzado en su aporte al proceso didactico, en geome-
tria, dgebra, precllculo y célculo se puede considerar que ha habido progresos importan-
tes.

En el dreadelaaritméticael computador se hautilizado parael desarrollo de habilidades
computacionales en temas como la notacion decimal y latransicion de la aritmética al al-
gebra. Existe un gran nimero de programas comerciales que utilizan interfaces “interesan-
tes” para desarrollar este tipo de habilidades. Sin embargo, son muy pocos |os programas
gue logran proponer entornos que vayan mas ala de la gjercitacion de habilidades y
técnicas basicas y que busquen crear situaciones en las que se generen perturbaciones sig-
nificativasdel sistemadidactico. Parece evidente que, paradisefiar y desarrollar nuevos pro-
gramas que vayan més alla de la gjercitacion de habilidades bésicas, se hace necesario
reconceptualizar el conocimiento matemético a este nivel.

Parael dlgebray € caculo se haproducido un nimero mayor de programas gque buscan
aprovechar el manejo de multiples sistemas de representacion, el aspecto dinamico de los
sistemasy lainteractividad para permitir que el sujeto viva una experiencia mateméatica di-
ferentealatradicional. En este sentido, €l sujeto puede realizar aproximaciones explorato-
rias alos problemas, trabajar con problemas y situaciones mas complejasy reales (gracias
a la facilidad de los sistemas para mangjar simbolismos mas complejos y para realizar
calculos numéricos mas rapidamente), y desarrollar unaaproximacion masinductivay em-
piricaen contraposicién con la aproximacién tradicional que tiende ser de tipo deductivo y
algebraico. Dentro de esta nueva forma de trabgjar estos temas, surgen inguietudes acerca
de lapérdidade habilidades del manejo simbdlico quelos programasrealizan parael sujeto
y de una posible pérdida en el aprendizaje conceptual. Sin embargo, resulta evidente que
los resultados, desde el punto de vista del aprendizaje del sujeto, dependen no solamente
del funcionamiento del programa, sino también del cuidado con que el profesor seleccione
y disefielas situacionesy los problemas que €l sujeto debe resolver con laayudadelos pro-
gramas [11].

La geometria es un campo en el que se han realizado desarrollos importantes. Los pro-
gramas del estilo de Cabri—-Gedmetra le permiten a sujeto ver y manipular los objetos
matematicosy sus relaciones dentro de esquemasinimaginablescon el 14pizy el papel [12].
Buena parte de estos programas parten de un modelo del conocimiento matemético en el
gue los objetos se definen con base en un nimero de propiedades invariantes de tal forma
que cuando € sujeto hace un dibujo, éste se refiere realmente a la familia de objetos que
comparten estasinvariantes, y cuando € sujeto manipulael dibujo (por emplo, arrastran-
dolo en la pantalla), @ puede estudiar las consecuencias de su accion en relacién con las
invariantes que han sido definidas. De estaforma, el sujeto tiene a su disposicién un nuevo
campo de experimentacién en € gue los objetos mateméticosy, por consiguiente, e cono-
cimiento matematico asumen caracteristicas diferentes a las tradicionales.

Aungue | as tecnol ogias computacional es revol ucionaron la practicade la estadistica, los
programas de computador existentes no han llegado aln air mas alla de simplificar el ma-



nejo de los datos. Hacen falta programas que le permitan al sujeto manejar, dentro de nue-
vos esgquemas, la complejidad cuantitativa, la exploracion del papel que pueden jugar €
andlisis de datos, |os métodos estadisticos y los model os probabilisticos, y € andlisis de
model os de situaciones reales. En otras palabras, se requieren programas que le permitan
al sujeto desarrollar sus competencias para seleccionar, combinar y analizar los métodos,
ademas de manipular eficientemente los datos.

Tipos detecnologias

Es posible clasificar en diversas categorias |os programas de computador y las herramien-
tas tecnol6gicas para la ensefianza 'y €l aprendizaje de las mateméticas que se han produ-
cido hasta e momento: micromundos, sistemas de simulacidn, sistemas tutoriales,
programas de inteligencia artificial, aplicaciones de telematicay calculadoras.

L os micromundos son sistemas en |os que se desarrolla una seméantica para un sistema
formal compuesto por objetos primitivos, relaciones elementalesy reglas para operar estos
objetos. El dominio de fenomenologia (el tipo de fendbmenos que es posible representar en
lapantalla) permite establecer unarelacion entre los objetos primitivos y los fendmenaos en
la pantallay esto determina el tipo de acciones que €l sujeto puede redizar y la manera
como € sistema reacciona a estas acciones. Con estos sistemas el sujeto puede explorar la
estructura de un conjunto de objetos matematicos, las relaciones que existen entre ellos y
algunas de las maneras como estos objetos se pueden representar. Mientras que el sujeto
tiene gran autonomia con estos sistemas, no es posible garantizar que un aprendizaj e espe-
cifico pueda tener lugar vy, por consiguiente, las situaciones (problemas) que le sean pro-
puestas a sujeto, para ser resueltas con la ayuda del sistema, son de gran importancia.
Programas como el Cabri—-Gedmetray Derive entran en esta categoria. El Cabri—-Gedmetra,
por ejemplo, es un entorno dinamico definido por un conjunto de objetos primitivos (punto,
recta, segmento, etcétera) y de acciones elemental es (dibujar una recta perpendicular dados
un punto y unarecta, unarectaparalela, etcétera). Estas acciones primitivas pueden ser uti-
lizadas para crear acciones mas complejas. El sujeto puede manipular |os objetos que crea
en la pantalla “tomandolos’ de puntos especificos y “arrastrandolos’ de tal forma que se
mantienen las invariantes que fueron determinadas en la creacién de los objetos [12]. La
principal consecuencia de este tipo de disefio es que e micromundo se convierte en una
oportunidad para que e profesor, teniendo en cuenta las necesidades de los estudiantes,
pueda disefiar una situacion, que aprovechando las caracteristicas del entorno, pueda gene-
rar perturbaciones en € sistemadidéctico delas cuales puedasurgir el conocimiento desea-
do.

L os sistemas de simulacién presentan a sujeto situaciones en las que es posible obser-
var, de manera dindmica, lo que sucede para un fenémeno especifico cuando se cambian
algunos de los parametros involucrados en él. Este es €l caso del sistema MathCars desa-
rrollado por Kaput [1]. En este sistema es posible estudiar el movimiento de un automavil
con base en diversas formas (gréficas, simbdlicas, numéricas) de representar las caracteris-
ticas de este movimiento. El sujeto puede controlar algunas de estas caracteristicas (por
giemplo, lavelocidad) y, dependiendo, de las decisiones que tome, él puede ver en la pan-
talla representaciones coordinadas del tiempo, la distanciarecorriday la velocidad.



Lamayoriadelos sistemas tutorial es son sistemas en los que €l sujeto recibe instruccio-
nesy reacciones de guia por parte del sistema que pueden ser bastante restringidas, puesto
gue estan basadas en una referencia pre—establecida acerca del sujeto y no en laevolucién
de su conocimiento. En muchas ocasiones, es posible que el sujeto busque adaptarse alas
caracteristicas del tutor y optimizar su uso para efectos de resolver € problemasin que sea
posible garantizar que se obtiene el significado deseado. Por consiguiente, lacalidad del en-
cuentro del sujeto y el medio en entornos gque involucren sistemas tutoriales depende de las
posibilidades que estos sistemas ofrezcan para construir situaciones en las que se puedan
generar perturbaciones adecuadas seglin €l estado de comprension del sujeto.

Lainteligencia artificial, como estrategia para el disefio de programas de computador
(sistemas expertos) que pueden aportar al proceso de ensefianzay aprendizaje de las mate-
maticas constituye la cuarta categoria de tipos de tecnologia en la educacion matematica.
Desafortunadamente muchas de | as expectativas que se tuvieron con losintentos de utilizar
lainteligencia artificial en la ensefianzay e aprendizaje de las mateméticas no han tenido
el éxito esperado. Estosintentos buscaban, de algunamanera, automatizar el proceso de en-
sefianza. Sin embargo, a no tener en cuenta el papel del profesor y a simplificar la com-
plgidad que se encuentra involucrada tanto en e contenido matemético, como en €l
proceso aprendizaje y comprensién de ese contenido por parte del sujeto, estos intentos se
han quedado cortos con respecto a sus propésitosiniciales. El funcionamiento del sistema
didactico depende no solamente de factores aparentemente estables como €l contenido
mateméti co. También depende de factores muy variables como laestructurasocial delacla-
sey los saberesiniciaes delos estudiantes. Por |o tanto, éste es un sistema extremadamente
dificil de modelar para efectos producir programas de computador capaces de reconocer y
adaptarse alavariedad de situaciones posibles y alamultitud de necesidadesy circunstan-
cias que determinan €l éxito del encuentro entre € sujeto y € medio.

L aconexion entre computadores, ya seapor redeslocal es o través de I nternet, haabierto
nuevas posibilidades para la utilizacién de la tecnol ogia computacional en la ensefianzay
el aprendizaje de las mateméticas. Estas nuevas tecnol ogias permiten la telepresencia (el
profesor puede estar en un lugar y los estudiantes en otros), las clases virtuales, y la crea-
cién de ambientes para el aprendizaje colaborativo y lasintervenciones de ensefianzaadis-
tancia. De esta forma, diversos grupos de estudiantes y profesores distribuidos en lugares
geogréficamente diferentes pueden interactuar alrededor de un temao un problema. En este
caso, €l concepto de sistema didactico asume caracteristicas muy diferentes alas tradicio-
nales. Ya no se trata de un grupo de estudiantes dentro de un sal6n de clase en € que hay
un profesor que toma decisiones y unas maquinas que pueden aportar al proceso. En este
caso, tanto el sujeto, como el medio y |as restricciones que condicionan el funcionamiento
del sistemay lamanera como éste evoluciona en la busqueda de estados de equilibrio con-
secuenciade perturbaciones, son diferentes. Serequiere, por 10 tanto, una nueva conceptua
lizacion del proceso didéactico y otra manera de modelar € sistema que tenga en cuenta
estas nuevas circunstancias.

Lascalculadoras constituyen el sexto tipo de utilizacion de latecnologia en laensefianza
y aprendizaje de las matematicas. Dada su especificidad alas matematicasy sus caracteris-
ticas particulares desde €l punto de vista de su papel en e funcionamiento del sistema
didéctico, |as consideramos en una seccién aparte.



Calculador as gr aficas. tecnologia en la ensefianza y €l aprendizaje del
algebra, el precélculoy el calculo

Las calculadoras comenzaron a utilizarse en la enseflanza y aprendizaje de las mateméti-
cas desde | os afios 70 cuando aparecieron las primeras maquinas de bajo costo que permi-
tian hacer las operaciones aritméticas basicas. En la actualidad existen diversos tipos de
calculadoras. desde la calculadora aritmética, pasando por las calculadoras cientificas y
gréficas, hasta maguinas que tienen la capacidad para hacer calculos simbdlicos 'y permi-
ten la utilizacion de programas como e Cabri-Geometra y e Derive. Todas estas
maguinas tienen caracteristicas comunes: tienen un teclado y una pantalla (cuyo tamafio
varia segin e modelo), pero principalmente son maguinas de bajo costo y totalmente por-
tatiles. Su portabilidad las diferencia de los computadores. Mientras que estos son un
recurso compartido y disponible ocasionalmente, usualmente por iniciativa del profesor,
las calculadoras son un recurso individual, disponible libremente y utilizado por iniciativa
del estudiante. El hecho de que su utilizacion se dé dentro de un contexto y una forma que
es fundamentalmente diferente de la de los computadores da lugar a gue las consideremos
de manera especial en esta seccion.

Las calculadoras avanzadas (como las calculadoras gréaficas) tienen la capacidad para
manejar de manera parcia mente dinamica por |0 menos dos sistemas de representacion de
los obj etos mateméti cos (gréfico, simbdlico y en algunos casos tabular). Se diferencian de
los computadores, desde el punto de vista de sus potencialidades didacticas, en que lama:
yoria de los model os tienen poca capacidad para lainteractividad. Sin embargo, las calcu-
ladoras son un medio de trabajo que ofrece un espacio permanente y facilmente asequible
parala experimentacion y la verificacion ddl trabajo matemético. La experimentaciény la
verificacion son ejemplos de formas de actuar del sujeto en el sistema didactico que son
dificiles de lograr en medios tradicionales como €l l1apiz 'y el papel.

El impacto de la utilizacion de las calculadoras en la ensefianza y aprendizgje de las
matemati cas ha dependido hasta ahora de dos tipos de factores. Desde € punto de vista so-
cial e ingtitucional, ha dependido del grado con que e sistema educativo en general, y la
institucién educativa en particular, permiten su utilizacion en el salén de clase, en € trabajo
del estudiante en lacasay en las pruebas de evaluacion [13]. Por €l otro, también ha depen-
dido, desde el punto de vista de sus efectos en el aprendizaje, de laforma como su utiliza-
cion se encuentre integrada al disefio y a desarrollo del curriculo en cuestion. A nivel
institucional, las diferencias surgen de lamedida en laque la utilizacién de | as calculadoras
esta permitiday de s lainstitucion misma apoya el acceso de |os estudiantes a esta tecno-
logia. Desde €l punto de vistade su utilizacion en €l salon de clase, las diferencias dependen
del acceso a la tecnologia que se permite a los estudiantes, del conocimiento y el uso que
el profesor hace de ella en la clase, de la manera como |as tareas que se le proponen alos
estudiantes aprovechan sus potencialidades, y de la disponibilidad de las maguinas en las
pruebas de evaluacién. Con base en estas categorias es posible identificar tres fases en la
integracién de las calculadoras a curriculo: introduccién, adaptacién y consolidacion. Los
efectos de la utilizacién de las calculadoras en €l sistema curricular pueden depender de la
fase de integracion en que se encuentren [11].



En un estudio realizado con calculadoras graficas en un curso universitario de precdl-
culo, seidentificaron algunos de | os efectos de esta tecnol ogia. Se mird lautilizacion delas
calculadoras gréficas en la ensefianza y € aprendizaje del precalculo, no solamente desde
el punto de vista de sus efectos en aspectos particulares del curriculo, sino también desde
laperspectivade lacomplejidad y ladindmicadel sistemacurricular en el que seintrodujo,
detal manera que fue posible explorar laforma como sus elementos se relacionan y evolu-
cionan en el tiempo. Utilizando un esquema cuasi—experimental en el que se recogio6 infor-
macion de un grupo de estudiantes que siguid el curriculo tradicional y de otros grupos que
utilizaron la calculadora, se estudiaron multiples aspectos curriculares de la innovacion
[14]. Lautilizacion de la tecnologiainfluyé en las visiones que la institucién encargada del
disefio curricular, la profesoray los alumnos tenian acerca de las mateméticas, de su ense-
fanzay de su aprendizaje [15]. Este efecto en las visiones, junto con otros factores (como,
por egemplo, e cambio en lapercepcidn delaautoridad por parte del estudiante) influyeron
en & comportamiento de cada uno de los actores: lainstitucion reformulé el disefio curri-
cular y €l tipo de actividades que propuso para ser realizadas como parte del proceso de en-
sefianza y aprendizaje [16] y la profesoray los alumnos cambiaron su comportamiento y
sus actitudes dentro del salon de clase [17]. Estos cambios en los comportamientos y 1os
resultados de los mismos (i.e., nuevas actividades) influyeron en la forma como profesora
y estudiantes interactuaron dentro del proceso de construccion del conocimiento matemé-
tico [18] y los cambios en esta interaccién tuvieron consecuencias en el rendimiento [11],
el aprendizaje [19] y las actitudes de |os estudiantes [20].

Presentamos a continuacion un gjemplo comparativo del tipo de tareas que pueden sur-
gir con motivo de la utilizacion de la tecnologia. Se trata del curso de precédlculo mencio-
nado anteriormente. La figura 4 muestra un punto del examen final de este curso paralos
grupos que siguieron el curriculo tradicional y para los grupos que siguieron el curriculo
gue involucraba la utilizacién de las calculadoras gréficas. Alli se aprecian diferencias con
respecto alas expectativas que se tienen de la formacion matemética del estudiante.
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Figura 4. Punto de examen final de precélculo




Las diferencias que surgieron en € disefio curricular del curso estan relacionadas con un
cambio en las visiones del grupo de investigadores con respecto al saber a ensefiar y ala
forma como se cree que se debe aprender y ensefiar ese conocimiento. El grupo construy6
unavision del conocimiento a ensefiar en la que se percibe una mayor complejidad y pro-
fundidad del contenido matematico. El estudio de las funciones se hizo mas coherente gra-
cias a la introduccién del concepto de familias de funciones, concepto que permite
identificar las diferenciasy similitudes entre cada una de las familias (lineales, cuadréticas,
etcétera). Por otra parte, e grupo se hizo mas consciente de la complejidad de los objetos
matemati cos estudiados, complejidad que se expresa en dos dimensiones, principal mente:
lariqueza de cada concepto matemético en cuanto a su expresion en multiples sistemas de
representacion (simbdlico, gréfico, tabular, verbal); y la complejidad de cada concepto en
cuanto a su estatus, ya sea operacional y dinamico, ya sea estructural y estético.

Por otra parte, €l grupo logré expresar en la préctica, y de manera explicita, su posicion
ideol 6gica con respecto a aprendizaje: €l constructivismo social. La expresion practicade
estavision (€l individuo construye su conocimiento matematico dentro de un entorno social
que simulael funcionamiento de las comuni dades cientificas) llevé al grupo acentrar buena
parte de su atencion en el disefio y utilizacion de situaciones problematicas que, expresando
las nuevas visiones del contenido a ensefiar, indujeran alos estudiantes a construir su cono-
cimiento matematico dentro de un contexto de interaccion social [21]. Estas nuevas visio-
nes acerca del conocimiento a ensefiar, del aprendizaje y de las matematicas, se
complementé con nuevas visiones del estudiante (como alguien mucho més capaz de en-
frentar y resolver tareas complejas) y del profesor (como alguien capaz y deseoso de apro-
vechar apropiadamente una mayor libertad en el desarrollo del curriculo).Es asi como el
nuevo disefio curricular pretende que e conocimiento construido por el estudiante sea co-
herente y holistico (en contraposicion con un conocimiento desagrupado de herramientas
especificas); searico en sus aspectos procedimental y conceptual (buscando ir mas allade
los hechos y los algoritmos, hacia las estructuras conceptuales y procedimentales); y sea
rico en las conexiones entre sistemas de representacion (buscando que un mismo concepto
pueda ser visto desde diversas perspectivasy que éstas se encuentren conectadas). Se busca
ademas que el estudiante perciba que los problemas en matematicas no tienen necesaria-
mente una Unicarespuesta, ni unaUnicaestrategiade resolucion; quevealautilidad practica
del conocimiento que construye (como medio paramodelar larealidad); que desarrolle sus
capacidades de comunicacion y argumentacion matemaética; gue reconozca que € conaoci-
miento se construye socialmente; que desarrolle la capacidad para enfrentarse alo desco-
nocido (tareas que son diferentes de las que é yaconoce); que desarrolle su capacidad para
investigar en mateméticas; y, en general, que desarrolle su capacidad pararesolver proble-
mas. Aungue desde un punto de vista superficial, el contenido sufrid solamente cambios le-
ves, un andlisis més detalado de los temas tratados y de las tareas propuestas a los
estudiantes resulta en un tratamiento del contenido que expresa las visiones que se descri-
bieron anteriormente con respecto a conocimiento a ensefiar: tratamiento de familias de
funciones, riquezaen |os sistemas de representacion y profundidad en las dimensiones ope-
racional y estructural de los conceptos.El manejo de lainteraccion entre el profesor y el es-
tudiante dentro del salén de clase arededor del conocimiento matemético también sufrio
cambios importantes, al pasar de una situacion en la que se seguia de cerca € libro texto



dentro de un esguema de exposicion del profesor y resolucién individual de gjerciciostipi-
cos por parte de los estudiantes a una situacion de interaccién en grupos de tres o cuatro
estudiantes, que gira principal mente alrededor de laresolucién de situaciones problemati-
cas complejas y diferentes, seguida de discusiones de todo € grupo de estudiantes en las
que se enfatizalaargumentacion y el consenso global para aceptar lavalidez de las afirma-
ciones propuestas. Finalmente, |a evaluacion dejo de ser exclusivamente una herramienta
para clasificar alos estudiantes y se convirtié en un medio através del cual estudiantesy
profesores se comunican en su proceso de interaccion en labusqueda de la construccion del
conocimiento y en € que se reconocen y enfatizan |as capacidades de comunicacion y ar-
gumentacion, la coherencia del discurso, la diversidad de estrategias posibles, la experi-
mentacion y laformulacién y verificacidn de conjeturas. Se introdujeron nuevos esquemas
de trabajo tales como ensayos escritos, portafolios y proyectos de investigacion.

Estos resultados muestran que |os ef ectos de laintegracion de latecnologia en el curri-
culo de mateméticas se centran en la construccién y consolidacién (por parte de los disefia-
dores del curriculo, delos profesoresy de |os estudiantes) de nuevas formas de ver tanto €l
contenido matematico, como larelacion didactica entre los estudiantes, |os agentes didéc-
ticos (profesor y tecnologia entre otros) en la construccion por parte del estudiante de un
conocimiento matemético més potente.

TECNOLOGIA Y EL PAPEL DEL PROFESOR

Ya se presentaron argumentos que muestran la dificultad de disefiar y producir sistemas
computacionales que puedan automatizar eficientemente la ensefianza y que, por consi-
guiente, puedan reemplazar al profesor. De hecho, € profesor juega un papel central en el
proceso didéctico cuando la tecnologia esta presente. La tecnologia es un catalizador de
este proceso, pero el éxito de su utilizacién depende de la forma como el profesor opere
como agente decisor y negociador de tal forma que la tecnologia aporte a un encuentro
fructifero (desde el punto de vista del aprendizaje) entre el sujeto y el medio. El profesor
es quien puede conocer € estado de los estudiantes (sus dificultades y sus necesidades) y
quien puede promover y decidir la forma como se debe utilizar la tecnologia de manera
eficiente. Estas decisiones se expresan en e tipo de situaciones didacticas que el profesor
propongaal estudiante y de la manera como estas situaciones didacticas, al requerir o pro-
mover la utilizacion de latecnologia, le permitan al estudiante vivir experiencias matemé
ticas que aporten ala construccion de su conocimiento matematico. Es en este sentido que
no se puede mirar alatecnologia como la solucion a problemade la ensefianzay aprendi-
zaje de las mateméticas. No obstante, la tecnologia es un catalizador del cambio. En parti-
cular, la tecnologia, ademas de promover nuevas formas didacticas que aporten al
aprendizaje del estudiante, también puede influir en laformacién de los profesores.

El comportamiento del profesor en €l salén de clase (en su interaccion con los estudian-
tes para la construccion del conocimiento matematico) depende de su conocimiento y de
sus visiones acerca de las mateméticas, su aprendizaje y su ensefianza[22]. Este comporta-
miento puede cambiar en la medida en que estos conocimientos y estas visiones cambien.
Paraello serequiere que el profesor puedavivir experiencias didacticas que pongan en jue-
goy loinduzcan a cuestionar sus conocimientosy sus visiones. La necesidad de utilizar la



tecnologia como nuevo agente didéctico y la necesidad de disefiar situaciones didacticas
gue aprovechen las potencialidades de la tecnol ogia pueden convertirse en la oportunidad
paraque el profesor vivae tipo de experiencias que se requieren dentro del proceso de cam-
bio. El profesor, como e estudiante, a enfrentarse a estas nuevas situaciones puede cons-
truir unanuevavision del contenido matematico, del proceso de ensefianzay aprendizajey
del papel que cada uno de ellos puede jugar en la construccién del conocimiento.

CONCLUSIONES

Latecnologia no esla solucion a problema de la ensefianza y aprendizaje de las matemé-
ticas. La ensefianza no se puede automatizar y € profesor no se puede reemplazar. No obs-
tante, las nuevas tecnologias abren espacios en los que € estudiante puede vivir
experiencias mateméticas dificiles de reproducir con los medios tradicionales como el
l&piz 'y el papel. En estas experiencias mateméticas el estudiante puede realizar actividades
de exploracion en las que es posible manipular directamente |os objetos matematicosy sus
relacionesy en las que é puede construir una vision mas ampliay més potente del conte-
nido matematico. Para que esto suceda es necesaria la participacion del profesor. El profe-
sor es quien tiene la responsabilidad de disefiar |as situaciones didéacticas més apropiadas
para aprovechar las potenciaidades de la tecnologia de acuerdo a las dificultades y las
necesidades de los estudiantes. Esta actividad de disefio e implantacién de situaciones
didécticas hace parte trascendental de laintegracion de latecnologiaa curriculo. Por esta
razon, se debe mirar la tecnologia educativa como el encuentro de dos vertientes: aquella
gue produce sistemas computacionales con los que €l estudiante puede vivir experiencias
matematicas y aguella (a cargo de los disefiadores de curriculo y los profesores) que pro-
duce las situaciones didécticas para que estas experiencias mateméticas sean fructiferas
desde € punto de vista de las dificultades y las necesidades del estudiante en el proceso de
construccion de su conocimiento matematico. Esta interaccion entre la tecnologia, € pro-
fesor y el estudiante esta cambiando la vision que los actores tienen del contenido mate-
matico y del proceso didéctico. Este es el mayor aporte de la tecnologia a la educacion
matemética.

Queda mucho camino por recorrer. Por una parte, la evolucion constante de |0s recursos
tecnol 6gicos (sistemas operacional es, capacidad de las méaquinas, herramientas de desarro-
Ilo, sistemas de interaccion a distancia) abre la posibilidad de nuevas condiciones tecnol 6-
gicas en € disefio y produccién de soluciones que tengan en cuenta la complejidad del
contenido matemético a ensefiar y lacomplejidad del proceso de comprension de este con-
tenido matemético. Por otra parte, en lamedidaen que se avance en lacomprension de estos
procesos cognitivos, del papel del profesor en lainteraccidn con los estudiantes con la pre-
sencia de latecnologiay del papel que la tecnologia puede jugar como agente didéactico,
ser& posible definir mas apropiadamente los problemas a los que la tecnol ogia puede apor-
tar y sera posible desarrollar las soluciones correspondientes.
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