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Resumo

Apresentamos neste texto uma investigacdo acerca das possibilidades do uso de diferentes registros de
representacdo semidtica no ensino de Fractais. Participaram deste estudo 17 alunos do 3° ano do Ensino
Médio. A coleta de dados se deu por meio da resolucdo de cinco tarefas matematicas sobre o fractal
Hexagono de Durer, nas quais articulam diferentes registros de representacdo, além de fotos das
construgdes no software GeoGebra e um diario de campo. Os resultados evidenciaram dificuldades dos
alunos no que diz respeito aos calculos numéricos decimais e fracionarios. Contudo, as tarefas e suas
diferentes representacGes propiciaram subsidios tedricos metodoldgicos para o ensino de Fractais com
base em suas diferentes representacdes de modo a contribuir com o desenvolvimento intelectual dos
alunos.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Ensino Médio. Geometria dos Fractais. Hexagono de
Durer. Registros de Representacdo Semidtica.



Abstract

We present in this text an investigation about the possibilities of the use of different registers of semiotic
representation in the teaching of Fractais. Participated in this study 17 students of the 3rd year of high
school. Data collection was done by means of the resolution of five mathematical tasks on Durer's
Hexagon fractal, in which they articulate different representation registers, as well as photos of the
constructions in GeoGebra software and a field diary. The results evidenced difficulties of the pupils
with respect to decimal and fractional numerical calculations. However, the tasks and their different
representations led to analyzes that give theoretical methodological subsidies for the teaching of
fractions based on their different representations in order to contribute to the intellectual development
of students.

Keywords: Teaching of Mathematics, High School, Geometry of the Fractais, Durer’s
Hexagon, Registers of Semiotic Representation.

INTRODUCAO

O estudo da Geometria dos Fractais nas aulas de Matematica propicia aos alunos o
desenvolvimento do pensamento geométrico e o conhecimento de diferentes conceitos
matematicos por meio de suas construcoes, beleza e complexidade. A Geometria dos Fractais
tem como precursor o Matematico Polonés Benoit Mandelbrot, que iniciou seus estudos sobre
0 tema em meados de 1948. O pesquisador ficou conhecido principalmente por suas
contribui¢des na area, sendo o termo “fractal” definido por ele no ano de 1975, baseando-Se na
palavra latina fractus, que significa quebrar, fragmentar.

De acordo com Barbosa (2005), a Geometria dos Fractais estd associada a ciéncia do
caos, a qual possui uma regra que aparentemente nao existe. Certos fractais associados a
fendmenos da natureza podem estar relacionados a montanhas, rochas, plantas, relampagos etc.
As estruturas fragmentadas e complexas dos fractais fornecem aproximacoes para estas formas,
colocando uma certa ordem e padréo ao Caos.

Os fractais possuem algumas caracteristicas proprias, sendo que as principais sdo: a
autossimilaridade, a complexidade infinita e a dimensdo fracionaria. A autossimilaridade se
refere ao comando de ampliacdo ou reducédo do fractal. Cada parte do fractal € semelhante a
figura inicial, e igualmente semelhante ao todo. Neste caso, existem dois tipos: a
autossimilaridade exata e a aproximada ou estatistica (CARVALHO, 2005). A figura 1 trata de

um exemplo de autossimilaridade exata.
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Figura 1:Trés etapas do Hexagono de Durer.
Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Fonte: autores.

Na autossimilaridade aproximada, os padrdes ndo se repetem com exatiddo, como por
exemplo os ramos de uma planta, conforme ilustra a Figura 2.

Figura 2: Ramos de uma folha de samambaia.
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Fonte: Nunes (2006, p. 33).

Em relacdo a complexidade infinita, segundo Carvalho (2005), qualquer que seja o
namero de iteragBes realizadas sobre uma figura fractal, nunca se obterd a imagem final, pois
num fractal sempre € possivel realizar mais iteracdes, resultando em uma estrutura complexa.
Além disso, os fractais possuem dimensao fracionaria, e trata-se de um nimero real ndo inteiro
que esta associado a sua irregularidade ou fragmentacao.

As Diretrizes Curriculares do Estado do Parana — DCE para o ensino de Matematica
(PARANA, 2008) contemplam a Geometria dos Fractais como uma das componentes para o
Ensino de Geometrias, e recomenda que seus estudos devem ser iniciados nos anos finais do
Ensino Fundamental e aprofundados no Ensino Médio. Este é um dos motivos que tem levado
o0s autores deste artigo ao desenvolvimento de pesquisas relacionado ao ensino da geometria
dos fractais nas aulas de Matematica. Além disso, a Geometria dos Fractais possibilita o uso de
diferentes recursos didaticos para o estudo de conceitos matematicos, tais como 0 manuseio de
instrumentos de desenho (régua, compasso, transferidor, esquadro), diferentes softwares de
geometria dindmica e materiais manipulaveis, que geralmente sdo atrativos para os alunos.

Em busca de um encaminhamento metodoldgico para as nossas pesquisas, temos nos
respaldado na Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, do pesquisador francés
Raymond Duval, que preconiza as especificidades da aprendizagem em matematica, por se
tratar de uma ciéncia abstrata cujo acesso aos objetos matematicos s6 ocorrem por meio de

representacdes. Nesse sentido, o pesquisador define quatro grandes grupos de registros de
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representacdo semidtica, de modo que a articulacdo entre estes registros é que pode
proporcionar a aprendizagem em Matematica.

Sendo assim, apresentamos a seguir aqueles que consideramos como principais
pressupostos da teoria dos registros de representacdo semiotica, a sua articulagcdo com tarefas
matematicas associadas ao fractal Hexagono de Durer, e o relato e os principais resultados de
uma implementacéo realizada com alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola pablica

do interior do Parana.

Registros de representacdo semioética e sua articulagdo com a geometria dos fractais

A Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica tem suas origens nos anos 1970,
decursivo das investigacdes realizadas pelo pesquisador, filosofo e psicologo de formacéo
Raymond Duval. Sua teoria, que propicia diversas contribuicdes para a Educagdo Matematica,
tem sido amplamente divulgada principalmente a partir de sua obra Sémiosis et pensée
humaine: Registres sémiotiques et apprentissages intellectuels, publicada na Franca no ano de
1995.

Em entrevista concedida a Revista Paranaense de Educacdo Matematica - RPEM, Duval
(2013) discorre sobre as origens de sua teoria, € menciona que esta se trata de uma longa
historia, um percurso de desvios e impasses, como 0 avancar em um labirinto. Duval ingressou
no IREM — Instituto de Pesquisa sobre o Ensino de Matematica de Strasbourg em 1970, um dos
trés primeiros IREM criados na Franga para acompanhar a reforma da Matematica “Moderna”.
Duval havia defendido sua tese de doutoramento, orientada por Pierre Gréco, cujo “[...]
referencial teorico foi a epistemologia genética de Piaget para estudar o desenvolvimento de
nogdes fisicas € matematicas em criangas ¢ adolescentes” (DUVAL, 2013, p. 11).

Nesse periodo, anos de 1970, as investigacOes de Duval centravam-se em duas linhas: a
primeira relacionada a compreensdo de demonstracées por alunos do Collége (Nivel de ensino
correspondente ao Ensino Fundamental 1, no Brasil), e a segunda, completamente diferente,
relacionava-se a importancia e variedade das formas de linguagem nas atividades matematicas.
Mas estas duas linhas foram abandonadas pelo pesquisador. A primeira, segundo Duval (2013),
tornou-se Gbvia, pois as experiéncias para inserir os estudantes no percurso das demonstracdes,
seja inspiradas em analises piagetianas relacionadas ao estagio das operagdes proposicionais,
ou inspiradas numa abordagem heuristica, segundo Pdlya, tornavam a Geometria

incompreensivel.
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Com relagéo a segunda linha de pesquisa, a que corresponde & importancia e a variedade
das formas de linguagem nas atividades matematicas, Duval sofreu uma forte oposicdo. Ele
questionava o principal ponto de consenso entre os professores e pesquisadores envolvidos na
reforma do ensino da matematica no ensino Primario ¢ no Secundario: “[...] A matematica ndo
era, absolutamente, uma questao de linguagem, e a Unica coisa que importava em matematica
eram os conceitos que, como tem sido repetido até aborrecer, sdo mentais” (DUVAL, 2013, p.
12). Além disso, Duval ia contra a teoria de Piaget que afirmava que a conceituacao era feita a
partir da “agdo” e de “esquemas de a¢ao” e nao a partir da linguagem. Tudo isso acontecia numa
época em que “[...] o estruturalismo reinava sobre todas as ciéncias humanas, a linguagem
estava reduzida a codigos e a codificagdes” (DUVAL, 2013, p. 12).

Diante de suas inquietacdes, a compreensdo de textos despertou em Duval a seguinte
questdo de pesquisa: que tipo de representacéo é a mais pertinente para dar conta ndo apenas
de um texto, mas de um raciocinio dedutivo, de uma argumentacdo, de uma escrita simbolica,
etc.? Para responder a esta questdo, Duval elaborou um questionario que foi aplicado para
alunos de 15-16 anos, ap6s um ensino sobre fungdes afins. Estas questdes realmente permitiam
“[...] explorar todos os fendmenos cognitivos de compreensao e de aprendizagem relacionados
a atividade matemadtica” (DUVAL, 2013, p. 14).

A partir dos resultados desta investigacdo, publicada pela primeira vez na Franga, no
ano de 1988, as pesquisas de Duval ganharam cada vez mais reconhecimento da comunidade
de Educadores Matematicos. Afinal, segundo Duval (2013), os resultados desta pesquisa
mostraram que “[...] a atividade matematica deveria ser analisada em termos de transformacoes
de representagdes semioticas € nao de conceitos puramente mentais” (2013, p. 14).

O termo Registro foi escolhido por Duval para distinguir os sistemas semidticos
utilizados em matematica de outros sistemas semioticos utilizados fora da matematica. De
acordo com Duval (2016), existem muitas representacdes possiveis para um mesmo objeto, no
entanto, ndo existem muitos objetos para uma mesma representacdo. Tomemos como exemplo

as representacdes dos objetos no quadro a seguir.
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Quadro 1:

MARCAS UNIDAS

ORGANIZAVEIS EM FIGURAS

ESPACIAIS

O teste de justaposicdo para um natural

DENOMINACGCAO VERBAL:

ORDEM DE NUMERACAO

DUPLA ORGANNIZAQAO
INTERNA: POSICAO E BASE

Itens materiais ou desenhados
(pseudo-objetos)

Produc&o oral
(mental) de palavras

Escrita de uma expressao
combinando algarismos

LRI

dedos, palitos
O O Q O

74BN
a tarefa piagetiana

@Hnhnn

inclusdes lineares

«quatro»
O léxico varia
consideravelmente
segundo as linguas.

«0»,
ndo se pronuncia dentro da
denominacéo verbal e
oral dos nimeros.

Invengdo do «0»
No sistema decimal: «4»
No sistema binério: «100»
64

16
em uma escrita fracionaria

com o sistema decimal.

* configuracdo poligonal
Fonte: Duval (2011, p. 45).

Nessa justaposicdo do Quadro 1 relacionada a apresentacOes diferentes de um mesmo
objeto, a saber o0 nimero 4, qual delas corresponde ao objeto? Para Duval, a resposta para esta
questdo é: nenhuma delas. Afinal, “[...] os objetos matemaéticos sdo unicamente acessiveis por
meio da produgdo de representagdes semidticas” (DUVAL, 2016, p. 17). Para Duval (2012b, p.
283), a limitagdo em apenas um registro de representacdo semiotica “[...] ndo favorece em nada
as transferéncias e as aprendizagens ulteriores: torna os conhecimentos adquiridos pouco ou
ndo utilizaveis em outras situa¢des aonde deveriam realmente ser utilizados”. O pesquisador
acrescenta que a compreensao de um conceito limitada a apenas um registro “[...] conduz a um
trabalho as cegas, sem possibilidade de controle do “sentido” daquilo que ¢ feito” (p. 283).

Mas, se 0s objetos matematicos sdo abstratos e seus estudos sdo possiveis apenas por
meio de suas representaces, como nao confundi-los com suas representaces? Essa imposicao
de condicGes leva a um paradoxo denominado por Duval de paradoxo cognitivo da matematica.
Duval alega que “[...] é a possibilidade de multirrepresentacdo potencial de um mesmo objeto
que permite contornar este paradoxo” (DUVAL, 2013, p. 17). Esta é a condicdo fundamental
para que o aluno saiba distinguir os objetos matematicos de suas diferentes representacdes.

Duval (2011, 2017) classifica quatro grandes tipos de registros: Linguagem Natural,
Simbélico (numérico, algébrico, operatdrio), Grafico e Figural. Para o pesquisador, a no¢édo de
registro de representacdo semidtica trata-se de uma ferramenta preciosa para o0 ensino de
Matematica, pois relaciona-se a fatores cognitivos que determinam a maneira matematica de
trabalhar, e que sdo os primeiros fatores a levar em conta para organizar um ensino de
Matematica desde os Anos Iniciais até os Anos Finais do Ensino Fundamental. Para o

pesquisador, o objetivo prioritario do ensino de Matematica deveria ser “[...] o desenvolvimento
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de maneiras de ver, de raciocinar, de dizer e explorar, que sdo especificas da matematica, e que
vao contra aquelas espontaneamente praticadas fora da matematica” (DUVAL, 2017, p. 115).

Para Duval (2003, 2012a), a atividade matemdtica se manifesta em termos de
transformacdes de representacdes semidticas, classificadas em dois tipos: os tratamentos e as
conversdes. O ato de transitar de um registro de representacdo para outro é denominado por
Duval como conversdo. A conversdo € o0 processo ao qual se realiza uma modificacdo externa
ao registro representado, conservando a totalidade ou apenas uma parcela do contetdo da
representacdo inicial (DUVAL, 2012a). Como exemplo de conversdo num contexto da
Geometria dos Fractais, pode-se utilizar o Triangulo de Sierpinski. Na Figura 4 observam-se
trés niveis do Triangulo de Sierpinski: nivel 0, 1 e 2.

Figura 4: Niveis do Triangulo de Sierpinki.

AL L

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Fonte: autores.

No nivel 0, a area inicial do Triangulo esta representada pela parte pintada em preto na
forma de registro figural. Com o objetivo de estabelecer relagdes algébricas e numéricas para
essa representacao, é possivel denominarmos, simbolicamente, essa area por A, = A. No nivel
1, esté representada figuralmente a area do triangulo de acordo com as partes que estéo pintadas

em preto. Do mesmo modo, podemos representar essa area utilizando o registro simbélico
algébrico da formad, = %A. Utilizando o mesmo raciocinio dos niveis anteriores, é possivel
convertermos a &rea representada figuralmente no nivel 2 para o registro simbdlico da forma
Ap = 136 A. Dessa forma, é possivel representar a area dos trés niveis do Triangulo de Sierpinski

na forma de registro figural e registro simbélico algébrico, de modo que o aluno possa associar
o registro figural com o registro simbdlico algébrico e vice e versa.

Além da conversao, existem as transformac@es que acontecem internamente ao registro.
Essas modificacbes sdo denominadas por Duval como tratamento. Alguns exemplos de
tratamento sdo: o calculo numérico, que é um tipo de tratamento especifico para expressoes
simbolicas; a parafrase e a inferéncia, que sdo tratamentos no registro lingua natural; a
reconfiguracdo, que se aplica a figuras geométricas e a anamorfose que se aplica a toda
representacdo figural (DUVAL, 2012a). Como um exemplo de tratamento num contexto da

Geometria dos Fractais, pode-se utilizar curvas tipo Fractais de Koch, conforme Figura 5.
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Figura 5: Niveis da Curva de Koch.

N
m

Fonte: autores.

Neste exemplo ocorreu um tratamento figural, pois inicialmente tinha-se um segmento
de reta. Logo apos, esse segmento foi reconfigurado de modo que foi dividido em 3 partes
iguais, e a parte do meio foi substituida por um triangulo equilatero sem um dos lados, ficando

assim com quatro partes. Entdo, a essa nova imagem, aplicou-se novamente essa construgdo em
- ~ 1 - ~ .
cada parte (nos 4 segmentos) reduzindo cada um deles na razao > Tal iteracdo pode ser repetida

“infinitamente” (BARBOSA, 2005).

Segundo Duval (2003), no processo de ensino, o tratamento é mais priorizado do que a
conversdo, por se apresentar como procedimentos de justificacdo. J& a conversao, do ponto de
vista matematico, é vista como uma forma de “[...] escolher o registro no qual os tratamentos a
serem efetuados s@o mais econdmicos, mais potentes, ou para obter um segundo registro que
serve de suporte ou de guia aos tratamentos que se efetuam em um outro registro” (DUVAL,
2003, p. 16).

Para o referido pesquisador, a compreensdo global de um conceito ocorre por meio da
conversao, por permitir o reconhecimento do mesmo objeto em suas diferentes representagoes,
e proporcionar a coordenacao entre diferentes registros de um mesmo objeto, afinal ““[...] passar
de um registro de representacao a outro nao é somente mudar de tratamento, é também explicar
as propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo objeto” (DUVAL, 2003, p. 22, grifos
do pesquisador). Segundo Duval (2012a), todas as representa¢des sao cognitivamente parciais
em relacdo ao objeto que elas representam.

De acordo com Duval (1999, p. 18), “[...] cada representacdo ndo apresenta as mesmas
propriedades ou as mesmas carateristicas do objeto. Nenhum sistema de representacdo pode
produzir uma representacao cujo conteudo seja completo e adequado ao objeto representado”,
por isso a importancia de se diversificar os registros de representacao durante o processo escolar
dos alunos, afinal “tendo mais registros, hd um aumento potencial de possibilidades de trocas
e, por conseguinte, ha um aumento também na escolha mais econémica” (MORETTI, 2002, p.
346). Alem disso, o aluno pode escolher pela representagcdo que considera mais econémica ou

eficaz para determinada situacédo de aprendizagem.
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Ao realizar a conversdo entre os diferentes registros de representacdo semiotica,
determinados critérios podem tornar a atividade de conversdo um processo simples de ser
realizado, ou apresentar complexidades que exigem um custo cognitivo maior - critérios estes
que sao oriundos do fendmeno denominado por Duval (2009) de congruéncia semantica.

Em relacdo aos critérios para indicar se duas representaches semidticas sdo
semanticamente congruentes, Duval (2014) especifica: i) correspondéncia entre as unidades
significantes propria a cada registro; ii) univocidade para cada unidade significante a ser
convertida. Para uma unidade de partida, ndo ha mais de uma unidade (significante) possivel
no registro de chegada; iii) a ordem na organizacdo das unidades significantes de partida é
conservada na representacdo de chegada (DUVAL, 2014).

Quando uma atividade de conversao € semanticamente congruente, a passagem de uma
representacdo a outra se faz de modo espontaneo. Contudo, na medida em que um ou mais
critérios ndo sao satisfeitos, as chances de fracasso tendem a elevar-se conforme o grau de ndo-
congruéncia (DUVAL, 2009).

Nessas condicdes, apresentamos dois exemplos de congruéncia semantica entre um
enunciado e sua expressao aritmética correspondente: a) Jodo tem 6 bolinhas de gude e ganhou
3 em uma partida... Neste exemplo, “as trés unidades significativas na frase s@o: tem 6 bolinhas,
ganhou e 3 que correspondem, na mesma ordem, com as trés unidades significativas na
expressdo aritmética: “6”; “+” e “3”” (MORETTI, 2002, p. 704-705); b) utilizando-se da lingua
natural, a expressdo x é maior/igual a 14 apresenta congruéncia semantica com a sua
representacdo no registro simbolico (algébrico) ou seja, x > 14.

Por outro lado, apresentamos um terceiro exemplo em que a expressao algébrica x > 14
também pode ser representada pela seguinte frase em linguagem natural: Verifica-se que 14 nao
€ menor que um determinado numero, cujo valor seja desconhecido. Que nimero é este? No
entanto, diferentemente do exemplo b), este terceiro exemplo apresenta condi¢des que tornam
0 processo de conversdo mais complexo. Note que as unidades significantes 14 ndo é menor e
determinado numero cujo valor seja desconhecido ndo atendem a dois dos trés critérios de
congruéncia semantica.

Neste terceiro exemplo, tanto a ordem das unidades significantes foram alteradas, ndo
satisfazendo assim o critério referente a ordem, bem como o critério de univocidade nao foi
satisfeito, uma vez que a unidade significante ndo é menor apresenta correspondéncia com a

unidade significante de chegada ‘“>" (maior/igual), contudo, ndo é menor possibilita interpreta-
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la como sendo apenas maior, apenas igual, ou até mesmo maior/igual, deixando de satisfazer
assim o critério de univocidade semantica terminal.
S&0 esses casos em que a conversdo abre espago para uma margem maior de erros no

processo de conversédo pelos alunos, conforme € explicado por Duval:

O problema da congruéncia ou da ndo congruéncia semantica de duas
representacdes de um mesmo objeto é, portanto, o da distancia cognitiva entre
estas duas representacdes, sejam elas pertencentes ou ndo ao mesmo registro.
Quanto maior a distancia cognitiva, mais 0 custo da passagem de uma
apresentacdao a outra corre o risco de ser elevado, e também de ndo ser efetuado
ou entendido (2012b, p. 105).

Em um problema no qual sua formulagdo ndo apresenta congruéncia semantica, tende a
obter um namero significativamente menor de acertos, se comparado ao mesmo tipo de
problema que mobiliza 0s mesmos conhecimentos matematicos, mas que, no entanto, possui
congruéncia semantica (HILLESHEIM; MORETTI, 2013).

Assim, considerando os pressupostos da Teoria dos Registros de Representacao
Semiotica para o ensino e a aprendizagem da matematica, apresentamos neste artigo a
possibilidade de articulacdo dessa teoria com a Geometria dos Fractais.

Para a explanacao de nossas ideias, tomamos como base uma implementacéo de tarefas
matematicas relacionadas ao Fractal Hexagono de Durer, realizada com estudantes do 3° ano
do Ensino Médio. Para a exploracéo deste fractal em sala de aula, elaboramos 06 (seis) tarefas
que permitiram a exploracdo dos registros de representacao semidtica descritos no quadro 3.

Quadro 3: Registros de representacdo semidtica contemplados neste trabalho.
Registros de Representagdo Semidtica

Figural Simbolico Linguagem Natural

Numérico Algébrico

Descricéo dos passos

Modo de
abordagem
neste
trabalho

Imagem do Hexagono de
Durer por meio de:
i) Software (GeoGebra);
ii) Instrumentos de
Desenho Geométrico

Célculos numéricos
relacionados a area e
perimetro de figuras
geomeétricas (formas
fracionaria e
decimal).

Formulas de area e
perimetro de figuras
planas e
generalizaces de
calculos numéricos.

de construcdo do
Hexagono de Durer
(construido pelos
alunos por meio de
instrumentos de
Desenho
Geométrico).

Fonte: Autores.

As tarefas elaboradas sobre o fractal de Durer além de permitirem a articulacdo entre

diferentes registros de representacdo semidtica, bem como a realizacdo de tratamentos e
conversdes, permitem o uso de diferentes recursos didaticos tais como uso de lapis e papel,
instrumentos de desenho geométricos (régua, compasso, transferidor) e o software de geometria

dindmica GeoGebra.
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Especificamente em relacdo a construcdo de figuras, Duval (2011) apresenta trés
caracteristicas cognitivas especificas: o seu valor intuitivo, 0 reconhecimento quase que
imediato dos objetos representados e a possibilidade de construgdo com régua, compasso ou
com software.

Para o presente trabalho, utilizamos o software GeoGebra e instrumentos régua e
compasso para representar registros figurais. Em relacao aos softwares e uso de computadores,
Duval (2011) esclarece que eles ndo constituem um novo registro de representacao, afinal, as
representacdes exibidas pelos computadores sdo as mesmas que aquelas produzidas

graficamente no papel para uma apreenséo visual. No entanto,

[...] eles constituem um modo fenomenoldgico de producdo radicalmente
novo, fundamentado na aceleragdo dos tratamentos. Eles exibem no monitor
tdo rapidamente quanto & produgdo mental, mas com uma poténcia de
tratamento ilimitada em comparacdo com as possibilidades da modalidade
grafico-visual. Obtemos, imediatamente, muito mais que tudo o que
poderiamos obter a méo livre apos, talvez, varios dias de escritas e célculos
ou constri¢do de figuras (DUVAL, 2011, p. 137).

Sendo assim, apresentamos a seguir as tarefas sobre o fractal de Durer que foram
implementadas em sala de aula, juntamente com um relato e sistematizacdo dos dados de
implementacdo. Entendemos que este trabalho vai além de explorar a beleza estética, atrativa e
visual dos fractais, e toma como principio uma exploracdo matematica e cognitiva, baseada em
tratamentos e conversdes por meio da articulacdo de diferentes registros, e explorando o que
Duval (2013, 2017) denomina como a face oculta da atividade matematica, aquela que néo esta

prescrita nos curriculos escolares, mas que se refere a esséncia da compreensdo em matematica.
Procedimentos e sistematizacdo dos dados da implementacéo das tarefas em sala de aula

Os procedimentos metodolégicos adotados para a elaboracéo das tarefas foram baseados
em Duval (2011, 2013), que defende o fato que a sua teoria pode respaldar metodologicamente

as aulas dos professores. Nesse sentido, primeiramente selecionamos o fractal hexagono de

Durer, conforme a figura 6, para ser explorado com os sujeitos da pesquisa.
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Figura 6: Etapa 3 do Fractal Hexagono de Durer.

Fonte: autores.

Apos a selecdo do fractal, iniciamos nossas reflexdes a respeito de tarefas matematicas
que poderiam explorar diferentes registros de representacdo semidtica, a articulacao entre suas
representacdes e os diferentes conceitos matematicos possiveis de serem contemplados nas
tarefas. Foram elaboradas 06 (seis) tarefas, em que foi possivel explorar o uso de régua e
compasso, software GeoGebra, e conceitos matematicos como &rea, perimetro, semelhanca,
fracdo, radiciacdo, razdo, simetria, numeros decimais, operacdes béasicas etc. As tarefas foram
implementadas por um dos autores deste trabalho, na presenca da professora regente de uma
turma, que continha 20 alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola publica do interior do
Parana. A implementacdo das tarefas teve duracdo de sete horas/aulas.

Para o desenvolvimento das tarefas, os alunos foram organizados em grupos de dois ou
trés alunos para que eles resolvessem cada uma das tarefas, refletissem e criassem as suas
préprias estratégias de resolucdo. O ambiente de sala de aula foi organizado de modo que 0s
alunos pudessem trocar informagdes com os colegas, explicitar suas estratégias em linguagem
natural (oral e/ou escrita); testar seus modelos de resolucgdes, debater e validar suas resolucgdes
com os colegas.

Durante esse processo de resolugédo das tarefas pelos alunos, a pesquisadora e professora
regente foram mediadoras da situacdo em sala de aula, buscaram devolver as perguntas dos
alunos com outros questionamentos, de modo a leva-los a refletir sobre suas estratégias e
possiveis erros, ndo disponibilizando a resposta aos estudantes. Apds a resolucéo pelos alunos,
a professora da disciplina, juntamente com a pesquisadora, formalizaram os contetdos
estudados, proporcionando a interacao entre os alunos. Na sequéncia do texto, apresentaremos
cada tarefa, os registros de representacdo semiotica envolvidos e exemplos de respostas dos

alunos.

12 Tarefa: Construcdo do Hexagono de Durer com régua e compasso
A primeira tarefa consistiu na construcdo do Fractal Geométrico Hexagono de Durer,

utilizando régua e compasso. Para iniciar a construcao, perguntamos aos alunos sobre quais
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figuras geométricas os alunos conheciam. As respostas que surgiram foram: quadrado,
retangulo, tridngulo, circunferéncia. Nenhum aluno mencionou figuras como trapézio,
pentadgono, hexagono etc.

Partindo da etapa zero do Hexagono de Durer no registro figural (ver Figura 1), um dos
autores deste trabalho construiu junto com os alunos o fractal em questdo. Esta construcdo
pertence ao registro multifuncional figural, e a transformacdo realizada diz respeito ao
tratamento figural, uma vez que as etapas posteriores dependem de modificagdes figurais
ocorridas nas etapas anteriores.

Por meio desta tarefa foi possivel introduzir a ideia de autossimilaridade, na qual ocorre
0 processo de repeticdo de um padrdo em cada iteracdo seguindo uma proporcao.

Os alunos também perceberam que o tamanho dos hexagonos tende a diminuir a cada

iteracdo. A seguir, apresentamos algumas construcgdes realizadas pelos alunos.

Figura 7: Hexégono de Durer construido pelos alunos A9 e Al7, respectivamente.

Conforme aumentavam as iteracfes dos fractais, surgiam dificuldades por parte dos
alunos em relagcdo ao manuseio com régua e compasso. Na figura 7, notamos na construcao do
aluno Al7, a partir da primeira iteracdo, alguns erros nas medidas e tracados. Esse aluno relatou
que havia utilizado o compasso uma Unica vez em sala de aula, e que ndo tinha pratica com o
uso de régua e compasso.

Além do aluno Al7, os alunos A6, A9 e Al4 também relataram dificuldades
semelhantes na manipulacgéo e utilizacdo dos instrumentos para construgdo do fractal. Este fato
possibilita inferir que tratamentos realizados especialmente em registros figurais, cuja forma
obedecem determinado padrdo, demandam ndo apenas conhecimento conceitual e
procedimental, mas também habilidades no manuseio de instrumentos para sua construcdo, o
que nos leva a refletir sobre qual representacdo semiotica se torna mais conveniente na
introducdo de construcdo dos fractais, incluindo a representacdo por meio de uso de

computadores. Nas anélises posteriores retomaremos a pergunta.

EM TEIA — Revista de Educagdo Matematica e Tecnoldgica Iberoamericana —vol. 9 - nimero 2 — 2018



14

28 Tarefa: Descrigdo dos passos de construgdo do Hexagono de Durer

Ap0s a construcdo do fractal com régua e compasso, foi solicitada aos alunos a descricao
dos passos seguidos por eles na construcdo do Hexagono de Durer. Com esta tarefa tivemos a
intencdo de proporcionar aos alunos a conversao do registro figural (construcéo do fractal com
régua e compasso) para a linguagem natural, ou seja, uma mobiliza¢cdo de um registro ndo-
discursivo (figural) para um registro discursivo (linguagem natural).

Consideramos que esta tarefa trata-se de um importante exercicio de reflexdo para os
alunos, pois para escreverem 0s passos de construcdo é preciso que eles retomem todo o
procedimento de construcdo, pensem nos conceitos matematicos e processos adotados e
organizem suas ideias para transmitirem para o papel, em linguagem natural, 0s passos
seguidos, conforme exemplo de resposta do aluno A16.

Figura 8: Resposta apresentada pelo aluno A16.

1) Apés a construgdo do Hexégono de Durer com régua e compasso, descreva 0s passos
que vocé seguiu para construir este fractal.

Nesta tarefa, 0 objetivo consistiu em realizar a descri¢do (registro linguagem natural)
dos procedimentos realizados na constru¢do do Hexagono de Durer (registro figural). Deste
modo, 0 processo de conversdo toma como registro inicial a figura do Hexagono de Durer ja
construida pelo aluno. Contudo, esse processo exige um custo cognitivo maior quando
comparado a atividade de conversdo oposta (ilustracdo), ou seja, da descricdo para a
representacdo figural. Este custo cognitivo maior pode ser justificado pelo fendmeno de
congruéncia semantica, uma vez que esse processo de conversdo entre as representacdes
especificamente desta atividade ndo se constituem como funcionalmente equivalentes, na qual
toda informacgdo de uma representacdo pode ser deduzida a partir da outra representacao. E
tampouco sdo computacionalmente equivalentes, na qual as inferéncias realizadas em uma
representacdo podem ser rapidamente realizadas do mesmo modo na outra (DUVAL, 2009).

Na conversao do registro figural para o registro linguagem natural, referente ao Fractal
de Durer, as unidades figurais possuem correspondéncia, ordem e univocidade semantica

terminais. Entretanto, na descricdo do processo de construcdo do Fractal de Durer, a
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congruéncia semantica ja ndo se faz mais presente e o custo cognitivo da conversdo tende a
elevar-se conforme o grau de ndo-congruéncia.

Nota-se neste processo de descricdo que a ordem de construcdo das unidades figurais
do Fractal de Durer ndo sdo mais perceptiveis, visto que os tratamentos realizados na figura
alteraram sua representacdo inicial, exigindo que o aluno recorra ao modelo mental dos
procedimentos de construcdo do fractal. No processo de conversdo, cada registro possui
variaveis cognitivas especificas (DUVAL, 2003), exigindo do individuo diferentes niveis
cognitivos no processo de “ida” e “volta” da conversao.

Segundo Duval (2009, p. 69), “a dificuldade da conversao de uma representacdo
depende do grau de ndo-congruéncia entre a representacdo de partida e a representacdo de
chegada”. N&o atender aos critérios de congruéncia é um fator que pode impossibilitar o aluno
de realizar a conversao corretamente, porém, na medida em que o aluno consegue resolver tais
atividades mesmo em niveis altos de ndo-congruéncia, é um forte indicio de que o estudante
possa ter compreendido a atividade a nivel conceitual. Sobretudo, este processo de “ir” e “vir”

entre os registros de representacdo € fundamental para a compreensdo conceitual do objeto
matematico trabalhado (DUVAL, 2009).

32 Tarefa: Construcéo do fractal Hexadgono de Durer por meio do GeoGebra

A terceira tarefa consistiu na construcdo do Fractal Geométrico Hexagono de Durer no
software GeoGebra. A aula foi realizada no laboratério de informatica da escola e teve duracao
de duas horas/aula.

Cada aluno realizou a construgdo em um computador, seguindo os comandos dados pela
pesquisadora com o auxilio da professora regente da turma. A construcao do fractal no software
foi feita até a sua 22 iteracdo. Dando continuidade, os alunos aprenderam os comandos de
coloracdo e retirada dos pontos. Neste momento, notamos o encantamento dos alunos no que
diz respeito a visualizacdo do fractal. Apresentamos alguns dos fractais construidos pelos
alunos.

No que se refere a construcdo via softwares de figuras geométricas, Duval (2011)
esclarece que essa construcdo ndo constitui um novo registro de representacdo, afinal as
representagdes exibidas pelos computadores sdo as mesmas que aquelas produzidas
graficamente no papel para uma apreensao visual. No entanto, o pesquisador aponta que 0s
softwares “[...] constituem um modo fenomenologico de producido radicalmente novo,

fundamentado na acelerac¢do dos tratamentos” (DUVAL, 2011, p. 137). Afinal, os softwares
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permitem a obtencdo imediata de varios elementos visuais que dificilmente obteriamos a méo

livre.

Figura 9: Construcdo do Hexégono de Durer no GeoGebra

Uma das questbes fornecidas aos alunos teve como objetivo nos possibilitar um
feedback a respeito do uso do software GeoGebra para constru¢do do Fractal de Durer: Vocé
teve dificuldades com a construcéo no software GeoGebra? Em caso positivo, especifique sua
resposta. Nesta questdo, apenas um aluno (A5) alegou ter dificuldades na construcdo, pois
segundo o aluno, o GeoGebra travava ao ampliar a imagem do fractal, dificuldade esta de
origem técnica e ndo procedimental. Os demais alunos ndo relataram dificuldades, e se
Mmostraram entusiasmados com os resultados obtidos, conforme falas dos alunos: “Nao, foi
interessante ¢ mais divertido” (aluno AS5), “Nao, eu entendi bem e ficou lindo o meu (fractal)
no GeoGebra” (aluno A7).

Nestas atividades com o software GeoGebra, os alunos tinham um breve conhecimento
do software, mas apresentavam confusdes em relacdo a algumas ferramentas similares, como
reta e semirreta, poligono e poligono regular etc. Consideramos este um processo importante
para a construcdo do conhecimento a respeito de conceitos geométricos, pois, no momento que
o aluno clica na ferramenta poligono e verifica que um hexagono pode ser construido de
diferentes maneiras (uma vez sabendo que um hexagono possui seis lados), permite ao aluno
refletir sobre o fato de que nem todo hexagono possui a forma padrao regular, e que a ferramenta
poligono regular permite compreender que todo poligono regular possui seus lados de medidas
iguais. O mesmo pode acontecer para construgdo ou desconstrugdo errdnea do conhecimento
do conceito de reta, semirreta etc.

Em muitos casos, as representacdes computacionais sdo negligenciadas pelo fato de
assumir uma postura mecénica, ndo auténtica. Entretanto, a construgdo de um fractal ndo
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consiste em plotar, de imediato, toda construgdo perante um Unico clique, mas sim na realizacao
de operacdes e combinacdes efetuadas sobre significantes seguindo diversas etapas e definidas
por regras, desenvolvendo, sobretudo, as capacidades cognitivas de tratamento, uma vez que 0s
processos de construcdo quando conduzidos de maneira coerente obedecem, em partes, 0s
mesmos procedimentos realizados com objetos fisicos.

A construcdo computacional pode auxiliar o aluno a compreender inicialmente os
procedimentos de tratamento que sdo realizados no fractal de modo mais dindmico,
enriquecendo com detalhes as atividades de tratamento no registro figural, permitindo uma
visdo clara e precisa que posteriormente pode ser desenvolvida na pratica com instrumentos
manipulaveis.

Deste modo, retomemos a seguinte pergunta: qual representacdo semidtica, incluindo
0 uso de computadores, se torna ideal na introducéo de construcéo dos fractais?

De fato, ndo existe uma representacéo ideal facil no que se refere a apreenséo conceitual
do objeto matematico. O que apresentamos aqui sdo subsidios metodoldgicos que possibilitam
contornar certas dificuldades subjacentes na construcado de fractais, que por vezes podem passar
despercebidas pelos olhos dos educadores por tomar conclus6es apenas referentes ao produto
final, desconsiderando o processo.

Nesse sentido, e por acreditarmos que ambas as construgdes do Hexagono de Durer —
com régua e compasso e via software GeoGebra — proporcionam a mobilizacdo de habilidades
distintas e trazem contribui¢fes importantes para o pensamento geométrico dos alunos,

optamos por propiciar aos alunos ambas as construcoes.

42 Tarefa: Eixos de simetria do Hegagono de Durer

Para concluir a referida construcdo, os alunos responderam duas questdes relacionadas
aos eixos de simetria existentes no fractal: a) A partir do hexagono que acabou de construir,
selecione a ferramenta Reta, clique nos pontos B1 e N1, o que vocé observa? b) E possivel
selecionar outros dois pontos do hexagono que resultem na mesma visualizacdo do item a)? Em
caso positivo, indique estes pontos. No item a), a reta foi construida realizada com comando no
software. Os pontos B1 e N1 referem-se a um dos pontos que, ao serem ligados por uma reta,
formam um eixo de simetria; e o item b) tinha por objetivo verificar se os alunos conseguiam

apresentar outros eixos de simetria. A seguir apresentamos algumas respostas dos alunos.
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Figura 12: Respostas da aluna A17.

2) Construa o Hexégono de Durer com o auxilio do Geogebra.

a) A partir do hexdgono que acabou de construir, selecione a ferramenta Reta,
clique nos pontos B1 e N1, o que vocé observa?
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b) E possivel selecionar outros dois pontos do hexdgono que resulte na mesma
visualizag@io do item a? Em caso positivo, indique estes pontos.
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Podemos notar, como ilustra a figura 12, os pontos que dividem o fractal
simetricamente. Consideramos que a aluna A17 entendeu o procedimento realizado no software
para mostrar a simetria existente no Hexagono de Durer, embora tenha se equivocado ao

responder que, em qualquer ponto que passar uma reta, o fractal seré dividido igualmente.

Figura 13: Fractal com seus respectivos eixos de simetria construido pela aluna A5

e e Y S D Y

Podemos evidenciar a importancia do uso do software GeoGebra, pois propiciou uma
melhor visualizacdo do fractal, possibilitando a realizacdo de varias iteracdes. No que diz
respeito a representacdo visual, os alunos notaram que a medida que aumentavam as iteracées,
o tamanho dos hexagonos diminuiam cada vez mais, e a quantidade de figuras multiplicavam-
se a cada etapa.

Percebeu-se que a manipulacdo do software contribuiu no entendimento de
caracteristicas basicas dos fractais como a autossimilaridade, pois os alunos notaram que 0s
hexagonos em suas diferentes iteragdes sao similares ao hexagono inicial, e a complexidade
infinita, pois notaram ainda que poderiam criar quantas iteracdes desejassem. Os alunos ainda

ficaram motivados a realizarem mais itera¢des, como um deles relatou: “Que legal, como ficou
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bonito. Na sala ndo deu pra fazer assim”, diz a aluna A5, comparando a construgdo no

GeoGebra com a construgéo com régua e compasso.

52 Tarefa: Area e perimetro dos hexagonos formados em cada etapa do Fractal

A quinta tarefa consistiu em uma tabela que teve por objetivo explorar diferentes
conceitos matematicos tais como: area e perimetro do hexagono, nimeros decimais, nimeros
fracionarios, poténcias e raizes. Além disso, a tarefa 5 propicia aos alunos a realizagcdo de uma
conversao entre o registro figural e o registro simboélico (numérico e algébrico). Além da
conversdo, a tarefa 3 também possibilita a realizacdo de tratamentos simbolicos, por meio das
transformacdes realizadas na representacdo numerica e tambeém da representagdo numérica para
a algébrica, porém, permanecendo no mesmo registro de representacdo - simbolico.
Apresentamos no quadro 4, o quadro preenchido com os valores esperados.

Quadro 4: Calculos de area e perimetro de etapas do Hexagono de Durer.

Niimero de Numero de )
Etapa hexagonos hexagonos Medida do lado de Area de cada Perimetro de cada
P formados em formados no | cada hexagono (cm) hexagono (cm?) hexigono (cm)

cada etapa total

0 1 1 9 cm L"’E cnt’ 54 cm

1 6 7 3cm i o’ 18 cm

2 36 43 lecm ﬂ cm? 6cm

3 216 259 1/3 cm % e 2cm

Esta etapa foi desenvolvida em dupla a fim de proporcionar um dialogo entre os alunos.
Dispusemos aos alunos calculadoras cientificas, no entanto, alguns optaram por realizar os
calculos sem o uso deste instrumento, possivelmente porque os alunos ndo tém o costume de
utilizar a calculadora nas aulas de Matematica.

Percebemos dificuldades por parte dos alunos na realizagcdo desta tarefa, principalmente
relacionadas a matematica basica, como célculos envolvendo multiplicacédo, adicdo e divisdo
de fracOes, radiciacdo, potenciacao e fatoracao.

Diante das dificuldades apresentadas, dialogamos com os alunos, questionamos sobre
os procedimentos que cada equipe havia adotado para a realizagdo da tarefa, de modo que todos
pudessem sanar as duvidas, e realizar seus calculos corretamente. Além disso, nesta etapa
projetamos na lousa a Figura 1, referente as etapas do fractal de Durer, para auxiliar o raciocinio
dos alunos em relacdo a cada etapa do Hexagono de Durer. Apesar das dificuldades, e com a
mediagédo da professora e pesquisadora, os alunos realizaram a atividade, conforme registrado

nas figuras 15 e 16.
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Figura 15: Célculos da area do fractal apresentado pelas alunas A3 e Al17.
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Figura 16: Respostas das alunas A3 e Al17.

3) Considerando o lado do hexagono inicial de medida de lado 9cm, preencha o quadro
a seguir:
Tabela 1- Em relagio aos hexdgonos formados
Etapa | Numero de Nimero de Medidado lado | Area de cada Perimetro de
hexégonos hexdgonos de cada hexagono(cm?) | cada
formados em | formados no hexdgono(cm) hexdgono(cm)
cada etapa total
o ) \ ] 2%2"5_ 2 | 54 crn
1 23 ¢
6 3} > -\_,'Q‘EUW )
2 W35
UJE 1\3 1 )_1’) vt 5 A~
3 A&
U6 2O JZ o \LE‘WI o Cvws

As alunas A3 e Al17 resolveram todos os calculos, inclusive o calculo da area. A aluna
Al7 relatou que, no primeiro dia desta etapa, ndo se lembrava de como resolvia as quatro
operacdes com fragcdes, mas, com o decorrer das aulas, pdde relembrar os conceitos e realizar
as tarefas propostas. Além de problemas decorrentes de matematica bésica, os alunos
apresentaram dificuldades na contagem e no calculo de area dos hexagonos em suas diferentes
iteracoes.

Nota-se nesta atividade que trés dos itens a serem respondidos apresentam congruéncia
semantica entre o registro figural e o simbdlico, sdo eles: Nimero de hexagonos formados em
cada etapa; Numero de hexagonos formados no total e Medida do lado de cada hexagono.
Estes trés itens consistem apenas na identificagdo e conversdo das unidades significantes
figurais para o registro simbdlico, ndo exercendo nenhuma operagdo matematica para tal fim.
Por outro lado, os itens: Area de cada hexagono (cm?) e Perimetro de cada hexagono (cm) néo
sdo congruentes no que diz respeito a seus registros figurais e simbdlicos ja que exigem

atividades cognitivas mais complexas para se chegar a solucdo da atividade.
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E importante atentar-se ao fato de que nestes dois Gltimos itens ja ndo estamos tratando
de verbos sindnimos, antbnimos ou unidades significantes que apresentam correspondéncia,
univocidade e/ou ordem com as unidades figurais do Hexagono de Durer. Os termos area e
perimetro sdo conceitos matematicos cujo campo maior € a geometria, e, deste modo, para o
aluno realizar corretamente a atividade de conversdo e posteriormente o tratamento, é preciso
ter muito bem consolidadas em suas estruturas cognitivas as operacdes e regras inerentes a estes
conceitos.

Nesta atividade, todos os alunos realizaram corretamente os itens propostos, com
exce¢do do item referente & &rea do hexégono, sendo que apenas uma dupla realizou
corretamente os célculos, os demais erraram principalmente em operacgdes basicas, visto que as
nas primeiras iteracdes os alunos acertaram a area, mas na medida que iam aumentando as
iteracGes, o numero de erros aumentava. Entendemos que estes estudantes, do 3° ano do Ensino
Médio, ndo estavam familiarizados com este tipo de calculos, fato que consideramos importante
de se explorar em todos 0s anos de escolarizagéo.

No que diz respeito as generalizagdes matematicas, € possivel observar que esta
atividade propde a recorréncia do aluno a forma de registro simbdlico algébrico. Duval (2014)
afirma que geralmente os alunos recorrem a estratégias baseadas em tentativas e erros e ndo
utilizam espontaneamente de generalizacdes com letras. Duval (2014) também explica que
varias operacdes cognitivas sdo designadas quando um problema solicita tal generalizacéo, ou
seja, para o aluno colocar na forma de equacdo (ou expressao algébrica) é necessario que ndo
se confunda uma expressao literal com uma equacao (ou expressao algébrica), e considere a
variabilidade de respostas. Deste modo, com esta atividade buscou-se também desenvolver esse
processo cognitivo de substitui¢do e generalizacdo de dados com o intuito de ampliar e refinar

os resultados de um problema proposto.

Consideracdes finais

Nesta pesquisa, tivemos como pressuposto investigar as possibilidades do uso de
diferentes registros de representacdo semidtica aliados a Geometria dos Fractais, no que
concerne ao ensino de matematica. A intencdo por esta linha de pesquisa nasce a partir das
investigagdes que temos realizado sobre a Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica,

bem como de nossos estudos e pesquisas acerca da Geometria dos Fractais. Para este texto, essa
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articulacao foi exemplificada com a apresentacdo de cinco tarefas matematicas que envolvem
o fractal Hexagono de Durer e 0s registros de representacdo semidtica.

A partir da escolha do Fractal de Durer, elaboramos tarefas matemaéticas que envolvem:
i) o registro figural — por meio da construcdo do Fractal com régua e compasso e da construcdo
por meio do GeoGebra; ii) registro linguagem natural — por meio da descri¢do dos passos da
construcao do Fractal de Durer com régua e compasso; iii) registro simbolico (numérico) — por
meio dos célculos realizados para area, perimetro e quantidade de hexagonos construidos em
cada etapa do fractal.

Em relagdo a resolucdo das tarefas, os alunos manifestaram maior interesse na
construcdo do Hexagono de Durer por meio do software GeoGebra, comparado a construcao
com régua e compasso, fato que era esperado uma vez que o mundo tecnolégico perpassa 0s
muros das escolas e faz parte do cotidiano dos alunos. Essa manifestacdo dos alunos pela
construgdo do fractal por meio do GeoGebra é exemplificada na fala do aluno A6, ao ser
questionado sobre qual procedimento de construcéo ele tinha preferéncia (régua e compasso ou
GeoGebra): O software GeoGebra, pois € mais pratico e facil do que usando régua e
compasso” (AB).

Aléem disso, notamos dificuldades dos alunos no manuseio dos instrumentos de desenho,
principalmente do compasso. Esse fato pode ser confirmado com os fragmentos de respostas de
dois alunos, ao serem questionados se houve dificuldades ao resolverem as tarefas: Sim,
dificuldades com as medidas e pratica com os materiais de desenho (Al4), e Tive com 0
compasso, para coordenar ele no lugar certo (A6). Neste caso, notamos que 0s instrumentos
de desenho geométrico vém sendo pouco explorados em sala de aula, embora eles permitam a
visualizacdo e o estabelecimento de relacdo entre procedimentos e propriedades geométricas
presentes nas construgdes geométricas (BRASIL, 1998). Tambem é preciso considerar que o
raciocinio e as habilidades exploradas por meio destes instrumentos sdo diferentes daqueles
proporcionados pelos softwares de Geometria Dindmica. Sendo assim, defendemos a
importancia do trabalno com ambos os recursos (instrumentos de desenho geométrico e
softwares), afinal do ponto de vista de aprendizagens e habilidades matematicas nao é possivel
afirmar que um é melhor do que o outro, mas sim que eles sdo diferentes e se complementam.

Em relacdo a tarefa 5, que se refere ao preenchimento da tabela, os alunos tiveram
dificuldades em associar conceitos matematicos ao fractal, e ndo se lembravam de como realizar
operagfes com fragOes, numeros decimais, area e perimetro do hexagono, entre outros

conceitos, ja estudados por eles no decorrer do processo escolar. Por se tratar de um 3° ano do
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Ensino Médio, esperavamos que os alunos tivessem desempenho mais avangado, ou pelo menos
ndo indicassem tantas dificuldades ao realizar os calculos. Ressaltamos que, diante dessas
dificuldades, redobramos a nossa atenc¢ao e buscamos auxiliar cada grupo de alunos, langando
questdes que os fizessem refletir sobre a tarefa.

Um dos pontos que consideramos mais relevante nesta pesquisa foi explorar diversos
conceitos matematicos em sala de aula de uma maneira diferente da habitual, indo ao encontro
das ideias de Padilha (2012) no que se refere ao professor abandonar a zona de conforto,
lancando tarefas diferenciadas para o trabalho em sala de aula. Os fragmentos de respostas dos
alunos Al4 e A6 sinalizam seus reconhecimentos em relagdo as tarefas diferenciadas, e sobre
as aprendizagens proporcionadas: Achei legal por que foi uma aula diferente das outras, foi
dindmica e ao mesmo tempo aprendi bastante” (Al4); e Gostei, foi uma aula diferente e eu
achei que ndo iria entender, mas até consegui fazer as contas com a ajuda da professora (A6).

Isso nos faz refletir o quanto é importante para nds, professores, buscarmos caminhos
diferentes para o ensino e para a aprendizagem de matematica. Sabemos que nem sempre é
possivel adaptar as aulas e utilizar tarefas como as citadas nesse trabalho, mas faz-se necessario
um repensar a respeito das novas tecnologias e dos recursos que podem ser utilizados com o
intuito de contribuir com o desenvolvimento intelectual dos alunos.

Tarefas como as citadas neste trabalho permitem ensinar e/ou revisar conceitos
matematicos, bem como aprofundéa-los, e podem ser utilizadas em diferentes turmas e niveis de
ensino, com exploragcdes distintas, de acordo com a necessidade do professor. Dentre a
diversidade de contetidos possiveis de serem trabalhados na rede basica por meio da Geometria
dos Fractais, citamos: &rea e perimetro de figuras geométricas planas, potenciacao, fragdes,
namero decimais, operacOes basicas, funcdes, simetria, dentre outros. O professor pode, ainda,
trabalhar algebra, por meio das generalizaces, e a exploracdo de graficos no plano cartesiano
considerando a funcdo adquirida por meio da generalizacao. Fica a critério do professor utilizar
de desenho geométrico, materiais manipulaveis e/ou softwares de Geometria Dinamica.

Assim, consideramos que o encaminhamento das tarefas propostas possibilitou aos
alunos adquirirem conhecimentos sobre a Geometria Fractal, participarem efetivamente das
construcdes, e permitiu que os alunos vivenciassem uma experiéncia diferenciada nas aulas de
Matematica. E, apesar das dificuldades dos alunos aqui mencionadas, contando com nossa
intervencdo durante todo o processo, podemos concluir, baseado nas ideias de Duval, que 0s
alunos articularam diferentes representagdes semioticas, e que estas contribuiram com a

compreensdo dos conceitos matematicos trabalhados. Ademais, defendemos que a abordagem
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proposta neste artigo proporciona em sala de aula uma exploracdo matematica e cognitiva dos
conceitos abordados, baseada em tratamentos e conversdes, explorando o que Duval denomina

como a face oculta da atividade matematica.
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