GeoGebra como instrumento auxiliar no estudo
da propriedade refletora da elipse.

GeoGebra as an auxiliary tool in the study
of the reflective property of the ellipse.

NATALIA VICTOROVNA KORMYSHEVA DIAS FURTADO!
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Resumo

Este trabalho destaca o papel instrumental do GeoGebra no ensino/aprendizagem da
Geometria Analitica plana e destina-se tanto aos estudantes do 1° ano do Curso de
Licenciatura em Matematica, como aos alunos de Ensino Secundario nas suas atividades
extracurriculares. A abordagem tedrica e a apresentacdo no GeoGebra séo feitas com o
proposito de melhorar a compreensdo dos contetdos programaticos. O dinamismo do
Software permite: i) economizar tempo nas construgdes geométricas, ii) visualiza-las
passo a passo e, ainda, iii) explorar as suas conjeturas. Por fim, tecem-se algumas
consideracOes e recomendacbes para e na utilizagdo do GeoGebra no
ensino/aprendizagem da Matematica.
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Abstract

This work highlights the instrumental role of GeoGebra in the teaching / learning of Flat
Analytical Geometry and is intended for both students in the 1st year of the Degree in
Mathematics and the students in Secondary school in their extracurricular activities. The
theoretical approach and the presentation in GeoGebra are made with the purpose of
improving the understanding of the programmatic contents. The dynamism of the
Software allows: 1) saving time in geometric constructions, ii) visualizing them step by
step and, iii) exploring their conjectures. Finally, we make some considerations and
recommendations for and in the use of GeoGebra in the teaching / learning of
Mathematics.

Keywords: GeoGebra; ellipse; reflective property.

Introducéo

“Pela Matematica se geometriza o real, extraindo dele leis fisicas, a perfeicdo, a
exceléncia, o belo e o sublime, atraves da descricdo dos fendmenos naturais”
(FURTADO e FURTADO, 2015, p. 5). E neste contexto que se procura identificar uma

conexdo especifica entre a Geometria e a Fisica, mais exatamente, um dos seus ramos
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chamado Otica Geométrica ou Otica de Raios. Isto porque, a partida, tem-se que 0s raios
luminosos se associam aos dos raios focais, do mesmo modo que a lei da reflexdo se liga
aos teoremas-propriedades das se¢des conicas ou, simplesmente, conicas, em Geometria
Analitica. O estudo das conicas enquadra-se nos conteudos programaticos da unidade
curricular Algebra Linear e Geometria Analitica I, do curso de Licenciatura em
Matematica (LM) da Universidade de Cabo Verde.

Tal propriedade, de resto, muito notavel, é chamada propriedade Otica ou de reflexdo das
conicas, a qual mostra que a origem do conceito de foco esta, efetivamente, na Fisica, na
perspetiva de ponto de convergéncia de raios refletidos por um espelho. Com efeito, o
Software GeoGebra, enquanto uma ferramenta dinamica, permite uma abordagem dos
contetidos acima referidos, a sua visualizacdo e seu estudo, de uma forma mais clara,
atraente, mais simples e, consequentemente, mais compreensivel e interessante para 0s

discentes, permitindo lhes construir, experimentar e conjeturar.

Na mesma linha de raciocinio, os autores ISOTANI e BRANDAO asseveram que:

A razdo de nossa crenca pode ser ilustrada por um antigo ditado,
atribuido a Confucio: "O aluno ouve e esquece, vé e se lembra, mas s
compreende quando faz". Ou seja, para aprender é necessario fazer, e a
Geometria Interativa auxilia o fazer... (ISOTANI, 2013, p.168)

Posto isto, apresenta-se uma tarefa elaborada para os estudantes, bem como as
metodologias utilizadas no estudo. Em anexo, apresenta-se uma demostracdo da

propriedade refletora da elipse.

Formulemos, a seguir, a propriedade refletora das conicas (EFIMOV, 1954, p. 105),
(BECLEMISHEV, 1971, p. 93), (BILOUSSOVA, 1954, p. 171), (POSTNIKOV, 1988,
p. 175):

1. Atangente a elipse num ponto P ¢ a bissetriz do angulo formado por um raio
focal e a continuagéo do outro raio focal, tragados nesse ponto (ver Fig. 1a)).

2. A tangente a parabola num ponto P € a bissetriz do angulo formado pelo raio
focal FP e a reta paralela ao eixo da parabola (ver Fig. 1b)).

3. A tangente a hipérbole num ponto P é a bissetriz do angulo formado pelos
raios focais F; P, F,P , passando no interior do angulo F; PF, (ver Fig. 1c)).

Revista do Instituto GeoGebra de S&o Paulo, ISSN 2237- 9657, v.7 n.1, pp 70-83, 2018 71



=

FIGURA 1a): tangente a elipse FIGURA 1b): tangente a parabola FIGURA 1c): tangente a hipérbole

FONTE: produgdo prdpria FONTE: producéo prépria " FONTE: produc&o propria
relativa aos espelhos eliptiCu, parawunvu uu TpeivunLu (CONCAVOS OU  CONVEXOS)

(GERTHEN, 1973), (SILVA, 1977), (MOREIRA, 1975):

Teorema 1. Todo o raio luminoso que parte de um dos focos da elipse reflete nela,
passando pelo outro foco.

Teorema 2. Todo o raio luminoso paralelo ao eixo da parabola reflete nela, passando
pelo foco e vice-versa.

Teorema 3. Todo o raio luminoso que parte de um dos focos da hipérbole reflete nela,

passando pela semirreta que origina no outro foco.

A primeira lei da reflexdo da Otica geométrica consiste no seguinte: “o raio incidente, o
raio refletido e a normal ao espelho estdo no mesmo plano” (KINDERSLEY, 2002, p.
106).

Com recurso ao Software de Geometria Dinamica, foram colocados 0s seguintes
objetivos para os estudantes:
e Familiarizar-se uma vez mais com o processo de investigacao e da verificagdo
da propriedade da elipse;

e Promover o desenvolvimento da sua abstracdo geométrica e do raciocinio
dedutivo;

e Expressar as suas ideias, usando notagdo, simbologia e vocabul&rio proprio.

Para cumprir os objetivos acima referidos com sucesso e maior eficiéncia, foi apresentada
uma deduc¢do da equacdo canonica da elipse, a partir da sua definigdo: “se llama elipse al
lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos del plano,
Ilamados focos, es una constante, mayor que la distancia entre los focos” (KLETENIK,
1979, p. 81). Também, foram tratadas as equagdes paramétricas da elipse, com vista a
ajudar os estudantes a compreenderem, com mais clareza, as instrugdes da Ficha de

trabalho; isto &, exprimir as coordenadas de focos através dos parametros a, b da elipse e
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as coordenadas do ponto P da elipse, através de a, b e angulo agudo «a, constituido pelo

segmento OP e pelo eixo das abcissas.

O presente artigo destina-se aos professores, e pode ser um importante auxilio no ensino
e esté divido em trés partes:
1. O professor cria 0 interesse para 0 estudo proposto, apresentando alguns
trabalhos ja elaborados na Geometria Dinamica sobre o0 assunto;

2. O professor propde aos estudantes realizar uma tarefa de verificacdo da
propriedade refletora da elipse;

3. O professor apresenta a demonstracao trigonométrica dessa propriedade.

Ao executar a tarefa, percorrem-se as quatro etapas distintas. Na primeira etapa, 0
professor indica os procedimentos necessarios para a constru¢do de uma conica, por meio
do GeoGebra, explica o papel e o funcionamento do Seletor da Barra de Ferramentas.
Levando em consideragdo a pouca habilidade dos estudantes no uso do Software
GeoGebra, foi elaborada, pormenorizadamente, a Ficha de trabalho seguinte, que Ihes

permitira realizar as Experiéncias N1 e N2, indicadas nos Quadros 3 e 5 dela constantes.

Na segunda etapa pretendeu-se que todos os envolvidos no processo do estudo em causa,
investigassem a relacdo existente entre os angulos formados pela tangente a conica num
ponto dado, o raio focal e a continuidade do outro raio focal da elipse. Para tanto, os
estudantes introduzem as medidas na Janela de Calculo, conforme as indicagdes do
Quadro 2 da Ficha de trabalho.

Apos constatacdo de que os referidos angulos sdo iguais, passa-se & terceira etapa da
tarefa, na qual, os estudantes sdo induzidos a conjeturar e, posteriormente, investigar se a
mesma relacdo se verifica para outros pontos da tangéncia ou outros parametros da elipse.

Para tanto, os estudantes realizam a Experiéncia N1.

Na ultima etapa, a quarta, verifica-se se a reta normal (ou simplesmente, a normal) a
conica, tracada no ponto de tangéncia, é a bissetriz do angulo formado pelos raios focais
com vertice no mesmo ponto (AFONSO, 2013, p. 171). Aqui os estudantes implementam

as indicagdes constantes dos Quadros 4 e 5.

No que concerne & avaliagdo do desenvolvimento da atividade, foram analisados e

registados, durante a aula, os seguintes parametros:
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e Respeito pelas normas de trabalho;
e Interesse e empenho;
e Capacidade de anélise e de sintese;

e Qualidade de organizacao e de apresentacdo da janela de trabalho, protocolo
de construcao.

1. Metodologia

Metodologia a ser adotada nesta abordagem consiste numa pesquisa descritiva, focada
numa nova Visdo sobre o estudo da propriedade refletora da elipse através do Software
GeoGebra, centrada, em concreto, num estudo de caso. Para tanto, em sede dessa
pesquisa foi realizada uma analise dos dados constantes da Ficha de trabalho,

complementada pela observacéo da execucao das etapas da tarefa do referido estudo.

Antes de iniciar o estudo da propriedade refletora da elipse, com recurso ao GeoGebra,
os estudantes do 1° ano e alguns voluntarios de 2° e 3° anos do curso de LM, tiveram
sessOes de familiarizacdo com o Software. Os estudantes voluntarios foram escolhidos,
com base em dois critérios, a saber: primeiro - por serem uns dos melhores alunos de
respetivas turmas e, segundo - por ja terem estudado os contetdos em consideracao. Esse
figurino de ‘estudantes voluntéarios’ foi criado, visando apoiar o professor no
acompanhamento dos trabalhos dos alunos da turma experimental, dado o seu elevado
numero (40 pessoas). Também, os estudantes voluntarios ajudaram ao professor na
implementacdo e aprimoramento da Ficha de trabalho (enquanto um pré-teste), com o
proposito de melhorar: i) a formulacdo das etapas da tarefa e ii) a descricdo de
experiéncias nela colocadas, seguindo assim, o método Design Experiments (COBB,
2003, p. 9), conforme ao qual, uma equipe de pesquisa (professor-experimentador e
estudantes) conduz uma série de sessdes de ensino, dirigido a um pequeno numero de
estudantes voluntarios, ao passo que, no momento de aplica¢do da Ficha de trabalho para
0s estudantes do 1° ano, na sala de aula, o professor conta com a sua colaboragéo. Assim,
com o desenvolvimento tecnoldgico (surgimento de novos Softwares aplicativos) e
interacdo dos estudantes do 1° ano de LM com professor, estudantes voluntarios e “em
colabora¢do com companheiros mais capazes” (VYGOTSKI, 1991, p.58), cria-se um
ambiente de estimulo para o desenvolvimento dos aspetos cognitivos dos mesmos, de
modo que “um processo interpessoal é transformado num processo intrapessoal”

(VYGOTSKI, 1991, p.41).
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Conforme KOLL, o desenvolvimento humano, o aprendizado e as relagdes entre eles séo
temas centrais nos trabalhos de VYGOSTKI, onde o aprendizado ou a aprendizagem se
define como:

O processo pelo qual o individuo adquire informacg6es, habilidades,
atitudes, valores, etc. a partir de seu contato com a realidade, com o
meio ambiente e com as outras pessoas. (KOLL, 2010, p.59)

Por conseguinte, neste estudo se propde, em primeiro lugar, criar interesse por parte dos
alunos do 1° ano do curso de LM, em estudar a propriedade refletora da elipse, por meio
de jogos e apresentacdes dindmicas em GeoGebra. Para tanto, foi proposta construcéo,

publicada no site www.geogebra.org: as flechas lancadas de um ponto fixo, refletidas da

elipse interiormente e convergentes no outro ponto fixo.

FIGURA 2: elipse

A seqguir, o professor prop0e as atividades exploratorias com recurso ao GeoGebra, como
forma de modelacdo de contetdos que se pretendem ser averiguados. Os estudantes,
individualmente, cumprem as etapas da tarefa do estudo, respondendo as perguntas e
tirando as conclusdes da sua propria experiéncia. Nesse processo, 0 professor esta

disponivel para cada estudante, conforme as suas necessidades e solicitacdes.

Ficha de trabalho: Propriedade refletora da ELIPSE:

12 etapa Construcdo da elipse conforme a sua equagdo cartesiana na forma

A - x2 2 o -
canonica: ; + 2’_2 =1; Construgoes auxiliares

Procedimentos Observagoes

e Abrir a janela do GeoGebra;

e Abrir aJanela Algébrica, Janela Grafica 2D, Janela
de Calculo, Janela CAS (ou utilizar o campo de

entrada);
e NaJanela CAS introduzir: a = 3;
e NaJanela Gréfica 2D introduzir o na Janela Algebrica

logo

respetivo seletor a; aparece: a = 3
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e NaJanela CAS introduzir: b = 2;

e NaJanela Grafica 2D introduzir o logo na Janela Algébrica
respetivo seletor b; aparece: b = 2
¢ NaJanela CAS introduzir a equagio logo na Janela Algebrica

2 2 o o aparece:
= +2 =1, isto é, em simbolismo de GeoGebra: P ,
at b c:0.26x* + 1.02y* = 2,

x"2/a"2 + y"2/b"2=1 (ocultar o rotulo c); e na Janela Gréafica 2D

aparece elipse

na Janela Algébrica
e NaJanela Gréfica 2D introduzir o &ngulo a, por meio aparece: a = 100°

de comando ; logo

e No campo de Entrada introduzir o ponto P da elipse
de coordenadas paramétricas
P=(a cosa, b sina ),
ou seja P = (a cosa, b sina); na Janela Algébrica

e No campo de Entrada introduzir: logo rece: F, = (—1.55,0)

F_1=(-sqrt (a2 - b"2),0);

na Janela Algébrica
aparece:

_ _ na Janela Algébrica
e No campo de Entrada introduzir: logo rece: F, = (1.55,0)

F_2=(sqrt (a"2 - b"2),0);

na Janela Algébrica

e NaJanela Gréafica 2D construir a reta tangente a elipse

aparece:
no ponto P usando comando ; logo eta f:0.44x +y = 4
Quadro 1. Elipse e construges auxiliares
2% etapa Medicao de angulos; introducédo de dados na Janela de Calculo
Procedimentos Observagoes
e Na Janela Gréfica 2D construir dois segmentos: na Janela Algébrica

. aparece primeiramente:
F,P, F,P, por meio de comando L4 | logo ?ggmento g=29eh=09

que podem ser renomeados por r; € Ty, e seguidamente:
respetivamente,  utilizando opgdo  Mostrar Segmento 1, = 29er, = 0.9
Legenda ($r_1$ e $r_29%); ' ’

e NaJanela Grafica 2D construir logo na Janela Algebrica
aparece: semirreta
semirreta F, P por meio de comando | ; i: —0.84x — 033y = —-1.31

* NaJanela Grafica 2D marcar dois pontos:| o0 —> na Janela Algébrica
A na reta tangente f e B na semirreta aparece: ponto
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F,P, por meio de comando de modo que o
ponto A esteja no interior do angulo F; PB;

Na Janela Grafica 2D medir os angulos | |ggo

BPA e APF; por meio de comando -;
por opcao Nome, ocultando os valores dos
respetivos angulos;

Na Janela Algébrica ou na Janela Grafica 2D

fazer as escolhas preferidas e fechar.

clicando em cima das letras gregas, Gumarpara a Fola da Caiao
escolher op¢do Gravar para a logo =
Janela de Calculo; na Janela de Calculo,
e No quadro que aparece: : colunas A e B aparecem
[ g e i i # Ogo )
i respetivas letras gregas:
IZI:"I‘EOSLII‘"!Z 0 | F’; N JI =1 -i — -_-! o= D -
. S B (e A 81 B | C
R :
2 |
/ R * A ey Feechar | 3 |

A=(-0.75,2.14) e
B = (—0.15,4.42)

na Janela Algébrica
aparece: Angulo

e B =4283° e

o y=4283°

Angulo B: Angulo entre B,P, A
Mostrar Objetos
Mostrar Rétulo

Quadro 2. Medic¢ado de angulos

32 etapa

angulos S e y na Janela de Célculo;

Mudando a posicdo do seletor a, observar as respetivas alteraces de valores dos

Mudando a posicao do seletor a (semieixo maior da elipse), observar as respetivas
alteracOes de valores dos angulos S e y na Janela de Célculo;
Mudando a posicéo do seletor b (semieixo menor da elipse), observar as respetivas
alteracdes de valores dos angulos § e y na Janela de Calculo.

Registar as conclusoes:

Quadro 3. Experiéncia N1

42 etapa

Construcéo da reta normal/ perpendicular a reta tangente no ponto de
tangéncia P

Procedimentos

Observagoes
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por meio de comando ;

de comando ;

CPF, por meio de comando [ ;

Introduzir os angulos na Janela de
Calculo.

e Na Janela Gréfica 2D construir uma reta
normal/perpendicular a reta tangente no ponto P,

logo

e Na Janela Gréafica 2D marcar ponto C na reta
normal j, no interior do angulo F,PF;, por meio

logo

e Na Janela Gréafica 2D medir os angulos F, PC e

logo

logo

na Janela Algébrica
aparece: Reta

ji —1.09x + 0.46y = —1.48

na Janela Algébrica
aparece:
ponto C = (1.37,0.05)

na folha Algébrica  aparece:
Angulo
o §=4717° e
o &=4717°.

na Janela de Calculo,
nas colunas C e D aparecem as

respetivas letras gregas:
T .
(IFalalz] Mo Saecones
Y LIN B == R e R

E |sn A |®n B el C el D
[ 1 [ ly 5 e

2

Quadro 4. Reta normal

42 etapa

Mudando a posicdo do seletor a, observar as respetivas alteraces de valores dos
angulos & e € na Janela de Calculo;
Mudando a posicao do seletor a (semieixo maior da elipse), observar as respetivas
alteragOes de valores dos angulos § e € na Janela de Calculo;
Mudando a posicéo do seletor b (semieixo menor da elipse), observar as respetivas
alteracdes de valores dos angulos 6 e € na Janela de Célculo.

Registar as conclusoes:

Quadro 5. Experiéncia N2

Dessa maneira, a turma foi motivada, preparada empirica e psicologicamente para a

demonstracdo trigonomeétrica do respetivo teorema. Recorrendo a mesma estratégia, o

estudo da propriedade refletora da parabola e da hipérbole sera mais compreensivel e a

abordagem dos respetivos contelldos mais dinamica, tendo em conta as especificidades

de cada uma delas. O Software GeoGebra estimulara o processo ensino/aprendizagem.
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2. Apresentacao e discussao de Resultados

No processo de realizacdo da tarefa, todas as etapas da mesma, foram apresentadas na
Janela de GeoGebra. Assim, executando as Experiéncias N1 e N2, os resultados obtidos
na medicdo dos angulos S, y (angulos formados pela tangente no ponto P e a semirreta
F,P e pela mesma tangente e raio focal F; P, respetivamente), e §, € (&ngulos formados
pela reta normal no ponto P e os raios focais) foram gravados na Janela de Calculo, tal

como se Vvé na Figura 3, seguinte:

O~ av | AN EEEEY O

EE] L A|IIII B |.IIC|.IID|
P ¥ 0 €

44.62° | 44.62°| 4538 45.38°
44.62°| 4462°| 4538 45.38°
4359° | 4359°| 46.41° 46.41°
42.83° | 42.83° 4TAT° 4717
4225°| 42.25°| 4775° 47.75°
4192°| 41.92°| 48.08° 48.08°
41.81°| 41.81° 48.19° 48.19°
41.92°| 41.92°| 48.08° 48.08°
4225° | 4225°| 4775° 47.75°

D00 | = |0 | N | [ || =

—
=

FIGURA 3: medic@es de angulos

FONTE: producéo prépria
Uma Experiéncia com o GeoGebra 5.0 no Ensino Superior durante o ano letivo
2016/2017, numa turma constituida pelos estudantes do 1°ano de LM, desenvolveu-se
uma primeira experiéncia de ensino, focada no uso das potencialidades 2D do GeoGebra
e das suas implicagdes para o ensino/aprendizagem da geometria plana, particularmente,

da elipse.

A analise dos resultados tem carater qualitativo, orientada a percecdo da ajuda deste
software na compreensdo, pelos estudantes, dos conceitos acima referidos, bem como, no
auxilio ao professor no ensino destes topicos. A utilizagdo do GeoGebra ocorreu em
diversos contextos: trabalhos na sala de aula, aulas orientadas pelo professor envolvendo
a interacdo de estudantes com o software, exploracdes em pequenos grupos de estudantes

com o GeoGebra, uso autonomo do software pelos mesmos.
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A maioria dos estudantes da turma conseguiu atingir o objetivo preconizado sozinhos.
Sao aqueles que assistiram sessdes de familiarizagdo com Software GeoGebra. Os outros
recorreram a ajuda dos estudantes voluntarios de 2° e 3° anos do curso de LM, bem como
de seus colegas e do professor. E de notar, que as dificuldades surgiram na realizacio da
segunda e da quarta etapas da tarefa, que consistia na medicdo de angulos, com a

marcacgdo de pontos A4, B e de C, respetivamente.

Da analise de registos das conclusdes feitas nas Experiéncias N1 e N2 (ver Quadros 3 e
5), foi possivel confirmar a propriedade refletora da elipse e averiguou-se o papel dos

parametros nas suas representacoes analiticas.

Concluséao

Assim, em face dos resultados encontrados, pode dizer-se, com seguranga, que esta
experiéncia tem justificado, plenamente, a estratégia escolhida. A Ficha de trabalho foi
elaborada numa linguagem clara e acessivel, o que permitiu realizar o estudo, de certo

modo, com sucesso.
Também, perspetivou-se a continuacao do estudo analogo nos modulos seguintes:

e O estudo da propriedade refletora da parabola, por meio de uma ficha menos
pormenorizada, elaborada pelo professor;

e O estudo da propriedade refletora da hipérbole, por meio de uma ficha de
autoformacao, elaborada pelos estudantes.

Corroboram-se, neste estudo, os resultados de outras investigacdes que defendem que o
uso de Tecnologias de Informacdo e das ComunicagOes (TICs) traz contribuicOes
significativas para o processo de ensino/aprendizagem de Matemética ndo s6 ao nivel
Secundario, mas também, ao nivel Superior. Isto porque, o docente, quando € capaz de
enquadrar o Software GeoGebra na sua préatica letiva e na sua experiéncia profissional,
obtém grande beneficio nos seguintes aspetos: i) criacdo de mais interesse aos estudantes,
ii) gestdo do tempo com maior eficécia, e iii) melhoria, do ponto de vista da visualizacéo,

da compreensao e da interiorizacdo dos conteddos programaticos pelos estudantes de LM.
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www.geogebra.org/3U95VGP; www.Geogebra.org/euricopires (consultado em 26 de
fevereiro de 2017)

ANexo:

Teorema 1. Todo o raio luminoso que parte de um dos focos da elipse reflete nela
passando pelo outro foco.

Na linguagem fisica: o angulo da incidéncia 6, (definido pelo angulo que a normal faz
com a dire¢do do raio incidente) é igual ao angulo de reflexao 6, (definido como angulo
que a normal faz com o raio refletido). Isto é, apresenta-se formulacdo conceptual da

segunda lei da reflexao.

Demonstracao. Sejam P(x, y) qualquer ponto da elipse e [ tangente a elipse no ponto P.
Sejam a, e a, angulos formados pela tangente [ e raios focais r; e r,, respetivamente,
6, e 8, angulos formados pelos raios focais r;, r, € a normal a [, tracada no ponto de

tangéncia. Para demonstrar o teorema, basta mostrar que a; = a, a partir da igualdade

tg a, = tg a,.

. x2 y2 ~ .
Sejam St = 1 (a > b) equacdo da elipse e (—c,0),(c,0) coordenadas dos seus

focos F; e F,, respetivamente. Calculemos o declive m,, da reta [, que passa por P(x,y)

da elipse e faz &ngulo ¢, com o sentido positivo do eixo das abcissas. Dai, exprimindo y
como y = f(x) = i%\/az —x2 e tomando sinal “+” (sendo que o ponto de

tangéncia P(x,y) esta no 1° quadrante), obtém-se:

b b 1 -2
mo =) =y = (/e —x2) =25 ==
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bx b b%x b%x . <0
= — —a = — = — > = g (po .
ava® — x? ba az,/az_xz.g asy
Raio focal r;, que forma com o eixo das abcissas o0 angulo ¢,, tem o vetor diretor @, =
Fl—ﬁ = (x + c,y). Dai, obtém-se: m; = ﬁ =tg ¢;.

Raio focal r,, que forma com o eixo das abcissas o angulo ¢,, tem o vetor diretor u,

F?p = (x — c,y). Dai, obtém-se: m, = ﬁ =1g ¢,.

Do tridngulo F; PN resulta: a; = ¢, + 180° — ¢y = 180° + (1 — @) (num tridngulo

0 angulo externo e igual a soma dos angulos internos, que ndo Ihe séo adjacentes).

tg p1-tg 9o _ ma=mo.
1+tg @1 tg ¢o 1+mymg’

tg a; = tg(180° + (91 — @) = tg(p; — @) =

y | b’x

. x+c ' a?y a’y? + b*x* + b*xc

ga, = 20\ 2 2
y (_bx ) (x + c)a*y — b*xy
A= ( azy) Gyt ) T oy
3 a’b? + b?xc 3 b%(a? + xc) _ b*(a® +xc)
©aZyx +a?yc —b2xy  y(x(a? —b2) +a%c) yc(a®+xc)
2
Assim, tga; = © (1)

yc

Do triangulo NPF, resulta: a, + ¢, = ¢, donde @, = @y — @,.

tgpo—tgp; — Mo~y
1+tgQotges 1+mom,’

tga, = tg(@o — @3) =

ta Qo = “aZy x-c _ —b%x(x—c)—a?y? = -b?x?+b%xc—a’y? _ —a?’b%+b%xc
g x2 1_17§_X.L azy(x_c).azy(;—ﬂ a?yx—a?yc-b%xy  y(x(a?-b?)-aZc)
a‘y x—=c acy(x—c)
b%(-a%+xc) _ b?
ye(—aZ+xc)  yc'
. b?
Assim, tga, =— (2)

yc

Das igualdades (1) e (2) segue-se: tga; = tga, € a; = ay.
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