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Reproducir curvas en la pantalla de una calculadora
Carl Leinbach

Introduccion

(Como se logran esas bonitas y suaves curvas en la pantalla de un ordena-
dor? Parece que fluyen suavemente y no tienen ese efecto desigual que sale si
dibujas un montén de puntos y los unes con segmentos rectilineos. Larazén es
que el software muestrea los dibujos y usa métodos de interpolacion suave. A
menudo, el método de interpolacion es el llamado de los splines ctibicos, que
aprovecha inteligentemente ciertos conceptos matemdticos corrientes, como
mostraremos a continuacion.

Empezamos con un bosquejo, muy tosco, representando la parte superior
de un automdvil. El dibujo deja bastante que desear pero servird como meta
para nuestro método.

La primera operacion serd tomar puntos de la curva e introducirlos en la
calculadora; para ello, superponemos un sistema de coordenadas sobre el di-
bujo, como en la siguiente ilustracion.
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Hemos de tomar ciertas decisiones; la primera, donde situar el origen de
coordenadas. Escogemos el lugar obvio: la esquina inferior izquierda de la

Esta seccion ofrece a los lectores un foro en el que exponer ideas, consultar dudas 'y
debatir planteamientos diddcticos relacionados con el uso de la nueva generacion de
calculadoras grdficas avanzadas en la ensefianza de las matemdticas. Esperamos que
participes enviando tus consultas o aportaciones a la direccion indicada abajo.
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reticula. Las unidades pueden ser arbitrarias. Por las dimensiones de la figura
decidi que el ancho debfa de ser 12 unidades y el alto 2, e insisto en la natura-
leza arbitraria, pero necesaria, de la eleccion.

A continuacién hay que decidir qué puntos almacenamos en la calculadora.
Esto es un arte, y puede necesitar varias pruebas. Una regla empirica es no
dejar huecos demasiado grandes entre los puntos y tomar muestras mas fre-
cuentes en las zonas de mayor variacién de la curva. Por ejemplo, en la figura
de abajo hay mds frecuencia en los parachoques y el parabrisas. Las zonas
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relativamente planas del techo, el capd y el maletero se muestrean menos.
Debido a la capacidad de la calculadora (relativamente limitada), solo escogi
nueve puntos. Con un ordenador —més grande y rpido— hubiera tomado més.
Usando las unidades del parrafo anterior podemos estimar que las coordena-
das de los puntos son:

X 0.0 | 1.0| 3.0 | 40 |58 |80 | 10.0 | 11.5 12.0

y 0.0 | 06| 0.7 |1.0 |1.7 |15 | 1.0 | 0.75 0.5

y empezar a transferir el dibujo a la calculadora, una TI-89.

Primer intento: Interpolacion lineal
Después de introducir las coordenadas de los puntos en una tabla utilizan-
do el editor de Datos/Matrices de la Ti-89, preparamos la grafica como se

muestra debajo y la representamos en una ventana 0< x<12 , 2<y<2. El
resultado se muestra debajo a la derecha.
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En efecto, el resultado se parece a nuestro dibujo original y, como primer
intento, no es malo. Las lineas que unen los puntos son simples segmentos
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rectilineos que los conectan. Es decir, dados dos puntos (x,, y,) ¥ (x,, ¥,), €l

=)
segmento que los une es un trozo de larecta. Y ="+ i _xl) (x—x)
2 1

El problema con este tipo de aproximacion es que el dibujo queda bastante
quebrado. Por ejemplo, vea el comienzo del capd, la unién del parabrisas con el
techo y otras zonas de la curva. Las curvas que conectan los puntos han de
unirse suavemente. Pero ;cémo creamos esa suavidad?

Una condicién de suavidad consiste en que la tasa de variacién de la curva
que sale del punto sea la misma que la de la que llega a él. Dicho de otra forma,
las pendientes de las dos curvas deben ser las mismas en el punto que tienen
en comun. Esto es imposible usando funciones lineales, puesto que el coefi-
ciente de x deberia ser el mismo en ambas rectas y eso significaria que todas
las rectas tendrian la misma pendiente. Asi que hemos de buscar curvas de
grado mayor.

Intento fallido: Interpolar con curvas cuadraticas

Una eleccién aparentemente obvia seria usar curvas cuadraticas, cuyas
pendientes no son constantes como las rectas. Esto quiere decir que tendria-
mos posibilidad de ajustar las curvas, de modo que se unan suavemente unas
con otras en sus puntos comunes. Asi es, pero existe un problema que ilustra-
remos con un conjunto de datos mds pequefio. Considérense los tres puntos

X 1.0 | 3.0 | 50
y 20 | 40 | 30

sin tener en cuenta que sabemos que por ellos pasa una tinica pardbola, puesto
que nos interesa hablar de interpolacién.

Estos datos significan que queremos encontrar dos curvas cuadraticas que
se encuentren suavemente en el punto (3,4), pasando la primera por el punto
(1,2) y la segunda por (5,3), ademds de pasar cada una por (3,4).

Las expresiones para sus polinomios cuadriticos estdn dadas por

f(x)=ax>+bx+c
g(x)=px* +qx+r

Sabemos que f(1)=2,f(3)=4,y g (3) =4y g (5) =3, asi que tenemos las
ecuaciones siguientes:
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Es un sistema de cuatro ecuaciones con seis incognitas, del que no se obtiene
solucién unica. Sin embargo, no hemos usado el criterio de suavidad. En este

a+ b+ c =2
9a+3b+ ¢ =4
p+3g+r=4
25p+5g+r=3

caso, f'(3)=g'(3, lo que se traduce en la ecuacién
6a +b =6p + ¢
0

6a+b—-6p—q=0

Ahora tenemos un sistema de cinco ecuaciones con seis incognitas, pero
todavia estamos en una situacién donde no podemos determinar de forma tni-
ca los coeficientes de los polinomios. Se necesita una ecuacion mds para abri-
gar la esperanza de determinar los coeficientes.

Una posibilidad consiste en obligar a que las derivadas segundas en el
punto donde las curvas se unen sean las mismas. Esto igualaria los coeficien-
tes de x? para cada polinomio, pero producirfa un efecto en cascada forzando
también a que los coeficentes de x sean iguales en ambos polinomios
interpoladores. Este resultado serfa insatisfactorio, asi como imposible en
muchos casos.

Otra idea puede ser fijar el valor de las derivadas del primer y ultimo
polinomio en los puntos extremos de la curva que estamos tratando de aproxi-
mar. Esto resultaria consistente con nuestra eleccién de derivadas iguales en
los puntos donde las curvas se unen. Supongamos que arbitrariamente deci-

3
mos que f'(1)=1yque &) =5 Tendremos las ecuaciones
2a+b=1
3
10p+g=——
pTq >

iPero ahora hay una ecuacién de mds! ;Tendrd importancia si cogemos
s6lo una de las dos? Vamos a mostrar que si la tiene. Comenzando con la
ecuacion obtenida de la derivada en el punto final derecho tendremos el siste-
ma de 6 ecuaciones con seis incégnitas
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a+ b+ c =2
9a+3b+ ¢ =4
6a+ b —-6p— g =0
9 +3qg+r=4
25p+5q+r=3

3

10p + ¢ == 5

e introducimos sus coeficientes en una matriz ampliada de la calculadora, como
se muestra debajo.
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(Necesitamos dos pantallas porque lo méximo que la TI-89 puede mostrar
simultdneamente son cinco filas de una matriz, y queremos ver los coeficientes
de las seis ecuaciones.)

La TT-89/92 dispone de funciones para el manejo de matrices. En particu-
lar se puede usar el comando rref (reduced row echelon form, reduccién por
filas a forma escalonada) para hallar los valores de a, b, ¢, d, p, q y 1, como
vemos en las pantallas siguientes.
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Asi, los valores de los coeficientes de la tltima columna de la matriz nos
dan

a=-11/12 c=-7/4 g=-11/6
b=14/13 p=1/6 r=8

La gréfica resultante la mostramos debajo a la derecha, y nos pregunta-
mos ;qué ocurrird si usamos la derivada en el punto final izquierdo? ;Obten-
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dremos la misma curva? La respuesta, como es de esperar, es jen absoluto!
Compare la gréfica de la izquierda. Ambas curvas tienen unién suave en el
punto central, pero son completamente diferentes.

Fir| Fer| FZ Fu
Tools|Zoom|TRace|Redrarh

tath|Drauw|Fen)-

HAIN KAD AUTO FURL HAIN RAD AUTO FUHC

¢Cudl es la que queremos? Desgraciadamente, la respuesta es ninguna. La
razén es que ninguna de las curvas satisface la condicién dada para la deriva-
da en ambos puntos finales. Podemos argumentar que las derivadas en los
puntos finales se afiadieron al conjunto de suposiciones iniciales s6lo para con-
seguir un conjunto de ecuaciones que pudiéramos resolver, pero las figuras de
arriba muestran que el punto final considerado influye al hallar los coeficientes
de los polinomios interpoladores. Asi, debemos concluir que la interpolacién
cuadrética no es una opcién practica.

Extender la idea: Polinomios ciibicos
En este caso consideramos dos polinomios ctibicos

fx)=ax’ +bx* +cx+d
g(x)=px’ +qx* +rx+d

A primera vista esto parece peor. Hay un coeficiente mds en cada expre-
sién, lo que significa que tendremos jocho ecuaciones! Los valores en los pun-
tos dados y el hecho de que las pendientes en los puntos comunes sean iguales
producen cinco ecuaciones, pero necesitamos ocho. Usando una de las ideas
dadas (y rechazadas) en el apartado previo hacemos iguales las derivadas
segundas de las funciones en cada uno de los puntos que tienen en comun. En
nuestro ejemplo, eso proporciona seis ecuaciones con ocho incdgnitas. Es una
situacién mejor que cinco ecuaciones en seis incégnitas y quedan los dos pun-
tos finales para considerar.

Hay dos opciones sobre qué hacer en este momento. Una es usar los
valores de las derivadas primeras en cada uno de los puntos finales. Esto nos
da las ocho ecuaciones y no hemos de primar a ninguno de los puntos finales.
Los polinomios interpoladores hechos de esta manera se llaman splines cubi-
cos afianzados (clamped) debido a que estamos suponiendo que la curva em-
pieza y termina en direcciones prescritas; esto es, la curva estd sujeta o afian-
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zada a los puntos finales del intervalo.

La otra suposicién —més comun-— utiliza la derivada segunda, y trata de
hacerla cero en los puntos finales. Esto también nos da dos ecuaciones mas y
no hemos de suponer nada sobre la direccién de la curva en los puntos finales.
Los polinomios interpoladores ctibicos que se generan bajo estas suposiciones
se llaman splines ctbicos libres. El resultado es parecido a la curva que se
formaria dejando descansar una pieza flexible de metal sobre los puntos dados.
Vamos a desarrollar el caso en que nos dan las derivadas en los puntos finales,
y dejamos para el lector la tarea de hallar las funciones f y g y dibujar la curva
resultante en el caso de los splines cubicos libres. Las ocho ecuaciones que
deducimos de la informacién sobre fy g dada en el apartado anterior son:

3a+ 2b + ¢ =
a+ b+ c+d =2
27a + 9b +3c + d =4
27a+ 6b + ¢ -2Tp- 6qg —r = 0 (pendientes iguales)
18a + 2b -18p- 2¢ = 0 (segundas derivadas iguales)

2Tp+ 6qg+3r+ s =4
125p+25g+5r+ s =3
—3/2

5p+10g+ r

Introducimos los coeficientes del sistema en forma matricial en la TI-89, y
usamos el operador rref para reducirlo y leer los coeficientes, como se mues-
tra debajo. (De nuevo necesitamos dos pantallas. Las dos filas inferiores de la
primera pantalla y las dos superiores de la segunda son las mismas.)
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Estos coeficientes se introducen entonces en las expresiones de los
polinomios ctibicos y se dibujan las graficas.
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Serfa interesante comparar esta grafica con la grafica del spline libre tra-
zada por usted.

Vuelta al problema original
Ahora volvamos al automévil. Como pudo notar en el apartado anterior, si

tenemos n puntos necesitamos encontrar 4(n—1) coeficientes. Esto significa

que hemos de resolver un sistema de 4(n—1) ecuaciones. Asi, en el caso del
automévil tendremos que resolver un sistema de 32 ecuaciones lineales. Intro-
ducir esos datos puede ser tedioso. He escrito un programa en TI Basic que
toma los valores de x e y y genera la matriz. La entrada del programa son dos
listas, xco e yco, que contienen las abscisas y ordenadas de los puntos por
donde pasaré la curva. La salida del programa es la matriz ampliada de orden
(n-1)xn que se reducird para hallar los coeficientes de los polinomios

interpoladores del spline ctibico libre.

cumat (xco,yco)

Func

Local n,m,cm,nl,1

dim(xco) \->\nl

4*(nl1-1)\->\n

n+1\->\m

newMat (n,m) \->\cm

6*xco[l1]\->\cm[1,1]

2\->\em[1,2]
6*xco[nl]\->\cm[n,4*nl1-7]
2\->\cm/[n,4*nl-6]

For 1,1,nl-1
xco[i]"3\->\cm[4*1-2,4*%1-3]
xco[i] 2\->\cm[4*i-2,4*1-2]
xco[i]\->\em[4*1-2,4%1-1]
IN\->\cm[4*1i-2,4%1]
ycol[i]\->\cm[4*1-2,m]
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xco[1+1]"3\->\cm[4*1-1,4*%1-3]

xco[1+1]"2\->\cm[4*1-1,4*1-2]
xco[i+1]\->\em[4*i-1,4%1-1]

I\->\cm[4*1-1,4%1]

ycol[i+1]\->\cm[4*i-1,m]

If i<nl-1 Then
3*xco[1+1]"2\->\cm[4*1,4*1-3]
2*xco[i+1]\->\cm[4*1,4%1-2]
I\->\cm[4*i,4#%1-1]

\ (=) \3*xco[i+1]"2\->\cm[4*1,4*%1+1]
\(-)\2%*xco[i+1]\->\cm[4*1,4*i+2]
\V(=)\I\->\cm[4*1,4%1+3]
6*xco[i+1]\->\cm[4*1+1,4*1-3]
2\->\cm[4*i+1,4*1-2]
\ (=) \6*xco[i+1]\->\cm[4*1+1,4*%1+1]
\(=)\2\->\cm[4*1+1,4*1+2]

EndIf

EndFor

Return cm

EndFunc

Lamatriz de orden 32x33 que resulta no la mostramos aqui debido al tama-
flo de la pantalla de la TI-89 y a que no tiene nada instructivo. Se entrega
entonces al operador rref para que la reduzca y podamos leer los coeficientes.
Este proceso es una tarea herctilea que toma aproximadamente 12 minutos de
tiempo de cdlculo. Hay maneras mds eficientes de computar los coeficientes,
pero requieren técnicas mas avanzadas; en tanto que seamos pacientes, la TI-
89 hard el trabajo. (No recomiendo usar muchos mds puntos como entrada del
programa.)

Una vez tenemos los coeficientes hemos de dibujar la curva. También he
escrito una funcién de TI-89 que tiene como entrada la variable x, la lista xco
de abscisas de los puntos y la lista pco de coeficientes del spline.

spl (x,xco,pco)

Fumnec

Local 1i,m

dim(xco)\->\m

If x<xcol[l] or x>xco[m] Then
Return 0
Else

For 1i,1,m-1
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If xco[i]\<=\x and xco[i+1]>x Then
Return pco[4*1-3]*x"3+pco[4*1-2]*x"2+
pco[4*i-1]*x+pco[4*1]
EndIf
EndFor
EndIf
EndFunc
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Para representarla usamos el comando Graph spl(x, xco, pco) y vemos el
resultado.

No es perfecto, pero tomando algunos puntos mds obtendriamos una re-
presentacion bastante exacta. De todos modos, como primer intento no lo he-
mos hecho tan mal.

Comentario sobre polinomios de grado superior

Puede pensarse que si el método sale con polinomios ctibicos quizas serfa
bueno probar con polinomios de cuarto o quinto grado o incluso superiores. No
es buena idea. Una razén es que aumentaria el nimero de ecuaciones a resol-
ver. Para cuarto grado tendremos cuarenta ecuaciones. Para quinto, cuarenta
y ocho. No es un niimero excesivo para un ordenador pero el incremento de
tiempo en una calculadora no es razonable.

M3s atin, no es buena idea porque cuando aumentamos el grado del polinomio,
la curva puede adquirir una tendencia a oscilar entre los puntos muestreados y
dar una impresién equivocada de la forma. Queremos mantener el grado de la
curva tan pequefio como sea posible sin abandonar el criterio de suavidad. Las
cubicas son las primeras candidatas factibles que cumplen este criterio.

Conclusiéon

Hemos mostrado que con algo de conocimiento de las ctibicas y sus deri-
vadas podemos usar la calculadora para obtener algunas ideas sobre esta po-
tente técnica grafica. El muestreo ha sido limitado y el tiempo de cdlculo mas
largo de lo que nos gustaria, pero el hecho es que hemos ensefiado una técnica
muy potente.
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Existen algoritmos mds eficientes para determinar los splines ctbicos, pero
requieren transformar las ecuaciones originales. Esto hace la técnica més efi-
ciente computacionalmente, pero desafortunadamente hace que el método sea
m4s diffcil de entender. Son técnicas mds apropiadas para cursos avanzados.
Esta es para el disfrute y entendimiento de los estudiantes. La eficiencia es un
asunto importante pero deberd ser abordada posteriormente.

Cualquier persona que desee los programas anteriores en versiones para la
TI-89 , TI-92 o TI-92 plus puede solicitarlos al autor por e-mail. Los recibird
agrupados adjuntos a un e-mail a la direccién de respuesta. También podré
descargarlos de la pagina web de El rincon de la calculadora grdfica
http://nti.educa.rcanaria.es/scpm/numeros/elrincon.htm

(Traduccion de Francisco Puerta Garcia)
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