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Resumo

Este artigo versa sobre uma pesquisa qualitativa referente ao ensino de Calculo, especificamente
sobre o ensino de derivadas de fungdes reais de uma variavel real e algumas de suas aplicagdes,
visando propor uma abordagem dinamica para o ensino de taxa de variacdo mediada pelas
potencialidades do software GeoGebra. Para tanto, o objetivo deste artigo ¢ divulgar um
produto educacional no formato de um livro dindmico, denominado “Dinamicidade e taxa de
variagdo de fungdes reais de uma variavel: um GeoGebraBook”, contendo objetos de
aprendizagem (OAs) construidos com o software de geometria dinamica supracitado. Neste
contexto, destacaremos o OA “cilindro” o qual foi experimentado em duas turmas da Pos-
Graduagdo, de uma universidade publica, nas disciplinas de Fundamentos do Calculo e
Fundamentos da Matematica. A experimentacdo teve o intuito de analisar a interacdo dos
mestrandos com o referido OA, especialmente por se tratar de um publico de possiveis
professores ou futuros professores de Calculo, além de recolher sugestdes de melhoria para o
produto educacional desenvolvido. O desenvolvimento e a experimentacio do produto
educacional ajudaram a refletir sobre as potencialidades e os desafios do uso de tecnologias na
sala de aula, considerando aspectos importantes como a formagao de professores e o ensino de
Célculo.

Palavras-Chave: Ensino, Calculo, Taxa de varia¢do, Objeto de aprendizagem,
GeoGebra.
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Abstract

This article is about a qualitative research related to the teaching of Calculus. More specifically,
it covers the teaching of derivatives of real functions of a real variable and some of its
applications using a dynamic approach mediated by the capabilities of the GeoGebra software.
Therefore, the objective of this article is to disseminate an educational product entitled
“Dynamicity and rate of variation of real functions of a variable: a GeoGebraBook™. Such a
product contains learning objects (OAs) built with the dynamic geometry software, GeoGebra.
In this context, the OA “cylinder”, which was tried in two postgraduate classes at a public
university, in the subjects of Fundamentals of Calculus and Fundamentals of Mathematics will
be highlighted. The objective of this initiative was to highlight an interaction of master's
students in the experimentation of the aforementioned OA, as it is an audience of possible
teachers or future teachers of Calculus. It was also sought to mention the suggestions for
improvement collected for the educational product developed. The development and
experimentation of the educational product helped to reflect on the potential and challenges of
using technologies in the classroom, considering important aspects such as teacher training and
teaching calculus.

Keywords: Teaching, Calculus, Rate of change, Learning object, GeoGebra.
https://doi.org/10.51359/2177-9309.2022.251431

INTRODUCAO

Como professoras de cursos da area tecnoldgica do Ensino Superior, com
aproximadamente 10 anos de experiéncias, constatamos que muitos estudantes
apresentam dificuldades na compreensao em um dos principais conteudos de célculo, a
taxa de variacdo de funcdes reais de uma variavel real (para evitar a repeti¢do, ao nos
referirmos a fungdes reais de uma varidvel real, usaremos apenas fungdes reais de uma
variavel ou F1V). Em muitas de nossas aulas, observamos que os estudantes estdo
habituados com a resolugdo algébrica e dificilmente conseguem determinar o
comportamento da fungdo que descreve a taxa de variacdo. Pensando nesse contexto,
partimos do seguinte questionamento: de quais maneiras o professor de Ensino Superior
pode abordar dinamicamente o ensino de taxa de variacdo de fungdes reais de uma
variavel na disciplina de Célculo? Diante do exposto, apresentaremos neste artigo um
produto educacional (originado da dissertacdo de mestrado de uma das autoras) e alguns
resultados das aplicagdes deste produto, com o intuito de oferecer sugestdoes que podem

colaborar nessa tematica.
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Para Borba e Penteado (2001), as ferramentas tecnologicas sdo interfaces
relevantes no desenvolvimento de praticas em Educacdo Matematica. Os mesmos
autores ressaltam que tratar atividades matematicas com os recursos tecnologicos
aponta um aspecto considerado essencial da disciplina, que ¢ a experimentagdo. A partir
dessas experiéncias, compreendemos que essa possibilidade de promover a
experimentacdo mediada pelas potencialidades dos recursos tecnologicos, propicia
situacdes nas quais o estudante tem condi¢des de investigar, observar, conjecturar,
refutar e/ou validar suas hipdteses de uma maneira diferenciada, haja vista que recursos
tecnologicos como softwares de geometria dindmica, por exemplo, possibilitam
explorar propriedades geométricas de uma determinada constru¢do. Assim, os
estudantes podem ser encorajados a estudarem conceitos matematicos, antes produzidos
apenas no ambiente lapis e papel.

O produto educacional apresentado neste artigo ¢ fruto da dissertagdo de
mestrado da primeira autora, o qual consiste em um livro dinamico, para o ensino de
taxa de variagdo de F1V, voltado a professores do Ensino Superior que lecionam a
disciplina de Célculo e para professores de Matematica que queiram abordar ideias do
Célculo para o Ensino Médio. Pensamos que a tecnologia associada ao ensino de
Célculo, em especial, ao ensino do conteido de taxa de variagdo de F1V, pode
contribuir nos processos de ensino e aprendizagem desta disciplina. Particularmente, “o
uso do GeoGebra pode criar um ambiente favoravel a supera¢do de dificuldades
relacionadas a construcao de conceitos e ideias matematicas” (CYRINO; BALDINI,
2012, p. 53).

A fim de alcangar o objetivo proposto, dividimos este artigo em algumas secdes:
no primeiro momento apresentamos algumas fontes da pesquisa referente ao GeoGebra
no contexto do ensino de Matemadtica e também, especificamente, no contexto do ensino
de Calculo. Na sequéncia, trazemos a metodologia utilizada na pesquisa, desde a
elaboracdo até a aplicagdo do produto educacional; apresentamos alguns detalhes do
produto educacional construido, com foco em um dos OAs elaborados, destacando suas
potencialidades ao ensino do Calculo; também apontamos os resultados de

experimentacdes realizadas em duas turmas de Pos-Graduacdo na area de Ensino de
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Ciéncias e Matematica, com o intuito contribuir no processo de ensino de professores

ou futuros professores.

GEOGEBRA E O ENSINO DE MATEMATICA

Nessa secao nos debrugamos a apresentar alguns trabalhos de pesquisadores que
utilizaram o GeoGebra para o ensino de matematica no contexto do Ensino Médio.

Borsoi (2016) em sua dissertagdo de mestrado intitulada: “GeoGebra 3D no
Ensino Médio: uma possibilidade para a aprendizagem da geometria espacial” apresenta
um estudo envolvendo uma sequéncia didatica que explora conceitos da Geometria
Espacial com a utiliza¢do do software de geometria dinamica GeoGebra. Sdo propostas
10 atividades dentro do GeoGebraBook, tais como: explorando um cubo (constru¢ao do
mesmo), cortando um cubo, cria¢do de sélidos de revolucdo, construcdo de uma esfera
inscrita num cilindro entre outras atividades. A proposta foi implementada em uma
turma de 23 estudantes do 3° ano do Ensino Médio de uma escola da rede publica
estadual de Farroupilha/RS, no ano de 2015. A autora relata que de acordo com as
produgdes dos estudantes, foi possivel observar que os mesmos se mostraram em
constantes progressos no desenvolvimento do pensamento geométrico espacial,
estabelecendo relacdes entre objetos geométricos e percebendo propriedades
importantes dos objetos 3D. O trabalho da autora vem ao encontro deste trabalho, pois o
produto didatico desenvolvido pela autora, além da sequéncia didatica e dos
procedimentos de construgdo feitos no GeoGebra, inclui um GeoGebraBook voltados

para professores e estudantes da Educacao Basica.

Costa, Tenorio e Tenério (2014) trazem em seu artigo: “Resolucdo de exercicios
e problemas de fun¢do polinomial do primeiro grau com e sem uso do GeoGebra”
investigacdes na resolugdo de exercicios e problemas de fun¢do do 1° grau em duas
turmas de 1* série do Ensino Médio. A pesquisa foi desenvolvida no primeiro semestre
de 2014, com 25 estudantes da rede publica estadual do Rio de Janeiro, uma turma foi
denominada de controle (15 alunos) e outra, alvo (10 alunos). Depois da explicacdo em

sala de aula, referente ao contetido de fungdes polinomiais do primeiro grau, foi
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realizado um reforco pedagdgico com uma lista de doze questdes envolvendo seis
exercicios (atividades estilo resolva, determine, construa o grafico) e seis problemas
(atividades contextualizadas). Na turma alvo, a abordagem foi realizada com o uso do
GeoGebra no laboratdrio de informatica e a turma controle resolveu as questdes em sala
de aula, sem o uso do GeoGebra, com o auxilio do professor. Foram realizados testes
estatisticos para verificar a aprendizagem dos estudantes a partir do que eles
responderam nas atividades propostas. Segundo esses autores, o estudo mostrou a
importincia de proporcionar aos estudantes um ambiente mais dindmico, enriquecedor e
motivador para o processo de ensino e aprendizagem por meio da insercdo de um
recurso tecnologico, o software GeoGebra. Porém, o uso do software ndo mostrou

vantagens na resolugao algébrica tanto dos exercicios quanto dos problemas.

A dissertacdo de Molon (2013) intitulada “Calculo aplicado ao estudo de
funcdes quadraticas no ensino médio: uma abordagem possivel e necessaria com auxilio
do software GeoGebra” teve como objetivo principal “verificar a possibilidade da
inser¢ao, no Ensino Médio, das ideias intuitivas do Calculo Diferencial. Ideias intuitivas
de limites de uma fungdo, de taxa de variagdo média, variagdo instantanea e o Calculo
de areas abaixo do grafico de fungdes positivas” (MOLON, 2013, p. 7). Para tanto,
foram convidados estudantes do 1* ano do Ensino Médio para participarem de um
“minicurso” de matemadtica abordando topicos de estudos sobre fungdes lineares e
quadraticas, no laboratério de informatica da Escola Municipal de Ensino Fundamental
Francisco Zilli, do municipio de Flores da Cunha — RS, sendo que 14 estudantes
aceitaram o convite e formaram uma turma experimental. O trabalho foi organizado
com atividades que possibilitavam ao estudante a experimentagdo e a visualizacdo com
a utilizagdo dos diversos recursos do software, foram propostas 24 atividades e 5
atividades complementares de avaliagdo. As atividades iam desde esbogar graficos de
funcdes polinomiais do primeiro e segundo grau, compreender o significado do limite
de uma fungao quadratica, construir a reta tangente ao grafico de uma fungao, relacionar
a velocidade média com o Calculo do coeficiente angular de uma reta até aproximar o
valor da area de objetos utilizando os comandos “Soma Superior” e “Soma Inferior” do

GeoGebra. Como resultado das atividades propostas, a autora descreve que as mesmas
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puderam ser trabalhadas de modo intuitivo com o auxilio do software GeoGebra e que
elas podem ser inseridas dentro do desenvolvimento dos programas de ensino ja
existentes, ajustando as abordagens aos conteudos e proporcionando aos estudantes um
ensino apoiado na experimentacdo, na visualizagdo e na aplicacdo dos conceitos

estudados.

Os trabalhos de Borsoi (2016) e Molon (2013) merecem destaque especial, pois
ambos vém ao encontro com questdes trabalhadas neste artigo, ou seja, o primeiro em
relagdo ao produto educacional - o qual também tratou-se de um GeoGebraBook - e o
segundo, em relagcdo ao contetido abordado de taxa de variagao de F1V para o ensino de

Célculo que também podera ser utilizado no Ensino Médio.

A busca por alguns trabalhos que utilizam o GeoGebra no Ensino Médio
proporcionou refor¢ar o que ja se imaginava, ou seja, existe a possibilidade da inser¢ao
no Ensino Médio de algumas ideias do Calculo subsidiadas pelas potencialidades do
GeoGebra. Dessa maneira, no proximo topico sera descrito alguns trabalhos que,

especificamente, tratam do GeoGebra e o Ensino de Célculo.

GEOGEBRA E O ENSINO DE CALCULO

O uso de softwares de geometria dinamica, em especial o GeoGebra, podem
servir de auxilio e ser interessantes nos processos de ensino e aprendizagem de Calculo.
Nesta perspectiva, relataremos alguns trabalhos nos quais podemos constatar a
utilizacdo do mesmo.

No trabalho "Contribuicdes do software GeoGebra no estudo de Calculo
Diferencial: uma experiéncia com alunos do curso de Geologia", Richit, et al., (2012)
apresentam uma experiéncia que mostra como atividades envolvendo otimizagao,
funcdes, limites, derivadas e continuidade de uma fun¢do mediadas pelo GeoGebra
abrem possibilidades de compreensdo de conceitos de Célculo. A primeira atividade

trata-se do estudo da funcao linear, na qual foi analisado o seu comportamento
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alterando-se os valores dos pardmetros de uma fun¢do genérica. Esta primeira atividade
tinha como objetivo promover a familiarizacdo dos participantes com o software
GeoGebra. Na segunda atividade aborda-se conceitos relacionados a continuidade da
funcdo, na qual estava implicito a ideia de limite, os estudantes puderam verificar a
continuidade da fun¢do, sem ter que desenhar repetidas vezes os graficos relativos a
cada parametro por eles utilizado. Ja a terceira atividade explorou o conceito de
derivada, a partir de retas tangentes, sendo que o objetivo era verificar geometricamente
o conceito de derivada. Ao trabalhar com parametros, os estudantes puderam verificar a
alteracdo na inclinacao da reta tangente a curva, a partir de um ponto.

Os autores desse trabalho avaliaram que “os processos de ensino e aprendizagem
podem ser mais significativos e produtivos para o aluno com a inser¢do da tecnologia,
porém nao ¢ algo trivial para o professor, ¢ demanda um tempo para a sua incorporagao
dentro das aulas” (RICHIT, et al., 2012, p. 91). Observamos que os autores destacam
um fator bem parecido com a pesquisa de mestrado da autora em relagdo a utilizagdo de
um software em sala de aula: “O que no papel e lapis seria preciso varios desenhos, o
software mostrou, através da variacdo de parametros, o comportamento das fungdes”
(RICHIT, et al., 2012, p. 98).

Outro trabalho ¢ o de Dikovi¢ (2009), o qual expde “Aplicagdes no GeoGebra
para ensinar alguns topicos de matematica no nivel Superior” vantagens do software
GeoGebra no ensino de Célculo. A autora apresenta exemplos para o Calculo como a
inclinagdo da reta tangente a uma curva e o grafico da fungdo derivada e a averiguagao
de continuidade/descontinuidade de uma funcdo. Estes exemplos mostram
potencialidades do GeoGebra, como a dinamicidade e interatividade entre
representacdes algébricas e graficas, proporcionando uma visualiza¢do do contetido em
questdo. A autora menciona uma experiéncia didatica realizada em 2008/2009 em uma
escola técnica de Uzice, na Sérvia. Usou uma amostra de 31 alunos. O objetivo era
verificar se havia uma diferenca na aprendizagem de Célculo antes e apds o uso do
GeoGebra. O resultado do teste estatistico confirmou o fato de que o uso dos applets
criados com a ajuda do GeoGebra e utilizados no Ensino de Calculo, teve um efeito

positivo na compreensdo e conhecimento dos estudantes. Esse resultado mostrou ainda
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que o GeoGebra pode ser “uma ferramenta poderosa para a visualizagdo e simulagdo
das nogdes-chave do Calculo Diferencial (a inclinagdo da reta tangente, a conexao entre
a inclinacdo da linha tangente e o grafico da funcdo gradiente, a continuidade/
descontinuidade da fungio, etc.)” (DIKOVIC, 2009, p. 201, tradugo nossa).

A tese de doutorado de Janzen (2011) ressalta “O papel do professor na
formagdo do pensamento matematico de estudantes durante a constru¢cdo de provas em
um ambiente de geometria dindmica” na cidade de Wiirzburg, na Alemanha, em um
estudo de caso. Ela contou com a ajuda de dois professores da universidade alema e
dois estudantes voluntarios que estavam cursando a disciplina de Elementos de
Geometria para realizar sua pesquisa. Foram selecionadas duas atividades para serem
exploradas no GeoGebra sendo que essas ndo envolviam contetido especifico de
geometria. A primeira atividade envolvendo um triangulo (pontos médios, simétricos e
relacdo entre os vértices € os pontos simétricos) ¢ a segunda atividade envolvendo um
quadrilatero convexo (bissetrizes dos angulos internos e seus pontos de interse¢do). Para
coleta dos resultados a pesquisadora realizou a observacao em dois momentos. No
primeiro momento, ela gravou e observou questionamentos durante a experimentacao
entre o professor um e a estudante um e no segundo momento, entre o professor dois € 0
estudante dois. Assim, Janzen (2011) destaca que a utilizagao da tecnologia na educagao
resulta em mudangas tanto no professor como no estudante. Para ela o professor passa a
ser um mediador, ndo ¢ mais o dono do saber, e o estudante, por sua vez, precisa sair da
passividade.

Estes trabalhos relatados discorrem sobre algumas das potencialidades do
GeoGebra para o ensino de Calculo que podera auxiliar professores e estudantes a
representar um problema em diferentes maneiras, fazer simulacdes, além de visualizar
uma situacao, o que, algumas vezes, seria mais dificil com outros recursos/ferramentas
como o lapis e o papel. Sendo assim, optamos em divulgar neste artigo um produto
educacional que contém sugestdes de atividades implementadas no GeoGebra para o
ensino de Calculo e que podem ser utilizadas/adaptadas para o ensino da Matematica,
ou seja, para o Ensino Médio.

Assim, ressaltamos que a utilizacdo do software GeoGebra permite que alguns
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conceitos de Matematica e de Célculo sejam explorados por meio de construgdes ndo
estaticas (podem ser exploradas transitando do algébrico para o geométrico), que podem
ser manipuladas e proporcionar uma percepcao diferente da Matematica e do Calculo,
ou seja, atividades realizadas no GeoGebra podem proporcionar aos usudrios a
explorarem situagdes além do lapis e papel, podendo fazer varias simulagdes

dinamicamente.

ASPECTOS METODOLOGICOS

Esta pesquisa, de natureza qualitativa (BOGDAN; BIKLEN, 2006), ¢
caracterizada pela busca da compreensdo, a descri¢do e interpretacdo de fendmenos
sociais, nos quais o objeto de estudo faz referéncia aos produtos da mente humana. Este
aspecto tende para o objetivo desta pesquisa que abrange o ensino de Calculo acerca do
conteudo de taxa de variagdao de F1V, envolvendo estudantes e tecnologias, propiciado
pelas atividades aplicadas.

Uma das caracteristicas da pesquisa qualitativa no campo da Educagdo ¢é o fato
de que o pesquisador se insere no contexto da pesquisa. Desta forma, existe uma relagdo
entre sujeito, objeto e pesquisador, sendo o pesquisador ao mesmo tempo sujeito e
objeto de suas proprias pesquisas. Para Kauark; Manhdes e Medeiros (2010), na
pesquisa qualitativa existe uma ligagdo eficiente entre o mundo real e o sujeito, o
ambiente natural ¢ procedéncia direta para coleta de dados e o pesquisador ¢ o
instrumento-chave. Os pesquisadores visam a explorar seus dados indutivamente. O
processo e seu significado sdo pontos essenciais de abordagem.

A execucdo da investigagdo realizada se deu por meio das seguintes etapas: a)
selecdo e discussdao de artigos, teses e dissertacdes sobre a visualizagdo, o ensino de
Célculo e o uso de softwares de geometria dindmica em sala de aula; b) pesquisa de
atividades de taxa de variagdo de F1V disponiveis no GeoGebra; c) desenvolvimento de
alguns OAs no aplicativo do GeoGebra; d) experimentacao e analise de um OA em duas
turmas de Pés-Graduacdo. Para esta ultima etapa foram utilizados como instrumentos de

coleta de dados: a observagdo; a gravagdo em audio das interagdes verbais que
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ocorreram durante a aplica¢do da sequéncia didatica; registros fotograficos; os registros
produzidos pelos estudantes na resolugdo da situagdo problema proposta; e, por fim, um
questionario via Google docs, respondido pelos estudantes apos a experimentagdo e que
teve por objetivo colher sugestdes de melhorias ao produto educacional. O questionario
aplicado pode ser encontrado na integra na dissertagdo de mestrado de Silveira (2017).

A observagdo ocupa uma posi¢ao privilegiada dentro do campo da pesquisa
educacional. De acordo com Liidke e André (2020), este método de coleta de dados
possui grande vantagem pois permite ao pesquisador um contato estreito com o
fendmeno observado. Para que se torne um instrumento valido, ¢ importante que a
observa¢do seja planejada e sistemadtica. No caso desta investigacdo, o objetivo deste
método foi identificar elementos que permitissem inferir conclusdes acerca das
interacdes dos estudantes com a resolugdo de problemas envolvendo taxa de variagdo de
F1V mediada pelo software GeoGebra. A gravagdo do audio permitiu que didlogos
fossem registrados a fim de a pesquisadora ndo perder informagdes importantes para sua
analise e os registros das respostas dos estudantes permitiram identificar o raciocinio
utilizado para resolu¢do do problema no ambiente lapis e papel. Por fim, utilizou-se o
questionario pois permite atingir um nimero maior de pessoas em menos tempo,
garante o anonimato dos participantes, € ndo expde os sujeitos de pesquisa a influéncia
das opinides e do aspecto pessoal do entrevistador (GIL, 2008), fator importante nesta
investigacdo, uma vez que a propria pesquisadora aplicou a sequéncia didatica
envolvendo o uso do software GeoGebra.

Em relagdo a criagdo dos OAs, foi adotada a defini¢do de Santos (2007) a qual
afirma que estes podem ser maquetes, imagens, fotos, videos, animagdes, simulagdes,
arquivos de texto, paginas de internet, que quando utilizados como recursos auxiliam
processos de ensino e aprendizagem. Primeiramente foram construidos os OAs no
GeoGebra e depois foram inseridas as atividades mediadas pelos OAs, sugestdes de
avalia¢do, manual de utilizagdo e material de apoio para o professor no GeoGebraBook.
Como referencial de livro didatico para o ensino de Calculo, apoiou-se principalmente

em Stewart (2015).
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Foram criados um OA sobre um problema de taxa de variagdo de um cilindro,
outro OA envolvendo um problema de taxa de variacdo de um cone, € um terceiro
envolvendo um problema de taxa de variacdo de uma esfera. A construcao destes OAs
visou oferecer recursos dindmicos e suporte visual para auxiliar na compreensdo dos
resultados de um problema de taxa de variacao de F1V, uma vez que, em cada OA, foi
trabalhada a construcdo do grafico do volume em relagdo ao tempo. Para obter
contribui¢cdes de melhorias para o produto educacional, experimentou-se um o OA
“cilindro”, o primeiro a ser construido. As experimentagdes foram realizadas em quatro
momentos, dos quais dois serdo descritos neste artigo. Em todas as experimentagdes
foram solicitadas as assinaturas do termo de consentimento dos participantes.

Escolhemos relatar as experimentacdes com as turmas de Pos-graduacdo por se
tratar de experiéncias com professores ou futuros professores de Calculo, ou seja, vimos
uma ferramenta de ensino de Calculo com potencial e que deveria atingir maior nimero
de interessados ao ser divulgada em formato de artigo. As duas experimentacgdes
descritas ocorreram em uma universidade publica do estado de Santa Catarina, ambas
experimentacdes foram aplicadas por uma das autoras deste artigo. A primeira
experimentacdo do OA “cilindro” foi realizada na disciplina de Fundamentos do
Calculo, com quatro participantes, dois mestrandos de um Programa de Pés-Graduacao
na area de Ensino de Ciéncias e Matematica, a docente da disciplina e uma professora
de Calculo da mesma institui¢do. A segunda experimentacdo do OA “cilindro”, ocorreu
na disciplina de Fundamentos da Matematica, com quinze mestrandos do mesmo
programa supracitado.

Nas experimentagdes foram utilizados os recursos do computador (PowerPoint,
GeoGebra, Internet), projetor multimidia, notebooks, televisdo, quadro, canetdo, lapis e
papel. Para melhor entendimento das experimentagdes serdo apresentados a seguir: o
produto educacional desenvolvido, as atividades aplicadas e os resultados referente as

experimentacdes realizadas.

O PRODUTO EDUCACIONAL
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O produto educacional (disponivel em: <https://ggbm.at/aZvy94me>. Acesso

em: 29 jul. 2021) em questdo ¢ um livro dindmico elaborado na opgao de livro on-line
disponibilizado no site do GeoGebra, denominado “Dinamicidade e taxa de varia¢do de
funcdes reais de uma varidvel: um GeoGebraBook”, o qual contém objetos de
aprendizagem, videos, imagens, textos, arquivos em pdf e slides. Para utilizar os
materiais basta que o usudrio tenha acesso ao link. O usuéario também podera salvar os
arquivos e utiliza-los de modo off-line. Na sua pagina inicial aparecem o titulo, o autor
(perfil do GeoGebra), a capa, uma breve descri¢do do produto educacional e o indice,

conforme Figura 1:

Figura 1 — Pagina inicial do GeoGebraBook

< GenGebra > Qo e

Dinamicidade e taxa de I Dinamicidade e taxa de variacdo de F1V

variagdo de F1V
Raiane Lemke, Renata Feuser, 02/06/2017

DINAMICIDADE E TAXA DE
VARIAGAO DE FUNGOES REATS
DE UMA VARTAVEL: UM
GEOGEBRABOOK.

Renara ¥ Silveira ¢ Tuanere 2. Siple

1. Apresentacdo

2. Derivadas: introducio

JOINVILLE, 2017

) . . Produto Educacional desenvolvido por Renata Feuser Silveira, sob orientaciio de Ivanete Zuchi Siple, no mestrado profissional do Programa de Pos-
3. Derivadas: interpretacio Graduacio em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias - PPGECMT, da Universidade do Estado de Santa Catarina. Abordamos algumas
aplicagbes de derivadas de funcdes de uma varidvel, em especial, taxa de variagdo. Este material esta relacionado a dissertagdo: “Dinamicidade no

Geométrica a ¢ A
Ensino de Célculo: uma proposta para taxa de variagio de funcées reais de uma variavel no GeoGebra."

Indice

4. Taxa de variacio
1. Apresentagio

1. Apresentagdo
2.Sobre as autoras

. 3. icones
5. Taxa de variagdo: esfera
4. Descricdo do produto educacional

Fonte: Silveira, 2017, p. 57.

O objetivo desse produto educacional ¢ propor uma abordagem dindmica para o
ensino de taxa de variagdo de F1V mediada pelas potencialidades do software
GeoGebra. Ao clicar no link deste produto educacional, o usuério encontrard a pagina
inicial e podera se direcionar ao capitulo desejado: Capitulo 1 — Apresentacdo; Capitulo
2 — Derivadas: introducao; Capitulo 3 — Derivadas: interpretacdo Geométrica; Capitulo
4 — Taxa de variacdo; Capitulo 5 — Taxa de variacdo — esfera; Capitulo 6 — Taxa de
variagdo — cilindro; Capitulo 7 — Taxa de variacdo — cone; Capitulo 8 — Taxa de varia¢do
— escada; Capitulo 9 — Conexdes com o Ensino Médio; Capitulo 10 — Sugestao de

avaliagdo; Capitulo 11 — Manual; Capitulo 12 — Deixe sua opinido.
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O destaque dado ao referido produto educacional, neste artigo, ¢ no capitulo 6.
Pois, ¢ neste capitulo que contém as atividades mencionadas nas experimentagdes
realizadas, ou seja, onde encontra-se a proposta de atividades que tem como objetivo
utilizar a regra da cadeia na resolucdo de problemas de taxa de variacdo envolvendo um

cilindro e explorar o aspecto dinamico do conceito de taxa de variacao.

ATIVIDADES DA EXPERIMENTACAO

A proposta dessas atividades (disponivel no capitulo 6) serd descrita de forma
breve, uma vez que a mesma poderd ser acessada na integra no proprio produto
educacional. A descri¢do dos demais capitulos podem ser encontradas na dissertagdo de
mestrado de Silveira (2017) assim como no produto educacional da autora.

Inicialmente sdo exibidos os objetivos das atividades e as nog¢des de taxa de
variagdo e regra da cadeia. Na sequéncia ¢ proposto um exercicio que tem como
objetivo determinar numericamente o valor da taxa de variacdo do volume de um
cilindro quando seu raio ¢ alterado (a resolug¢ao dessa questdo ¢ apresentada em arquivo
do PowerPoint).

Para explorar a situacdo problema proposta sugere-se a observagdao de imagens
de objetos cilindricos (tanques de armazenamento), apresentando-se algumas imagens
de cilindros. Sao realizados questionamentos sobre as semelhangas das figuras
apresentadas, do tipo: Ha relagdo entre um tanque de armazenamento e o Célculo? O
que ¢ um tanque de armazenamento? Como ¢ sua constru¢do? Qual € a sua finalidade?
Quais sdo seus formatos? Como classificar um tanque? Como ¢ sua utilizacdo? Quais
sdo suas dimensdes?

Em seguida, ¢ proposto a resolu¢ao da seguinte situagdo problema: A taxa de
variagdo do volume da d4gua em um tanque cilindrico esté relacionada a taxa de variagao
no nivel de agua do tanque. Um tanque cilindrico reto, inicialmente cheio de agua, tem
raio igual a 1 metro (m) e altura igual a 3 metros (m). Sabendo que a taxa do nivel

(altura) da agua dentro deste tanque diminui a 3/m metros por minuto (m/min),
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determine qual dos seis graficos abaixo (vide Figura 2) representa melhor a varia¢ao do

volume da 4gua em relagdo ao tempo: (justifique sua escolha).

Figura 2 — Opc¢des de graficos na situagdo problema do cilindro

Opgdes de grafico

4 o n

Fonte: Silveira, 2017, p. 60.

Primeiramente, ¢ sugerido que esta situagdo problema fosse resolvida no
ambiente do lapis e do papel, para depois as respostas serem confrontadas no ambiente
computacional com o OA cilindro. A Figura 3 ilustra o objeto de aprendizagem
“cilindro”. Na janela de algebra, o usuario entra com os dados do problema, o raio ¢ a
altura do cilindro, digita também a taxa de variacdo da altura e ho, que ¢ a altura inicial
da agua. Também temos a resolugdo algébrica da situacao (digitar no campo de entrada
“senha”, o nimero 51498, que aparecera itens, tais como a resolugdo algébrica e a lei da
funcdo do volume pelo tempo). Na janela grafica o usudrio pode arrastar o controle
deslizante do tempo e observar as mudancas que ocorrem. Tem-se também a
representacdo, a partir de alguns pontos, da fungdo do volume pelo tempo. Ja na janela

3D temos a representacao do tanque cilindrico e da agua que esta variando.
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Figura 3 — OA “cilindro”

I OA: nivel de dgua em um cilindro

with

= —3r + 0.42478

B o | Ponites
o | Fungia
Inclinagia

Fonte: Silveira, 2017, p. 61.

Depois de utilizar o OA “cilindro”, sugere-se o levantamento das seguintes
questoes:

a) Um tanque cilindrico reto, inicialmente cheio de agua, tem raio iguala I m e
altura igual a 3 m. Sabendo que a taxa do nivel (altura) da 4gua dentro deste tanque
diminui a 3/m/min, determine a taxa de variacdo do volume da 4gua deste tanque.
Depois de 2 minutos, qual serd, aproximadamente, a quantidade de agua neste tanque?
Depois de quanto tempo o tanque esvaziard completamente? Se o nivel de agua
estivesse inicialmente em 2.5 metros, qual seria a taxa de variagao do volume de agua
desse tanque? Por qué?

b) Qual serd a taxa de variacdo do volume de 4gua se a taxa do nivel da 4gua
dentro do tanque diminui a 4/T m/min? (Considere o tanque cheio,r=1me h =3 m)

¢) Qual serd a taxa de variagdo do volume, quando a taxa do nivel de agua

diminui a 3/T m/min, se o tanque estiver completamente cheio e tiverr=3 me h=1 m?
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d) Caso o tanque esteja inicialmente vazio, e tenha as dimensdesr=2meh =15
m, sendo que a altura cresce a uma taxa de 3/ m/min, qual serd taxa de variagdao do
volume da agua? Nessa situagdo, qual ¢ o comportamento do grafico a variagao do
volume da 4gua em relacdo ao tempo? Quanto tempo o tanque levard para encher
completamente?”

Como contextualizacao, sdo indicados dois videos envolvendo a tematica do
cilindro, clicando em videos o professor/usudrio podera acessar os videos: “Modelo do

Vazamento de um Tanque” (disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?

v=KyeHOudgAes>. Acesso em 29 jul. 2021) e “Oficina de construcdo de cisterna de

placas para armazenamento de 4gua das chuvas” (Disponivel em: <https://
www.youtube.com/watch?v=mim_r6bHOE8>. Acesso em 29 jul. 2021). Em materiais,
estao disponibilizados slides em PowerPoint com a sequéncia aqui mencionada.

Diante do exposto descreve-se, na proxima sec¢do, duas das quatro
experimentacdes realizadas com o OA do cilindro e os resultados que foram obtidos em

relacdo a essas experimentagdes.

EXPERIMENTACOES E RESULTADOS DO OBJETO DE APRENDIZAGEM

Esta secdo apresenta dois momentos referente a experimentagao realizada com o
OA do cilindro cujo objetivo principal foi colher as contribuigdes e sugestdes de
melhoria para o produto educacional, tanto em nivel de implementacio, no GeoGebra,
quanto da ordem de desenvolvimento das atividades, envolvendo o aspecto dinamico da

taxa de variagao.

Experimentacio na turma de mestrado — disciplina de Fundamentos do Calculo

A pesquisadora aplicou a atividade (inicialmente dividida em trés atividades)
referentes ao objeto de aprendizagem de taxa de variacdo do volume da agua de um
tanque cilindrico em uma turma de Pos-graduacdo, na disciplina de Fundamentos do

Calculo (FCA), em uma universidade publica, com quatro participantes, sendo um deles
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uma professora de Calculo da instituicdo, a professora da disciplina de FCA e outros
dois mestrandos. Vale destacar que, na ocasido, a pesquisadora era mestranda da
disciplina. Visto que, os objetivos da disciplina eram reconhecer, refletir e aprofundar as
ideias fundamentais do Célculo, em termos de teoria e pratica, buscando compreender
os elos entre os contetidos da Matematica de nivel universitario com o Ensino Médio,
propiciando oportunidades que possam enriquecer a formagdo do professor. Nessa
perspectiva, os mestrandos de FCA foram motivados pela professora da disciplina a
apresentarem uma pratica envolvendo um determinado conteudo de Célculo que
possibilitasse estabelecer conexdes entre o Ensino Superior ¢ o Médio. Surgiu, entdo, a
possibilidade de realizar a primeira experimentagdo do OA envolvendo cilindro, uma
vez que o cilindro ¢ um contetido abordado desde o Ensino Fundamental. Alguns dias
antes da experimentacdo da pratica foi solicitado pela pesquisadora, por e-mail, que os
participantes trouxessem seus notebooks para utilizarem em sala de aula no dia da
experimentacao.

No dia da préatica os participantes foram acomodados em uma sala de aula e a
atividade foi iniciada apresentando algumas imagens (vide Figura 4) de diferentes
tanques de armazenamento em formato cilindrico, questionando-os o que aqueles

tanques de armazenamento tinham em comum.

Figura 4 — Apresentagdo das imagens do cilindro
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Fonte: Silveira, 2017, p. 66.

Em relagdo as imagens apresentadas no PowerPoint, o objetivo foi atingido. Em
geral, os participantes responderam que os objetos das imagem serviam para armazenar
algo e que tinham formatos cilindricos.

Na sequéncia, foi entregue uma primeira atividade (um problema de vazao) para
os participantes resolverem com lapis e papel. Foi solicitado que respondessem
individualmente e entregassem seus registros, para posterior analise. O objetivo dessa
atividade era que os participantes identificassem geometricamente qual o grafico que
representava a melhor variacdo do volume da 4gua em relagdo ao tempo.

Depois de alguns minutos, em plendria, discutiu-se sobre a representacao grafica
da variagdo do volume em fun¢do do tempo. Um dos participantes respondeu que o
grafico seria uma fun¢do do primeiro grau decrescente. Nos registros recolhidos, um
dos participantes justificou apresentando os calculos envolvidos. Notou-se que todos os
participantes na experimentagdo responderam corretamente a atividade 1 (Figura 2).
Assim, foi concluido que o grafico que representa melhor a variagdo do volume da dgua
em relacdo ao tempo era uma funcao afim decrescente (alternativa d), ou seja, a taxa
decresce de modo constante, sendo seu comportamento uma fun¢do polinomial do 1°
grau.

E importante ressaltar que, em um primeiro momento, os graficos apresentados
para andlise dos participantes estdo representados na Figura 5(a). Como resultado da

experimentacdo, uma das contribui¢des de melhoria para esta primeira atividade,
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sugerida pela professora da graduagdo, foi a alteracdo das op¢des de resposta do grafico,
para tanto, uma alternativa passou a ser uma fung¢do constante positiva € a outra uma
funcdo constante negativa (vide Figura 5(b)), e ainda, foi solicitado para justificar a
resposta, pois as novas op¢des de respostas nos graficos poderiam induzir os estudantes
ao erro, alguns poderiam pensar que a taxa de variacdo seria uma fun¢do constante. As

alteragOes foram realizadas e incorporadas na versao final do produto educacional.

Figura 5(a) e (b) — Representacdo grafica da variacdo do volume em func¢ao do tempo

& 8 0 @ o

Fonte: Silveira, 2017, p. 63.
Fonte: Silveira, 2017, p. 68.

Ja na segunda atividade, foi entregue a situagdo problema mencionada na se¢ao
anterior, e solicitado a resolu¢do da mesma, sendo que os participantes ficaram livres
para discutirem entre si. O objetivo desta atividade era determinar algebricamente, para
uma situacdo especifica, a taxa de variagdo do volume da agua num tanque de
armazenamento. A analise dessa atividade foi embasada nas observagdes em sala e nos
registros entregues pelos participantes. Foi observado que os participantes ndo tiveram
dificuldades em responder os questionamentos propostos. Nos registros da
pesquisadora, foi possivel constatar que todos acertaram essa atividade.

O OA “cilindro” foi disponibilizado, num segundo momento, apds o0s

participantes terem realizado as atividades 01 e 02, no ambiente lapis e papel, para que
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eles pudessem explorar a situagdo proposta, bem como simular novas dimensdes para o
formato do tanque cilindrico confrontando as conjecturas realizadas a priori, bem como
explorar a atividade nos diferentes registros de representacdo (geométrico e algébrico).

Dando continuidade na experimentacdo foi apresentada a terceira atividade, a
qual consistia na utilizacdo do software GeoGebra. Os participantes deveriam realizar
simulacdes no ambiente tecnologico e descrever o que estava acontecendo. Para realizar
a atividade 3 — simula¢des no software GeoGebra - foi apresentado e disponibilizado o
OA no GeoGebra e solicitado para responder os questionamentos propostos (ja
apresentados na se¢do anterior).

No decorrer da terceira atividade, foi solicitado a formagao de duplas ou grupos
para responder as questdes. Constatou-se que uma das duplas respondeu as questdes
primeiramente no papel e s6 depois utilizaram o OA disponibilizado no GeoGebra.
Neste momento a pesquisadora notou que os participantes ficaram interessados com a
simulagdo dinamica do OA “cilindro”, sendo que um dos participantes comentou “ndo
sabia que era possivel representar ao mesmo tempo o cilindro esvaziando e a fun¢ao no
GeoGebra”. Como resultado da experimentagdo da atividade 3, os participantes
sugeriram melhoras para o OA no aplicativo, assim foram efetuados os ajustes para
posterior experimentagdes do OA “cilindro” (conforme Figuras 6 e 7). As alteracdes
foram: fixacdo das caixas de entrada dos valores, fixacao do grafico, altera¢do da cor de

fundo azul nos campos numéricos.

Figura 6 — Objeto de aprendizagem no GeoGebra — proposto inicialmente

Entrar

Fonte:
Silveira,
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Figura 7 — Objeto de aprendizagem no GeoGebra — com alteracdes

Janela ge Visuakzagio 2
voy

Fonte: Silveira,
2017, p. 70.
Ainda em
relagdo as - sugestoes

de melhorias, realizou-se a juncao da atividade 2 com a atividade 3 e foi acrescentado a
questao para considerar um tanque cilindrico reto, cheio de d4gua, com medida de raio r
metros, altura 4 metros e solicitado para determinar qual a taxa de variagdo do volume
no instante em que o nivel da agua ¢ igual a A metros, sendo que, a medida do nivel
(altura) da agua dentro deste tanque diminui £ m/min, sendo & uma constante.

De acordo com a pesquisadora as contribui¢cdes oriundas dessa pratica foram
relevantes, tanto no que diz respeito a implementacdo do OA “cilindro” quanto na
proposi¢ao dessa pratica. Os participantes, baseados em suas experiéncias, verificaram
que era necessario adaptar as possibilidades de representacdo grafica da varia¢do do
volume. Além, dos aspectos de layout, cores, tamanhos do OA implementado no
ambiente GeoGebra. Assim, essas contribuigdes foram implementadas pela

pesquisadora e utilizadas na nova versao.

Experimenta¢io da proposta na turma de mestrado — disciplina de Fundamentos

da Matematica

No semestre seguinte, a pesquisadora aplicou as atividades referente ao objeto
de aprendizagem de taxa de variacdo do volume da agua em um tanque cilindrico na
segunda turma de mestrado, na universidade ja4 mencionada anteriormente, na disciplina
de Fundamentos da Matematica, com quinze mestrandos. Nesta pratica, o professor da
disciplina cedeu sua aula para a pesquisadora aplicar o OA “cilindro” e apresentar o

GeoGebraBook com o intuito de colher sugestdes de melhoria dos mesmos. O professor
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da disciplina optou por ndo participar da pratica. Ao iniciar, os mestrandos ja se
encontravam na sua sala de aula de costume, que por sinal era um laboratério de
informatica.

Ao iniciar a aula, a pesquisadora solicitou aos mestrandos a autorizag¢ao para uso
das respostas das atividades realizadas, colhendo a assinatura dos mesmos no termo de
consentimento. Assim como na experimentacdo anterior, foram mostradas algumas
imagens de tanques de armazenamento de formato cilindrico (no PowerPoint) e os
mestrandos foram questionados sobre o que elas tinham em comum, sendo que, o
objetivo era que identificassem o formato das imagens apresentadas. A primeira
atividade foi entregue e solicitado que eles respondessem no ambiente lapis e papel. Foi
permitido resolver em duplas. Apds o recolhimento das atividades, de acordo com as
observagoes da pesquisadora, dois mestrandos estavam aflitos e relataram nao lembrar
mais de derivadas.

Em relacdo aos dados obtidos, 13 mestrandos responderam corretamente a
representacao grafica (alternativa “d”) e dois responderam a alternativa “b”, sendo que a
maioria utilizou calculos para justificar a escolha da resposta. Um dos participantes
respondeu “quanto maior o tempo menor o volume” e identificou o comportamento
grafico erroneamente, ou seja, a no¢ao intuitiva estava correta, porém nao transitou
entre os diferentes registros para analisar como ocorria a variagdo dessa taxa.

Depois que os mestrandos entregaram a primeira atividade, foi apresentado o
OA “cilindro” no GeoGebra. De acordo com os registros da pesquisadora, via
formulario on-line, foi constatado maior interesse na atividade. Sendo assim,
compreende-se que a visualizacdo dindmica e grafica da variagdo do volume da 4gua em
relagdo ao tempo possibilitada pelo objeto de aprendizagem pode ter proporcionado um
melhor entendimento da situagdo apresentada, principalmente para os mestrandos que
ndo haviam respondido corretamente a atividade no ambiente lapis e papel.

Na sequéncia, apos entrega da atividade 2, foi solicitado aos mestrandos que
acessassem o OA “cilindro” disponivel no GeoGebra, e que resolvessem as questoes
solicitadas. Nesta aplicacdo, as atividades 2 e 3 ja foram unificadas, conforme sugestao

dos participantes da primeira aplicacdo. Desta vez, foi possivel observar, nos relatos da

EM TEIA — Revista de Educacéo Matematica e Tecnoldgica Iberoamericana — vol. 13 — nimero 1 — 2022
Este trabalho esta licenciado com uma_Licen reativ mmons Atribuica BY) 4.0 Intern


https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

67

pesquisadora, que seis dos mestrandos (40% do total de participantes) resolveram as
questdes no ambiente lapis e papel e s6 depois utilizaram o OA do GeoGebra, os demais
responderam apenas com as simulacdes no GeoGebra.

Neste dia, os mestrandos foram apresentados ao GeoGebraBook, em constru¢ao,
com o intuito de receber contribui¢cdes para o aprimoramento do produto educacional.
Em sala de aula, foi apresentado como ter acesso ao produto educacional, explorando o
referido produto. Para as sugestdes/comentarios de melhoria, a pesquisadora
disponibilizou um link no GeoGebraBook, pelo Ambiente Virtual de Aprendizagem
Moodle, contendo um questiondrio do google docs. para que os mestrandos pudessem
realizar suas sugestdes até um dado prazo.

Depois de uma semana da experimentagdo desta pratica a pesquisadora realizou
a coleta dos registros no questionario do google docs., no qual os mestrandos deixaram
comentarios, sugestdes e/ou contribui¢des. Os comentarios e sugestoes de modo geral
apresentaram pontos fortes e alguns fracos, tais como: “Nunca vi o GeoGebra de forma
tdo dinamica”, “Muito interessante sai dos moldes tradicionais e facilita a
aprendizagem”, “Tentar ser objetivo, sem muitos textos e imagens”, “Poderia ter um
material de instrugdes”.

Diante destes comentarios a pesquisadora percebeu que, de modo geral, a
proposta das atividades chamou aten¢do dos participantes devido a maneira dindmica de
ser abordada. Porém, também foi destacada pela pesquisadora a necessidade de um
material de instrugdes destinado para usuarios que possivelmente ndao possuem
familiaridade com o GeoGebra. Dessa forma, aderiu-se a sugestdo e o material de

instrugdes encontra-se disponivel no produto educacional.

CONSIDERACOES FINAIS

Com este artigo percebemos que o uso da tecnologia, em especial o software de
geometria dinamica GeoGebra, cria a possibilidade de potencializar o ensino de Calculo
Diferencial, mais especificamente o ensino de taxa de variacdo de F1V, tornando-o

assim mais interessante ao olhar dos estudantes.
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A visualizagdo “atraente” dos objetos de aprendizagem desenvolvidos no
GeoGebra, gerada na tela do computador, associada a dinamicidade desse software pode
oportunizar ao estudante formular, conjecturas, resolver situagdes e até mesmo construir
alguns conceitos matematicos, como por exemplo, taxa de variagdo e reta tangente.
Neste sentido, tem-se o intuito de divulgar um GeoGebraBook ja concebido e com
potencial para o ensino de Calculo, por ser dindmico, por poder ser adaptado/editado,
facil de compartilhar, organizado, com opg¢des de recursos, pela possibilidade de inserir
pdfs, videos, link, imagens, texto, equacdes, etc. E, ainda, pela possibilidade de o
usudrio baixar os OAs e trabalhar de modo off-/ine em qualquer momento.

Ao aplicar o OA “cilindro” foi possivel constatar as contribuicdes e sugestoes de
melhoria para o produto educacional, tais como: alteragdo da sequéncia didatica das
atividades, modificagdes nas opg¢des de resposta da situacdo problema, fixacdo das
caixas de entradas dos valores nos OAs desenvolvidos no GeoGebra, entre outras, sendo
que as mesmas foram implementadas e constam na versao final do produto educacional.

E importante destacar que o produto educacional gerado nio ¢ fechado, ou seja,
qualquer usuario do GeoGebra podera utilizad-lo, adapta-lo, gerando um novo
GeoGebraBook com as ideias propostas. O intuito ndo ¢ impor ou trazer algo fechado,
acabado, mas sim trazer sugestoes, indicacdes, propostas para que possa favorecer uma
abordagem dindmica de alguns contetdos de Calculo como, por exemplo, a reta
tangente e a taxa de variacdo de F1V. A utilizagdo do software GeoGebra permite que
alguns conceitos de Célculo sejam explorados por meio de construgdes ndo estaticas,
que podem ser manipuladas e proporcionar uma percepc¢ao diferente do Célculo.

Como sugestdo para trabalhos futuros, propomos aplicar essas atividades, ou
algumas delas, em uma turma do Ensino Médio e realizar anélises do aprendizado dos
estudantes. Outra sugestao seria a implementacao de outros OAs, como por exemplo, de
carros se aproximando, avido decolando, dentre outros que possam relacionar a outras
areas do conhecimento, como a Fisica.

Espera-se que o produto educacional desenvolvido, apresentando parcialmente

neste artigo e que contém OAs pertinente ao conteudo de taxa de variagdo de F1V,
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assim como, as ideais aqui apresentadas e discutidas, possam contribuir para pratica de

outros professores, assim como tem contribuido para a nossa.
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