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Resumo

Este trabalho descreve o processo de modelagem utilizando o software GeoGebra para o calculo da
medida da area ocupada por dois lagos situados em um parque na cidade de Ituiutaba no Tridngulo
Mineiro. Para a realizag@o do estudo, inicialmente foi feita uma pesquisa de cunho histérico acerca do
Teorema Fundamental do Calculo, com intuito de compreender a construgdo dos conceitos envolvidos
no teorema, que foi ferramenta fundamental na construgdo dos modelos. Na sequéncia, foi produzido
um levantamento de informagdes sobre o parque onde os lagos estdo localizados e imagens via satélite
dos lagos foram obtidas na internet e plotadas no software, com intuito de proceder a um ajuste de curva
e encontrar um modelo que ajudasse a resolver o problema. Apods a obtencao das equagdes que
modelaram as curvas sobre o contorno dos lagos, foram adotados processos de integracdo que
permitiram encontrar a medida das areas procuradas. Como resultado, foi possivel compreender cada
uma das etapas do processo de modelagem e evidenciou-se que a modelagem matematica viabiliza
despertar o espirito investigativo e que o desencadeamento da constru¢do de um modelo se assemelha
muito ao processo historico de construgdo de um conceito.

Palavras-chave: Modelagem matematica. Teorema Fundamental do Célculo. Integral. Historia
da matematica. Intuicao.

Abstract

This work describes the modeling process using the GeoGebra software to calculate the measurement
of the area occupied by two lakes located in a park in the city of [tuiutaba in the Minas Triangle. In order
to carry out the study, a historical research about the Fundamental Theorem of Calculus was carried out,
in order to understand the construction of the concepts involved in the theorem, which was a
fundamental tool in the construction of the models. Then, a survey of information about the park where
the lakes are located was produced and satellite images of the lakes were obtained on the internet and
plotted in the software, in order to make a curve adjustment and find a model that would help to solve
the problem. problem. After obtaining the equations that modeled the curves on the contours of the
lakes, integration processes were adopted that allowed the measurement of the areas sought. As a result,
it was possible to understand each of the stages of the modeling process and it became evident that



mathematical modeling makes it possible to awaken the investigative spirit and that the triggering of the
construction of a model is very similar to the historical process of building a concept.

Keywords: mathematical modeling. Fundamental Theorem of Calculus. Integral. History of
Mathematics. Intuition.

Introduciao

Cada vez mais pesquisas vém sendo desenvolvidas na area da educag@o com o intuito
de buscar estratégias e métodos que possam aperfeicoar os meios de ensino e aprendizagem.
Isso acorre em razdo da importancia da educacao na sociedade, sendo fundamental ndo s6 na
prosperidade cientifica, mas também como um agente necessario na formagao de cidaddos. Sua
relevancia vai desde ensinar operagdes basicas matematicas a linguagens de comunicagao, além
do desenvolvimento do pensamento critico.

Paralelamente, estudos nas diferentes areas do conhecimento, como Geografia, Ciéncias
Biologicas, Sociologia e outras, surgem para aprimorar técnicas usadas no meio académico,
que sejam capazes, por exemplo, de promover o interesse e ajudar na aprendizagem dos
conteudos apresentados aos alunos, tanto no Ensino Fundamental e Médio quanto no Superior.
Nao diferente, as pesquisas feitas em Educacdo Matematica, considerando sua relevancia nas
mais diferentes areas, sdo fundamentais ao trazerem contribui¢cdes ao processo de ensino e
aprendizagem.

De acordo com Tatto e Scapin (2004), é perceptiva no convivio com os alunos a rejeicao
quando se deparam com a Matematica. Por conseguinte, ao ingressar nas universidades ou no
mercado de trabalho, a maioria desses alunos opta por profissdes que ndo envolvem o raciocinio
matematico. Além de buscar meios que promovam um maior interesse por parte dos alunos, ¢
fundamental reconhecer as consequéncias negativas propagadas por profissionais que tiveram
experiéncias pouco exitosas com a Matematica, gerando, assim, um ciclo.

A partir disso, esta pesquisa pretende abordar algumas das estratégias que possam
contribuir para o aprendizado matematico, especificamente do Teorema Fundamental do
Célculo, que relaciona a diferenciagdo e a integracdo, apresentado no curso de Calculo
Diferencial e Integral 1. E indiscutivel a relevancia de tal teorema como uma das ferramentas
mais importantes do Calculo Diferencial e Integral, sendo usada desde a Matematica Pura até
aplicagdes variadas nas demais ciéncias exatas, ci€ncias tecnologicas, engenharias e outras.
Portanto, ¢ importante buscar aspectos que possam contribuir em seu processo de ensino e
aprendizagem.

Para o avango da pesquisa, inicialmente foram feitas uma busca bibliografica e uma

analise histérica acerca do desenvolvimento do teorema, possibilitando uma perspectiva
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teorica. Posteriormente, foi apresentada uma das aplicagdes do teorema por meio da modelagao
com o auxilio do software GeoGebra. A apuragdo de cunho bibliografico e a aplicagdo do
teorema propiciaram compreender a importancia de varios aspectos relacionados ao teorema,
por exemplo, o cdlculo da area de um segmento parabdlico, feito por Arquimedes, o que
culminou no entendimento do processo construtivo ao longo da histéria, considerando a
importancia da assimilagdo de aspectos epistemologicos do conceito, viabilizado mediante
aplicacdes por meio de ferramentas tecnoldgicas.

O desenvolvimento desse teorema se deu a partir da busca de solugdes para problemas
praticos de aplica¢do, sendo importante a contribuicao de sua anélise historica e epistemologica
na formagdo de conceitos. Na maioria dos cursos de Calculo, a diferenciagdo ¢ apresentada
antes da integracdo, o que vai de encontro a construc¢ao histérica. Segundo Grande (2013), a
integracdo surgiu a partir do processo de somatdrios relacionados a comprimentos, areas e
volumes, enquanto as ideias de diferenciacdo foram discutidas sobre tangentes a curvas,
maximos ¢ minimos de uma funcao.

De acordo com Eves (2004), inicialmente foi Isaac Barrow (1630-1677) que deu os
primeiros passos para o Teorema Fundamental do Célculo, que mais tarde foi aperfeigoado por
Isaac Newton (1643-1727) e Leibniz (1646-1716). Apesar de o foco principal ser o teorema,
faz-se necessario pesquisar as origens do Calculo até a sofisticada andlise atual e, além da
importancia dos caminhos que levaram ao teorema, visualizar a aplicacdo que o estimulou.

Ademais, em busca de elementos que despertem o interesse dos alunos, a tecnologia
viabiliza atividades interativas. O GeoGebra ¢ um software que auxilia em tarefas matematicas
desde a Geometria até o Calculo. O processo do calculo da medida da area efetuado pelo
GeoGebra, de acordo com Grande (2013), assemelha-se as somas de partes desenvolvidas por
Fermat, uma das principais ideias utilizadas no desenvolvimento do Teorema Fundamental do

Calculo.

A intuicio e o desenvolvimento historico do teorema

E indiscutivel a importancia do Calculo Diferencial e Integral na Matematica e nas
demais ciéncias exatas, como a Fisica e a Quimica. Nao obstante a grande relevancia dos
conceitos teoricos do Calculo, Grande (2013) aponta que a maioria dos alunos se prende a
compreensdo algébrica e métodos de resolucdo de exercicios. Por conseguinte, quando se
deparam com representacdes geométricas, ndo conseguem relaciona-las com os conceitos,

prejudicando o prosseguimento do processo de ensino.
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E inerente o papel da intuicdo e da criatividade no desenvolvimento das ciéncias, e na
Matematica ndo ¢ diferente. Sobre a intuicdo e a criatividade, Paty (2010) traz a relag¢do entre o
racional e o criativo defendida pelo filésofo, matematico e fisico Henri Poincaré, que enfatiza
que a criagdo cientifica ¢ sua liberdade. O autor destaca que tanto para Poincaré como para
Einstein as ideias de racionalidade e inteligibilidade caminham juntas com a intuicdo e a
inven¢do. Para Poincaré (1995), ndo s6 os matematicos intuicionistas partem da intuicdo, mas
também os analistas, que tém como fundamento inicial a 16gica e manifestam a intui¢do em
algum momento em seu processo de desenvolvimento cientifico. Isso ocorre em razdo do
processo natural da intuicdo no racional humano.

O objetivo principal dos conteidos matematicos para Avila (1999) ¢é transmitir ideias, o
que as vezes nao acontece em virtude da apresentacdo de conceitos carregados de rigor, em que
se perde a esséncia inicial. No processo de ensino e aprendizagem, baseando-se nos
apontamentos de Paty (2010), € necessario que se estimule a intui¢do dos alunos na construg¢ao
de novos conceitos a partir do conhecimento prévio adquirido. No entanto, ¢ importante que,
ao final, seja apresentado o conteido com o devido rigor matematico, o qual ¢ essencial na
formagdo do conceito.

A intui¢do ndo deve ser vista como suficiente na criagao cientifica. Para Grande (2013),
ela € o saber espontaneo que surge inicialmente. Ainda assim, ¢ fundamental o uso da logica e
do rigor no avanco de estudos até a sua conclusdo. Uma forma de assimilar o rigor com a
intui¢cdo € investigar como se deu a formagao do conhecimento, sendo a historia uma ferramenta
essencial para entender o processo de criagdo de determinado conceito. Outro aspecto
significativo que a historia traz ¢ a concepcao fragmentada e gradual da criagdo cientifica.

No decorrer do desenvolvimento do Calculo até o que se tem atualmente, observa-se
que, inicialmente, as teorias foram desenvolvidas a partir de estimulos de outras ciéncias, em
especial a Fisica. Esse fato explica o crescimento paralelo da Matematica e das outras ciéncias,
além dos grandes estudiosos que se destacaram tanto na Matematica quanto na Fisica.
Apresentar aos alunos o desenvolvimento proporciona a visualizagdo da constru¢do dos
conceitos e teoremas, o que torna o conteudo mais cognoscivel.

Diante do exposto, ¢ pertinente iniciarmos o estudo do Teorema Fundamental do
Célculo a partir de uma andlise historica em busca de seus estimulos e desenvolvimento. O
Calculo Diferencial e Integral, tal qual o conhecemos hoje, ndo surgiu de forma isolada, sendo
possivel identificar vérias circunstancias que levaram ao desenvolvimento do Teorema
Fundamental do Calculo. Existiu também uma grande influéncia do contexto historico em que

estavam inseridos os estudiosos que contribuiram para o desenvolvimento desse conceito.
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O relato mais avangado a respeito de areas de curvas ocorreu pelo método de exaustio
de Eudoxo, o matematico, astrébnomo e filosofo grego que realizou os primeiros calculos por
meio da aproximagdo sucessiva de poligonos contidos na curva. E expressa a seguinte
preposicao:

Se de uma grandeza qualquer subtrai-se uma parte ndo menor que sua metade,
do restante subtrai-se também uma parte ndo menor que sua metade, e assim
por diante, se chegard por fim a uma grandeza menor que qualquer outra
predeterminada da mesma espécie (EVES, 2004, p. 419).

Todavia, o método de Eudoxo era aplicado somente aos calculos aproximados dos
poligonos conhecidos pelos estudiosos da €poca, o que inviabilizava o calculo de algumas
curvas, além de erros significativos de aproximagao.

Outro teorico que utilizou o mecanismo do célculo por exaustdo foi Arquimedes (c.
212 a.C.), no entanto o estudioso se aproximou mais do método adotado atualmente.
Arquimedes usou a geometria de uma parabola como forma de calcular a area. O teorema foi
enunciado da seguinte forma: “Enunciarei o primeiro teorema que descobri por métodos
mecanicos, isto ¢: qualquer segmento de parabola ¢ quatro tercos do tridngulo com a mesma
base e igual altura” (AVILA, 1986, p. 32). Grande (2013) faz a seguinte interpretagio do
teorema:

Figura 1 — Area de um segmento parabélico por Arquimedes

. c
Fonte: Grande (2013)
4
Ap = § . AT

Sendo AP = area do segmento parabdlico e AT = area do triangulo ABC, ¢é possivel ver
a demonstracdo mecanica completa em Grande (2013).
Arquimedes desenvolveu o calculo pela quadratura de pardbolas, e Eves (2004)

descreve os passos utilizados em seu desenvolvimento até a proposicao final.
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Figura 2 — Pontos de segmentos parabodlicos

B

Fonte: Eves (2004, p. 421).

Na Figura 2 tém-se C, D, E como os pontos do arco de segmento paraboélico, que sdo
obtidos pelos pontos médios L, M e N de AB, CA e CB, respectivamente. Isso viabiliza tragar
os segmentos LC, MD e NE paralelos ao eixo da parabola e passando pelos pontos médios

dados. A partir da geometria da parabola, Arquimedes chegou a seguinte conclusao:

A ABC

A CDA+ ACEB = 2

O raciocinio pode ser repetido sucessivamente,

AABC + 225C L 225 4 L 4 225 _ A ABC (1+1+i+---+i)= 2 A ABC,
4 4 4n 4 42 4n 3

até chegar a conclusao final.

Arquimedes desenvolveu diversas maquinas e engenhos, além de alguns artefatos para
guerra, o que contribuiu diretamente para os estudos fisicos e matematicos do cientista. Apesar
da relevancia de seus resultados para a integracdo, somente em 1450 que a Europa Ocidental
conheceu suas pesquisas. A Europa Ocidental do século XV foi marcada pelas grandes
navegacdes, avangos decorrentes do estudo da mecanica, que convergiram para o Teorema
Fundamental do Calculo.

Durante séculos foi predominante a geometria grega para resolver problemas praticos,
e, com a evolugdo da algebra desenvolvida pelos arabes, por volta dos séculos XIV e XV, os
estudos acerca do Calculo Diferencial e Integral tiveram progressos significativos, por exemplo,
a relacdo estabelecida por Nicolau Oresme (1323-1382) entre a velocidade instantinea e o
tempo, que caracteriza o movimento. Esse fato, de acordo com Boyer (1996), propulsionou o
estudo das fluxdes e dos fluentes, explorado posteriormente por Isaac Newton (1643-1727).

Com o intuito de solucionar problemas decorrentes de areas em sua segunda lei do
movimento planetario e resolver o calculo de volume de barris, Johann Kepler (1571-1630)

adotou os métodos de célculo de areas de curvas ja estudados. Contudo, Kepler ndo fez uso do
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rigor matematico de Arquimedes para efetuar os célculos, dificultando calculos exatos e
avangos na integragao.

Os primeiros passos da diferenciacdo se originaram em consequéncia de problemas
relacionados a tracos de tangentes a curvas e a determinagdes de maximos e minimos de
fungdes. O primeiro indicio do método da diferencial foi exposto em 1629 por Fermat (1607-
1665). As ideias de Fermat, como ficaram conhecidas, propunham o célculo de maximos e
minimos de uma fung¢do. Kepler (1571-1630) havia constatado que os incrementos de uma
funcdo sdo infinitesimais em relacdo aos vizinhos, quando estes sdo pontos de maximo ou de
minimo comum.

A partir dos estudos de Kepler, Fermat formulou um processo capaz de determinar a
reta tangente através de um ponto e de uma curva, sendo sua a equagdo cartesiana conhecida.

O método pode ser brevemente descrito:

Se f{x) tem um maximos ou minimos comum em x ¢ se e ¢ muito pequeno,
entdo o valor de f{x - ¢) € muito proximo ao de f{x) de tal modo que podemos
experimentar fazer f(x — e) = f(x). Para tornar essa igualdade correta, impor
que e assuma o valor de zero. Dessa forma, as raizes da equacao resultante

dardo, entdo, os valores de x para os quais f{x) assume um maximo ou um
minimo (EVES, 2004, p. 429).

Apesar da falta de rigor e do uso ndo frequente do conceito, ¢ possivel assimilar a
descri¢do do método desenvolvido por Fermat por meio de notacdes modernas da seguinte

forma:

y fx+h)—f(x)
im =0
h—-0 h

ou seja, tomar a derivada de f(x) em x igual a zero.

Paralelamente, Fermat desenvolvia o calculo de areas de curvas a partir dos resultados
apresentados por Cavalieri. Boyer (1996) mostra como foram originadas as principais ideais
que levaram Fermat ao resultado final. Considerando uma curva y = x™ e a area dessa mesma
curva desde x = 0 até x = a, e em seguida dividindo esse intervalo em subintervalos, como na

imagem:
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Figura 3 — Aproximacao de area sob a curva por meio de retangulos

7/

Fonte: Boyer (1996, p. 240)
Para entender o raciocinio do autor, tomam-se os pontos como abscissa a, aE, aE?, aE?
... onde E ¢ uma quantidade menor que um. Para obter as areas dos retdngulos circunscritos
foram levantadas as ordenadas e para determinar as areas dos retangulos circunscritos de
aproximagcdo foi usada a progressdo geométrica a™(a — aE), a"E™(aE — aE?),a"E*"(aE? —
aE?), ... ou seja,

a™1(1-E) a1

1-En+1 1+E+E2+-+ EN '

Com o intuito de tornar cada vez mais estreitos os retangulos, supde-se que E tende a 1
e assim a soma dos retangulos se aproxima cada vez mais da curva. Ao fazer E = 1 e substituir
na formula anterior, chega-se a (a™*1)/(n + 1) a area procurada sob a curvay = x™. O modelo
se faz analogo para valores racionais fracionarios da forma p/q e tomando n=p/q.

Apesar das contribuicdes tanto na integragdo quanto na diferenciagdo, Fermat ndo
relacionou seus resultados, considerando-os de diferentes areas e com a inteng¢ao de solucionar
questdes distintas. John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677) sdao tidos como
antecessores de Isaac Newton no tocante ao estudo avangado e aprimorado do Célculo. Foi a
partir de conhecimentos prévios que Newton conseguiu definir com rigor 0s novos conceitos a
serem apresentados.

Os trabalhos de Wallis passam pela analise de séries até a discussdo das conicas como
curvas de segundo grau, que antes eram vistas apenas pela visdo geométrica, como secc¢des de
um cone. Wallis desenvolveu estudos que faziam mengdo as obras de Descartes e Cavalieri,
contribuindo significativamente com novas descobertas a respeito da integragdo. Durante esse
processo, o0 matematico chegou a um resultado equivalente ao método de Fermat no calculo de

integrais, que mais tarde recebeu a notagdo moderna habitual:

1

1
[Fx™ dx = —,
0 n+1

com 7 podendo assumir valor inteiro, fracionario ou negativo diferente de -1.
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Em sua obra Lections Opticae et Geometricae, 0 matematico Barrow da os primeiros
passos para diferenciagdo de forma semelhante ao processo moderno. Eves (2004) descreve a
demonstragao de forma sucinta:

Figura 4 — Suposi¢ado da tangente

OI/TINM

Fonte: Eves (2004, p. 435)

Supde-se que a finalidade ¢ obter uma tangente a curva no P, mostrado na Figura 4, e Q
um ponto proximo a P também pertencente a curva. Barrow considerava os triangulos PTM e
PQR praticamente semelhantes e o tridngulo PQR indefinidamente pequeno, estabelecendo a

relacdo:

RP _MP
QR TM

Tomando como coordenadas de P x e y, consequentemente as de Q sdox — QR e y— RP.

Consequentemente ¢ dada a equagdo da curva:

OT = OM — TM = OM — MP (QR)
N - RP

Denotando QR = e ¢ RP = q, a equagdo assume a forma: 0T = x —y (2), onde a/e € o

moderno dy/dx.

A partir disso, Edwards Jr. (1979, p. 139) estabeleceu que Barrow mostrou o mesmo

DF A(x ~ . . p , N
que = AExg)) , em notacdo moderna. Ademais, foi possivel constatar que TF ¢ tangente a
f(x0)

curva z = A(x), e, como ja havia sido descoberto, a reta tangente toca a curva em um unico

ponto. Conclui-se que

[...] se Barrow tivesse apresentado analiticamente a reta TF,
com inclinagdo Ac(xy ) propriamente definida, poderia ter chegado a Ac(xy )=
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fxo ), ou seja, poderia ter formulado de modo explicito o Teorema
Fundamental do Calculo (ANACLETO, 2007, p. 35)

Apesar do desenvolvimento de Barrow, foi Newton, discipulo de Barrow, que enunciou
o Teorema Fundamental do Céalculo com rigor matematico; ele percebeu a relagao inversa entre
diferenciagdo e integracdo. Boyer (1996, p. 291) expressa que Newton ¢ considerado o criador
do Calculo porque foi o unico capaz de assimilar e explorar a relagdo inversa entre a inclinagao
da reta tangente e drea por meio de sua nova analise infinita.

Segundo Anacleto (2007), Newton descreveu a relagdo como “fluxdes os aumentos das
velocidades dos movimentos, e de fluentes as quantidades geradas”. Da interpretagao
geométrica segue que a relacdo entre calculo da area sob uma curva com o tragado de tangentes
a curva.

Figura 5 — Representagdo do método proposto por Newton

Fonte: Baron (1985, p. 31 apud ANACLETO, 2007, p. 430).

Mais tarde, Leibniz (1646-1716), em 1686, publicou um artigo que apresenta o seu
Célculo Integral e enfatiza a relacdo inversa entre diferenciacdo e integracdo. Os estudos
aprofundados de Newton e Leibniz e a importancia do estabelecimento de notagdes e do rigor

matematico proporcionaram o nascimento da Analise.

Modelagem Matematica: método de pesquisa e ensino

A analise historica possibilita compreender os caminhos tragados até chegar ao
conhecimento contemporaneo exposto. Nao obstante, a constru¢do que levou ao Teorema
Fundamental do Calculo e ao desenvolvimento da integral pode ser demonstrada por
ferramentas modernas que aproximarao o aluno das ideias e dos conceitos a serem apresentados.
Bassanezi (2006) salienta o interesse pela Matematica por meio de estimulos externos, ou seja,
originados do cotidiano. A partir disso, o autor defende o uso da Matematica Aplicada para

mostrar o conteudo e simultaneamente sua utilidade.
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Posto isso, a modelagem surge como um método que contribui com a construgao do
conhecimento no processo de ensino e aprendizagem. Dado um problema da realidade, a
modelagem matematica busca resolugdes para esse problema por meio de contetidos e conceitos
matematicos. De acordo com Bassanezi (2006), o uso da modelagem propde estimular a
criatividade, a intuicdo, a resolucdo de problemas e a capacidade de modelar. Além disso, a
modelagem proporciona um vinculo entre a realidade e o processo histdrico de construgao.

Biembengut e Hein (2007) trazem uma divisdo clara de trés etapas do processo: a
primeira ¢ a intera¢do, em seguida, a matematizagdo e, por ultimo, o modelo matematico. A
primeira etapa consiste no reconhecimento da situacdo-problema, estudo do assunto a ser
trabalhado, andlise das variaveis e outras situa¢des de conhecimento a fundo sobre o material a
ser modelado. Depois de compreendida a situagdo, a segunda etapa, a matematizagdo, trabalha
a formulag¢ao do problema encontrado e sua resolu¢do no tocante ao modelo. Para concluir, no
modelo matematico, sdo realizadas uma interpretagao da solugdo e a avaliagdo da confiabilidade
do modelo. A partir dessa divisdo, ¢ esperado que a modelagem seja capaz de incentivar a
pesquisa, promover a habilidade em formular e resolver problemas, aplicar o conteudo
matematico e desenvolver a criatividade.

Muitas vezes, no processo de ensino, os contetidos e as teorias matematicas sio
apresentados como acabados e completos, o que conduz a um ensino desvinculado da realidade
e do processo historico de construgdo do conceito. Nesse sentido, Bassanezi (2006, p. 36)
esquematiza a forma como um teorema ¢ ensinado; a apresentagdo obedece a seguinte ordem:
“enunciado — demonstra¢do — aplicagdo”. De acordo com o autor, o processo deveria ser o
inverso, semelhante ao que originou o teorema, ou seja, primeiro a motivagao (externa ou nao
a matematica), formulagdo e validacdo das hipoteses acompanhadas de questionamentos e, por
fim, seu enunciado. Uma maneira de sanar essa deficiéncia presente no ensino seria a aplicagao
da modelagem matematica de modo efetivo e previsto no processo. Mesmo com seus inumeros
beneficios, a modelagem encontra diversos empecilhos no ambiente escolar.

Os obstaculos sdo variados e vao desde processos burocraticos até propriamente a
resisténcia dos estudantes. Os cursos regulares tém orientagdes € um programa de contetidos
que devem ser trabalhados em sala de aula, que tornam muitas vezes a aplicacdo da modelagem
invidvel por requerer um tempo maior € nem sempre seguir o programa. Outro problema
encontrado ¢ o possivel desinteresse dos alunos ao se depararem com um novo método, com o
qual ndo tiveram contato. Além disso, muitos professores ndo se sentem capacitados para

desenvolver a modelagem por ndo terem visto tal contetido em sua formacdo ou até mesmo
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receio de prejudicar o seguimento do curso. Ademais, existe a possibilidade de o aluno se ver
sem base matematica suficiente para buscar conhecimentos mais especificos.

Para alguns educadores matematicos, por exemplo, D’ Ambrosio (1996), Grande (2013),
Pires e Silva (2014), a Matematica se torna mais atrativa e efetiva na sociedade quando se tem
uma aplicabilidade de seu conteudo. Nesse sentido, ¢ indispensavel proporcionar aos alunos
momentos que possibilitem a interdisciplinaridade. Assim, surge a modelagdo como solugao.
Biembengut e Hein (2007) consideram a modelagdo matematica uma estratégia que abrange o
conteudo programatico e consegue adaptd-lo a uma determinada situagdo. Inicialmente, ¢
preciso que o professor tenha conhecimentos prévios de seus alunos, desde o dominio
matematico até mesmo o contexto socioecondmico em que eles estdo inseridos. Os objetivos
gerais sdo semelhantes & modelagem matematica, como despertar o interesse pela Matematica
e desenvolver habilidade para resolver problemas, estimular a criatividade e realizar pesquisas.

Com base nos referenciais citados, estudo do conteudo e observacdes, esta pesquisa
abordou a modelagem cientifica e a modelagdo no ensino-aprendizado. A disciplina-base para
o desenvolvimento ¢ o Calculo Diferencial e Integral, especificamente o Teorema Fundamental
do Célculo, que serd aplicado no calculo de areas. Além disso, serd usado o sofiware GeoGebra
com o intuito de auxiliar na modela¢do de imagens via satélite, verificar a veracidade dos
calculos realizados e como uma ferramenta para o desenvolvimento de atividades de ensino

voltadas para o Teorema Fundamental do Calculo.

O processo de modelagem para o calculo de area

O estudo de carater experimental, de acordo com Fiorentini e Lorenzato (2006), ¢ aquele
que visa constatar a validade de determinadas hipoteses sobre algum fendmeno ou situagao.
Nesse sentido, a pesquisa aqui relatada procurou analisar a relagdo entre os fendmenos
envolvidos, procurando saber se os resultados alcancados condizem com a realidade,
produzindo um modelo matematico e examinando os resultados apds a resolucao do problema.

Para a constatacdo da validade do modelo matematico elaborado foi realizado um
experimento que ajudou a resolver o problema inicialmente gerado. Rudio (1986) explica que
experimentos sdo situagdes criadas dentro ou fora de um laboratorio, nas quais sdo usadas
técnicas rigorosas com o objetivo de exercer certo controle sobre as varidveis que serao
observadas.

A constru¢do do modelo contribui com o desenvolvimento do conhecimento, com

intuito de fazer uma modelacdo utilizando o Teorema Fundamental do Célculo, e o primeiro
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passo foi o reconhecimento do tema e suas possiveis aplicagdes. Lima (1999) traz o seguinte

enunciado:
Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

Seja f : I = R continua no intervalo /. As seguintes afirmagdes a respeito de uma

funcdo F : I — R s3o equivalentes:
(1) F ¢ uma integral indefinida de f; isto €, existe a € I tal que:
F(x)=F(a) + [, f(t)dt,¥x €l

(2) F é uma primitiva de f; isto ¢, F'’(x) = f (x) para todo x € I.

A aplicacdo mais direta da integragdo pela diferenciagdo ¢ o célculo da medida de areas
e volumes, com o objetivo de vislumbrar uma aplicagdo acessivel e que aproxime o aluno da
realidade no processo de ensino e aprendizagem no Ensino Superior. Para tanto, escolheu-se
para ser calculada a medida da area de dois lagos localizados em um parque municipal situado
em Ituiutaba, interior de Minas Gerais. Nesse momento, fica visivel a etapa da interacdo com a
situacdo a ser modelada, conforme apontam Biembengut e Hein (2007).

O Parque Municipal do Goiabal foi adotado por intermédio das Unidades de
Conservacao (UC), criadas a partir do Sistema Nacional de Unidades de Conservagdo da
Natureza (SNUC) (Lei n® 9.985, de 18 de julho de 2000). O parque foi inaugurado em 1986, no
municipio de Ituiutaba-MG, com a finalidade de preservar o ecossistema natural, proporcionar
um momento de lazer e turismo, a fim de valorizar o meio ambiente e suas particularidades,
além de possibilitar a realizagdo de pesquisas cientificas. Apesar de sua importancia historica e
ambiental, o parque ndo ¢ valorizado de forma consciente pela comunidade e, assim, nao
alcanca seus objetivos iniciais. Faz-se necessario um plano de gestdo, no qual sejam levantadas
suas fungdes, feitas adaptacdes, reestruturagdes e, por fim, uma divulgacio adequada do espaco,
além da valorizagdo do local por parte da populacio.

Para a realizacdo deste estudo, que visou a modelagao usando o TFC, foram aplicados
recursos tecnoldgicos que propiciaram dinamismo a constru¢ao do modelo e confiabilidade aos
resultados, andlise de informagdo e visualizagdo do processo. Assim, foram empregados
recursos de imagens via satélite, disponibilizadas pelo Google, e os calculos via GeoGebra. O

GeoGebra ¢ um software de Matematica gratuito e de facil acesso, utilizado como ferramenta
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nos mais diferentes niveis de ensino, que trabalha aspectos de geometria, algebra, tabelas,
graficos, estatistica e calculo combinados em uma Unica aplicagao.

O aplicativo permite adicionar imagens e, a partir delas, desenvolver equagdes que
representem fungdes por meio de pontos colocados estrategicamente, como na imagem a seguir:

Figura 6 — Primeiro passo apos a inser¢do da imagem no GeoGebra

’ ‘

Fonte: Google Maps!, com adaptagdes

Na Figura 7, foram inseridos, com o auxilio do GeoGebra, pontos sobre uma parte da
margem de um dos lagos e, depois de um ajuste de curva, foi possivel obter a equacao que
descreve algebricamente a curva que contém os pontos dispostos inicialmente. A Figura 8§ a

seguir mostra a curva ajustada sobre os pontos.

Figura 8 — Curva ajustada a partir dos pontos
"]

Fonte: Google Maps?, com adaptagdes

Disponivel em: google.com.br/maps/place/Parque+do+Goiabal/@-19.0074667 .-
49.4503427,17z/data=!3m1!4b1!4m5!3m4!1s0x94a2317ddf28b825:0x8ae758258c5{f6e2!8m2!3d-
19.0074718!4d-49.448154.

2 Disponivel em: google.com.br/maps/place/Parque+do+Goiabal/@-19.0074667 .-

49.4503427,17z/data=!3m1!4b1!4m5!3m4!1s0x94a2317ddf28b825:0x8ae758258c5{f6e2!8m?2!3d-
19.0074718!4d-49.448154.
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A figura anterior mostra a curva ajustada sobre os pontos, cuja equagdo que a representa
algebricamente obtida com auxilio do GeoGebra é f(x) = —0,15x1° + 7,51x° — 169,85x8 +
2266,84x7 — 19756,2x° + 117481,99x° — 482724,84x* + 1353250x3 —
2476971,29x? + 2673057,34x — 1291500,63, que é o modelo mateméatico que possibilita a
resolugdo do problema proposto inicialmente (calcular a medida da area dos lagos do Parque
do Goiabal).

No aplicativo na barra de entrada, selecionando a op¢ao Integral (<Func¢ao>, <Valor de
x Inicial>, < Valor de x Final>), completados respectivamente com a f(x) e os valores 3,46, que
corresponde ao limite inferior de integragdo, e 6,59, que corresponde ao limite superior de
integracdo, obteve-se assim o valor da medida da area da regido sob a curva que ¢ de 7,2.

No entanto, como ¢ possivel observar na Figura 8, existem duas regides cujas areas
foram incluidas no calculo, porém ndo fazem parte do lago. Logo, as areas dessas regides devem
ser descontadas do valor da medida da area da regido considerada. Assim, foram aplicados os
mesmos procedimentos para calcular a medida das areas das regides que ndo pertencem ao lago
e, em seguida, esses valores foram subtraidos do valor encontrado inicialmente. Esses

procedimentos foram sintetizados na forma de imagem, representada na Figura 9.

Figura 9 — Area das laterais que nio pertencem ao lago
|

Fonte: Google Maps®, com adaptagdes

Observando a Figura 9, nota-se que as areas das regides que nao pertencem ao lago sdo
respectivamente 0,5 e 0,73. Entdo, a area do lago ¢ determinada por A =7,2-(0,5 + 0,73) = 5,97.
Nesse procedimento fica claro o uso da matematizacdo, etapa da modelacdo proposta por

Biembengut e Hein (2007), por meio da formulagdo e da resolucdo do problema apresentado.

3 Disponivel em: google.com.br/maps/place/Parque+do+Goiabal/@-19.0074667 .-

49.4503427,17z/data=!3m1!4b1!4m5!3m4!1s0x94a2317ddf28b825:0x8ae758258c5{f6e2!8m2!3d-
19.0074718!4d-49.448154.
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Encontrada a medida da area do lago, o ultimo passo ¢ a interpretacdo da solugdo do
modelo, parte essencial para a compreensao e finalizagdo do processo a partir dos resultados
alcangados. Nesse caso, € necessario fazer uma conversao e adequar os calculos e os valores
obtidos com a escala equivalente a medida real. Ao ser capturada via satélite, a imagem
apresentava uma escala de medida 2 cm, que representava 50 m na realidade, porém com os
ajustes feitos no GeoGebra a escala passou a representar duas unidades no software que
expressa 50 m na realidade. Portanto, correspondendo a 25 m cada unidade na escala, a area
real do lago passa a ser H= A * (25) = 3731,25 m?. As mesmas etapas foram aplicadas em
um segundo lago, também presente nas figuras, € a area resultante foi de 2.656,25 m2.

Apesar da confiabilidade do calculo procedido pelo GeoGebra e da resolucdo e
seguran¢a dos dados conseguidos pela imagem via satélite, as areas encontradas sdo valores
aproximados, podendo variar para mais ou para menos. Ao usar a ferramenta do ajuste de
pontos para tragar a curva e obter a equagdo que representa algebricamente a fungdo, pode-se
perceber que, quanto mais precisos € mais proximos os pontos, maior a aproximacao final das
medidas reais das areas dos lagos. Esse processo possibilitou comparagdes no decorrer da
realizacdo das etapas e permitiu visualizar as estratégias adotadas pelo software no ajuste de
imagem e, consequentemente, na lei de formacao da fung¢ao a partir da curva para o célculo de
areas por imagem no GeoGebra.

Em suma, por meio do desenvolvimento dessa tarefa foi possivel evidenciar no processo
de modelagao cada etapa proposta por Biembengut e Hein (2007): a interagdo, a matematizagao

0 modelo matematico.

Consideracoes finais

O Teorema Fundamental do Célculo ¢ assunto de destaque nas pesquisas em Educacao
Matematica, quando o foco ¢ o Ensino Superior, € um dos conceitos mais dificeis de ser
compreendido pelos estudantes. Pesquisas como a de Anacleto (2007) e Grande (2013)
mostram que grande parte das dificuldades envolvidas na compreensdo do TFC estd ligada a
maneira abstrata pela qual ele ¢ apresentado obedecendo a seguinte ordem: enunciado do
teorema — demonstracdo — aplicagdes, e o processo poderia ser realizado observando uma ordem
inversa.

Nesse sentido, Bassanezi (2006) argumenta que o ensino da Matematica passa a ser mais
interessante a partir do momento que se procura iniciar o processo de construcdo do

conhecimento considerando-se uma motivagdo inicial (interna ou externa a propria
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Matematica). Ele ainda enfatiza que um caminho para que o ensino desperte o interesse do
estudante e parta de situagdes reais ¢ a modelagem matematica.

Além disso, o estudo da histéria da Matematica ¢ fundamental para o conhecimento da
formacdo do desenvolvimento dos contetidos matematicos. No caso particular do Teorema
Fundamental do Calculo, foi possivel perceber, tendo em vista discussdes aqui apresentadas,
que Newton e Leibniz somente conseguiram concluir e chegar a uma defini¢do mais sofisticada
por meio dos estudos feitos anteriormente por Barrow, Wallis, Fermat e varios outros que
contribuiram para o avango do Calculo Diferencial e Integral. Partindo disso, o estudo e a
andlise da historia propiciaram um novo olhar sobre o que ¢ oferecido pelos livros modernos
de Calculo e, também, que muito do que aconteceu no processo historico do desenvolvimento
do teorema se assemelha ao que foi vivenciado no processo de modelagem descrito neste
trabalho.

De posse das ideias defendidas por Bassanezi (2006) e Biembengut e Hein (2007), e
com o objetivo de realizar um processo de modelagdo relacionado ao TFC, a pesquisa aqui
descrita buscou apresentar o processo de modelagem que pode ser reproduzido em sala de aula
ao se abordar o teorema em questdo. Entre os principais resultados alcangados ao desenvolver
este estudo foi possivel perceber a motivagdo em aprofundar os estudos sobre TFC pela primeira
autora do trabalho, que ¢ aluna do curso de Licenciatura em Matematica e que tinha acabado
de cursar a disciplina de Célculo Diferencial e Integral I, como também, em cada passagem do
desenvolvimento do estudo, pdde-se identificar e compreender cada uma das etapas da
modelacdo descritas por Biembengut e Hein (2007).

Por fim, atendo-se aos limites da investigag¢ao descrita neste texto, foi constatado que a
modelagem/modelacdo desperta o espirito investigativo, a curiosidade e a autonomia do
estudante, uma vez que o estudo do conteudo partiu de um problema real vivenciado pela

primeira autora.
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