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Resumen

Este trabajo forma parte de una investigacion mads amplia centrada en la exploracion del
pensamiento funcional de estudiantes de educacion primaria en Espana. El objetivo aqui es
identificar y describir el modo en que un alumno de quinto de primaria (10-11 anos) usa los
grdficos y extrae informacion realizando tareas de generalizacion en las que se implican funciones
lineales. Analizamos la entrevista individual aplicada a este alumno sobre funciones al finalizar
sesiones de trabajo. Los resultados obtenidos evidenciaron la mirada a través de los grdficos de
este alumno ya que identifico diferentes relaciones entre las variables, generalizo y/o identifico el
término independiente de una funcion.

Palabras clave: educacion primaria, generalizacion, pensamiento funcional, representacion
grdfica.
Abstract

This study is part of a broader investigation focused on exploring the functional thinking of primary
school students in Spain. The objective here is to identify and describe the way in which a fifth-
grade student (10-11 years old) uses graphs and extracts information by performing generalization
tasks involving linear functions. We analyze the individual interview applied to this student about
functions at the end of work sessions. The results obtained evidenced the look through the graphs of
this student since he identified different relationships between the variables, generalized and / or
identified the independent term of a function.

Keywords: functional thinking, generalization, graphic representation, primary school.
INTRODUCCION Y JUSTIFICACION

Este estudio lo centramos en el enfoque funcional del pensamiento algebraico. El pensamiento
algebraico es un tema de interés entre investigadores en Educacion Matematica en la actualidad
(Canadas et al., 2019; Kieran, 2022). En particular, el pensamiento funcional es “un componente del
pensamiento algebraico basado en la construccion, descripcion, representacion y razonamiento con
y sobre las funciones y los elementos que las constituyen” (Cafiadas y Molina, 2016, p. 211). En
este estudio analizamos el uso que hacen alumnos de quinto de primaria de los graficos al trabajar
tareas de generalizacion que implican funciones lineales.

El nuevo curriculo de primaria actualmente en vigor en Espafa incluye el sentido algebraico
(Ministerio de Educacion y Formacion Profesional, 2022). En este sentido el trabajo con la
generalizacion y su representacion cobra importancia debido a que estos procesos forman parte de
las competencias especificas de matematicas incluidas en este nuevo curriculum.

En trabajos previos han abordado los usos y la comprension de la representacioén tabular para
trabajar las funciones con el alumnado de primaria (Brizuela et al, 2021; Torres et al., 2022a). En
este estudio nos interesamos especialmente por el trabajo sobre los usos y comprension de otro tipo
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de representacion, la grafica, con el alumnado de quinto de primaria. Presentamos una primera
aproximacion a través de un estudio exploratorio con un estudiante.

Esta investigacion tiene como objetivo identificar y describir el modo en que un alumno de quinto
de primaria usa los graficos y extrae informacion realizando tareas de generalizacion en las que se
implican funciones lineales.

MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

La generalizacion se produce al identificar lo comun de los casos particulares. Varios autores
muestran interés por este proceso. Radford (2010) diferencia entre generalizacion algebraica y
generalizacion aritmética, definiendo la primera de estas como la obtencion de una expresion
general que permite obtener cualquier caso particular, y la segunda como la manifestacion de haber
identificado lo comun de los casos particulares y su uso para obtener cualquier otro caso particular,
pero sin llegar a la expresion general. En (Torres et al., 2022b) también se trabaja este proceso y se
tienen en cuenta estos dos tipos de generalizacion. En ocasiones, la generalizacion aritmética se
logra con casos particulares cercanos (Stacey, 1989).

Las representaciones matemadticas son las herramientas que nos permiten hacer presentes los
conceptos y procedimientos matematicos y a partir de las cuales se registra y comunica el
conocimiento sobre las matematicas (Rico, 2009). Asi, las representaciones son las que conducen a
expresar y relacionar objetos matematicos (Pinto et al., 2016). Nos centramos aqui en los graficos
como una de esas representaciones.

La comprension de los graficos no es una tarea sencilla. Varias investigaciones muestran
dificultades y errores de los estudiantes al construir, comunicar o extraer informacion de los
graficos (Acuiia, 2001; Wainer, 1992). En este sentido, Wainer (1992) concreta que existe gran
diferencia entre contestar a una pregunta que tan solo requiera de la lectura del grafico para extraer
un dato especifico, y contestar a una que requiera de la comprension de la estructura profunda de la
totalidad de los datos que presenta. Este autor asegura que comprender la estructura profunda de los
datos de un grafico para poder conectar ideas presenta mayor complejidad que la lectura de un
grafico, como se podia esperar.

Los graficos de las funciones se han abordado en investigacion desde diferentes aproximaciones: la
visualizacion, la integracion de la tecnologia en la educacion y la construccion de un lenguaje
gréafico (Cordero, 2006). Cordero y Flores (2007) analizaron libros de texto de educacion primaria e
indicaron que “las investigaciones de las graficas de las funciones, en Matematica Educativa,
tradicionalmente han tenido un tratamiento privilegiado como representacion del concepto de
funcién” (p. 4). En este estudio nos quedamos con el enfoque de los graficos orientado a la
visualizacion, pensando en estos como representaciones visuales empleadas para comunicar e
interpretar relaciones funcionales (Brizuela et al. 2021). Marti et al. (2010) indican que un grafico
consta de los siguientes componentes: (a) el marco, que informa sobre qué medida se utiliza y qué
es lo que se mide; (b) los especificadores, a través de los que visualizamos las relaciones, como son
las tendencias o comparaciones entre valores y (c) las etiquetas. Ademas, estos autores nos hablan
de diferentes niveles de comprension en un grafico: leer datos, leer entre datos y leer mas alla de los
datos. Estos autores indican que este ultimo nivel de comprension, leer mas alla de los datos, es lo
que entiende Wainer (1992) por comprension de la estructura profunda de la totalidad de los datos
que se presentan.

Basamos nuestro marco tedrico en las representaciones como herramientas en la perspectiva
sociocultural de Vygotsky sobre el papel mediador de las herramientas en el pensamiento propio.
En este sentido, el trabajo de Brizuela et al. (2021) toma la idea de Kaput et al. (2008) de que, al
trabajar con simbolos o representaciones, uno puede o bien solo mirarlos como objetos opacos en si
mismos, o bien mirar a través de ellos, que quiere decir mirar lo que podrian significar. Brizuela et
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al. (2021), concluyeron que una vez que se consigue mirar a través de una representacion, es cuando
comenzamos a usarlo como herramienta para pensar y razonar sobre los significados subyacentes,
al explorar coémo un nifio de infantil miraba a través de la representacion tabular. La mirada a través
de las tablas permitid hacer inferencias y generalizaciones como resultado de las contribuciones
particulares proporcionadas por la visualizacion. En nuestro estudio queremos extender esta idea de
mirar a través de una representacion a los graficos de funciones.

En este trabajo definimos mirar a través de los graficos como la capacidad de hacer inferencias y
generalizaciones a partir de las contribuciones particulares proporcionadas por la visualizacion de
los graficos, ademas de pensar y razonar sobre los significados subyacentes a esta representacion.
La mirada a través de los graficos se evidencia en este estudio por conceptos que emergen del
propio analisis llevado a cabo: relacion de covariacion, punto de corte de dos funciones, intervalos
donde varia la comparacion entre dos funciones, las generalizaciones algebraica y aritmética, el
término independiente de una funcion, o mds generalmente, la deduccion o prediccion de
informacion y la obtencion de conclusiones. En este trabajo describimos la mirada a través de los
graficos de un alumno de quinto de primaria mediante la identificacién de estos conceptos.

METODOLOGIA

Llevamos a cabo en este documento un estudio de caso que forma parte de un experimento de
ensefianza, enmarcado en un proyecto, con un total de cuatro sesiones comunes para los 25 alumnos
en el aula, y seis entrevistas individuales semi-estructuradas realizadas a seis de estos estudiantes.
Analizamos la entrevista de un estudiante (videograbacion y fichas de apoyo) donde estaba
implicada la funcion y=3x+1 y la comparacion de las funciones y=2x+5, y=3x. Algunas de estas
funciones fueron trabajadas previamente en las sesiones de grupo-clase.

Los seis estudiantes asisten a un colegio publico situado al sur de Espafia. La eleccion del centro fue
intencional. El tnico contacto que este grupo habia tenido con la representacion grafica y la
generalizacion en contextos funcionales fue en las sesiones del grupo-clase. Fueron cuatro sesiones,
y en todas ellas planteamos tareas sobre funciones, a través de las representaciones verbal,
simbolica, tabular y grafica. Respondieron preguntas que involucraban la lectura e interpretacion de
diferentes representaciones. El objetivo de todas era que llegaran a la generalizacion de la expresion
funcional asociada a cada contexto. En la sesion 1 se trabajé la funcion f(x)=2x+5, en la sesion 2 se
trabajo f(x)=3x, en la sesion 3 se trabajo la comparacion de las dos funciones anteriores y la Gltima
sesion gird en torno a f(x)=2x+2.

Para seleccionar los seis estudiantes a entrevistar, atendimos a su trabajo previo en las sesiones: (a)
generalizaban desde el principio (Al y A2), (b) no generalizaban al principio, pero si al final (Bl y
B2) y (¢) no manifestaron generalizacion en ningun momento de las sesiones (C1 y C2).

El investigador-docente de las sesiones del grupo-clase realizé también las entrevistas, siguiendo un
protocolo disefiado por los miembros del equipo de investigacion.

Cada entrevista duré unos 23 minutos y todas fueron organizadas en torno a tres momentos que se
asocian a tres tareas diferentes, en el siguiente orden:

Tabla 1. Breve descripcion de las partes de la entrevista.

Tarea Contexto  Funciones Descripcion Preguntas planteadas
asociadas

Les presentamos la situacion de una Para cualquier ntmero
maquina misteriosa en la que metes un de bolas que entraran,
y=3x+1  numero de bolas, y esta saca otro /cuantas bolas saldrian?;
diferente. La maquina hace algo y (Como me explicarias el
debemos averiguar qué es. funcionamiento de la

Magquina de
bolas
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maquina?; ;Serias capaz
de representar en un
grafico esta situacion?

Parque de

Les presentamos la situaciéon de una
visita a un parque de atracciones en el
cual deben pagar 1 euro por hacerse un
carnet de socio necesario para entrar, y

Si hago un numero de
viajes cualquiera, ;como
sabria cudnto tengo que
pagar?; ;Es posible que

atracciones y=3x+l luego, una vez dentro, cada viaje les pagase yo 33 euros en
cuesta 3 euros. Igual funciéon a la viajes?; El grafico de
anterior pero el contexto ofrece el esta  situacion, (lo
valor del término independiente. podrias representar?
Les mostramos un grafico ;Como puedo saber
representando la comparacion de dos cuanto tengo que pagar
parques cualesquiera, el en cada parque?; ;Cual
1(representado con cruces azules) y el de los dos parques crees
2 (representado con puntos rojos) (ver que es mas caro?; ;A
Comparacion 1. y=2x+5 figura 1), sin indicarles que qué parque me
de parques 2. y=3x representaban las mismas funciones interesaria ir?; ;Cdmo
que los parques de Almeria y Malaga observas eso en el
de la sesion 3 y haciendo énfasis en grafico?
que se trataba de parques diferentes al
de la situacion anterior. No se ofrecia
ninguna otra informacion.
Figura 1. Grafico presentado en tarea 3
$rat e PA2
» ’
: o
" +
Euros o ¢
o N
. '
’ L
- +
o e
Viajes

En este estudio de caso analizamos las transcripciones del video y las producciones orales y escritas
durante la entrevista de Al. Seleccionamos a este alumno para estudiarlo en profundidad por ser el
que aportd una mayor cantidad de informacién. El andlisis lo hicimos atendiendo a las
generalizaciones evidenciadas (aritmética o algebraica) y a los diferentes elementos puestos en
juego en relacion a la mirada del grafico (Marti et al., 2010).
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RESULTADOS Y DISCUSIONES

En este apartado ofrecemos el progreso de Al a lo largo de la entrevista en lo que a su mirada a
través de los gréaficos se refiere.

Cuando pedimos a Al que representara en un grafico la situacion de la tarea 1, empezd por colocar
los ntimeros en el eje X. El primer nimero que indicd en el punto interseccion de ambos ejes fue el
uno en vez del cero. Cuando termind de escribir los nimeros que considerd para el eje X se dio
cuenta de que le faltaba el cero, y comenz6 de nuevo en otra hoja cuadriculada. Hasta ahora, Al
solo habia mirado el grafico como objeto en si mismo (Brizuela et al., 2021), usandolo para
organizar la informacion obtenida de la situacion. A partir de este momento empezaron a emerger
los conceptos en relacion con los elementos anteriormente considerados (Marti et al., 2010), como
evidencia de su mirada a través de los graficos. Coloco las dos variables involucradas en los ejes del
grafico, aunque colocd la independiente (bolas que entran) en el eje Y, y la variable dependiente
(bolas que salen) en el eje X (ver figura 2), identificdndose asi la relacion entre las variables.

Seguidamente, sin intervencion del investigador, A1 comenzo6 a colocar en el grafico los puntos
correspondientes a la situacion trabajada. Primero representd los datos que habia indicado en los
ejes, identifico lo comun en la representacion de estos puntos (si aumentaba una unidad en el eje Y,
entonces se aumentaba en tres unidades en el eje X) y continud colocando puntos sin necesitar ya
prestar atencion al resultado de salida (ver figura 2), generalizando asi la construccion del gréafico a
partir de la relacion funcional. En linea con Wainer (1992), estd evidenciando su comprension de la
estructura de los datos que se presentan en el grafico. Encontramos evidencia de esto en el siguiente
fragmento:

I: (Como estas construyendo eso?

Al: (Como? Pues me fijo... Primero hago los dos primeros, o los tres, y digo ;como sube? Pues,
miro coémo sube y como me he dado cuenta que es tres para el lado y uno para arriba, pues lo
hago asi (Y sigue poniendo mas puntos ya donde no hay nimeros en los ejes, siguiendo la
tendencia).

Figura 2. Ejemplo de construccion de un gréafico a partir de la relacion funcional

s F AL RN e

A
a0
I |
En el siguiente fragmento del didlogo, correspondiente a la tarea 2, Al identifico la igualdad de la
relacion entre las variables de las tareas 1 y 2:

I: Ah bueno, el grafico de esta situacion jcomo lo harias?
Al: Pues lo mismo, mira, ya esta hecho (dice sefialando el grafico trabajado en el contexto 1).

En la tarea 3, donde presentamos el grafico que aparece en la figura 1, A1l identifico la presencia de
término independiente en una de las funciones involucradas (parque 1), ademés de dar su valor
exacto, y justifico la no existencia de término independiente en la otra funcion (parque 2). En el
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contexto de la tarea esto se traduce en que reconoci6 en qué parque de atracciones habia que pagar
carnet de socio para entrar dando su valor exacto, y en qué parque no habia que pagar carnet para
entrar. Al identific6 que el cambio a lo largo de todos los valores de las abscisas consecutivas es
constante en ambas funciones. Sin embargo, se da cuenta de que, mientras que en la funcion roja el
cambio de cero a uno en la abscisa es el mismo que en el resto de la grafica, en la azul es diferente.
Esa diferencia en el cambio de cero a uno en la abscisa de la funcion azul es la que le hace
reconocer que tiene término independiente e identificar que su valor es cinco. En este caso, el
alumno atendi6 a elementos de los que Marti et al. (2010) reconocen como especificadores. Esto se
puede observar en el siguiente fragmento de didlogo:

I: A ver, tu en este caso, ;qué crees? ;pagas carnet, 0 no?

Al: Si, en el parque 1 (dice sin pararse a pensar mucho)

I: (Refiriéndose al parque de atracciones 1) Por cada viaje pago dos euros, y entonces por un
solo viaje, ;cuanto he pagado en total?

Al: Siete euros.

I: (Cuanto vale el carnet?

Al: jCuatro! ;Siete menos dos? (pregunta al investigador sefialando y observando el gréafico
como para hacer ver que su respuesta es correcta, pero entonces se da cuenta de su error) ...
Cinco.

I: Y en el parque de atracciones dos, ;hay que pagar carnet o no?

Al:  Tres, tres, no, tres euros de entrada... porque si te fijas siempre es: uno dos y tres, uno dos y

tres. (Dice marcando con el dedo. Se refiere a que el primer punto estd a la misma altura
desde el cero que la que hay luego entre cada dos de los siguientes puntos y, por tanto, quiere
concluir con que no hay carnet).

En esta misma tarea, Al identifico el punto de corte (Marti et al. 2010), aquel en el que la imagen
de ambas funciones era igual y, por lo tanto, a partir del cual la funcién que tenia imagen mayor
pasaba a tener imagen menor, y viceversa. En el contexto de la tarea, identificd el nimero de viajes
para el que ambos parques costaban lo mismo y a partir del cual un parque dejaba de ser el mas caro
para pasar a serlo el otro. En primer lugar, identificd, sefialando en el eje Y, el valor de la variable
dependiente a partir del cual se produce dicho cambio (15 euros), y luego, sefialando en el eje X, el
valor de la independiente (5 viajes). En la figura 3 se observa que lo indica en el grafico. De nuevo
la identificacion de este concepto permite al alumno ofrecer la conclusion de que si das 5 viajes te
cuesta igual en un parque y en otro, como muestra el siguiente fragmento:

I: Muy bien. ;A partir de cuanto es mas barato un parque de atracciones que otro?

Al: A partir del 15, a partir del 15 es lo mismo. Si das 5 viajes es lo mismo.

Figura 3. A1 sefiala en el grafico para dar sus respuestas
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Por ultimo, A1 generalizé aritméticamente con los casos particulares (Stacey, 1989) asociados a la
funcion y = 3x (parque 2). En el contexto de la tarea lo que hizo el alumno fue identificar el coste
de entrar al parque 2 y subirse en 50 atracciones:

I: En el caso del parque de atracciones 2, el rojo, viendo el grafico ;me podrias decir...?
Al:  Sumar tres

I: Sumar tres, y... jhay alguna expresion general? Es decir, si yo te digo que desconozco el
numero de viajes, /,como me explicas ti que si yo he dado un nimero de viajes cualesquiera,
los que sean? (A1l se queda pensando) Por ejemplo he dado 50 viajes.

Al: (50 viajes? Pues 50 por 3.

CONCLUSIONES

Aunque los resultados de nuestro estudio no son generalizables, nos han permitido describir el
modo en que Al trabaja con la representacion grafica en tareas de generalizacion sobre funciones, y
extender a la representacion grafica la idea de mirar a través de una representacion (Brizuela et al.,
2021). Hemos encontrado evidencias en relacion tanto con la generalizacion aritmética (Radford,
2010; Torres et al., 2022b; Stacy, 1989), como con el uso de elementos propios del trabajo con
funciones mediante la representacion grafica (Marti et al., 2010).

Hemos observado como A1l ha identificado la relacion de covariacion entre las variables, el punto
de corte de dos funciones, el término independiente de una funcion (indicando su valor exacto),
ademas de generalizar aritméticamente, predecir informacidn y extraer ciertas conclusiones. Por
tanto, en base a la definiciéon de mirada a través de los graficos que tomamos para este estudio,
evidenciamos que este estudiante ha conseguido mirar a través de los gréaficos, conectando ideas y
extrayendo informacion para comunicar e interpretar relaciones funcionales (Brizuela et al., 2021;
Kaput et al., 2008; Wainer, 1989) y dar asi respuesta a las tareas planteadas.

Ahora nos quedaria poder ampliar el estudio a un mayor nimero de sujetos comparando lo que
ocurre con las categorias estudiadas aqui. Después de centrarnos en la mirada a través de los
graficos nos preguntamos por, ;cémo serd la mirada a través de otras representaciones?, ;qué
ocurrird con las justificaciones de los estudiantes sobre las relaciones funcionales implicando dos
representaciones, tabular y grafica? Seguiremos profundizando en si las explicaciones de los
estudiantes pueden evolucionar al implicar una representacion u otra.
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