Mt C' DIDMAT JSPICIAN rosicnnoos == LIl AGOS CASIO,
UNIVERSIDAD DE LOS LAGOS

UNA EXPERIENCIA DE APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE VOLUMEN
EN EL ENTORNO CABRI

A LEARNING EXPERIENCE OF THE CONCEPT OF VOLUME IN THE CABRI
ENVIRONMENT

Wilmer Rios-Cuesta!, Fabricio Vladimir Vinces-Vinces?, Luis Albeiro Zabala-Jaramillo®
"Universidad del Valle, *Universidad Nacional de Loja, *Universidad de Medellin

wilmer.rios@correounivalle.edu.co, fabricio.vinces@unl.edu.ec, 1zabala@udemedellin.edu.co

Resumen

Los resultados de las pruebas estandarizadas realizadas a estudiantes de secundaria en Colombia
documentan dificultades en la comprension y aplicacion de conceptos matematicos a la resolucion
de problemas. Algunos de los cuales refieren al uso de diferentes métodos de cadlculo para trabajar
volumenes de cuerpos geométricos, los cuales, ademads, coinciden con métodos tradicionales de
ensefianza donde la memorizacion juega un papel importante. En ese sentido, el objetivo de este
estudio es presentar una experiencia desarrollada con estudiantes de secundaria de una institucion
educativa sobre la construccion y uso del concepto de volumen de un prisma en el entorno Cabri Il
Plus. Los resultados permiten inferir que el paso del aprendizaje centrado en la memorizacion de
algoritmos hacia un aprendizaje comprensivo usando tecnologia es progresivo y requiere que se
incorpore en el aula el uso frecuente de tecnologia para que los estudiantes desarrollen modos de
pensar y abordar los problemas matematicos.

Volumen, software Cabri, tecnologia en el aula, modelos emergentes, articulacion tedrica.
Abstract

The results of standardized tests given to high school students in Colombia document difficulties in
the understanding and application of mathematical concepts to problem solving. Some of them refer
to the use of different calculation methods to work with volumes of geometric bodies, which, in
addition, coincide with traditional teaching methods where memorization plays an important role. In
this sense, the objective of this study is to present an experience developed with high school students
of an educational institution on the construction and use of the concept of volume of a prism in the
Cabri Il Plus environment. The results allow us to infer that the transition from learning focused on
memorizing algorithms to comprehensive learning using technology is progressive and requires the
frequent use of technology to be incorporated in the classroom so that students develop ways of
thinking and approaching mathematical problems.

Volume, Cabri software, classroom technology, emerging models, theoretical articulation.

INTRODUCCION

El Ministerio de Educacion Nacional de Colombia realiza, cada afio, un examen estandarizado para
medir los aprendizajes que han alcanzado los estudiantes de los grados 3°, 5°, 9° y 11°. Ademas,
entrega un informe de los resultados el cual sirve como insumo para que las instituciones educativas
desarrollen planes de mejoramiento para atender las dificultades que se evidenciaron en los
estudiantes de la institucién y que requieren atencion. En el caso concreto del departamento del
Chocd, los resultados no son buenos si se comparan con la media de los otros departamentos del pais
(Rios-Cuesta, 2020). Revisando dicho informe nos llama la atencion que los estudiantes que
presentaron la prueba tienen dificultades para resolver problemas donde emerge el concepto de
volumen.
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El manejo de este concepto por los estudiantes de diversos niveles escolares termina influenciado por
la aplicacion de algoritmos para su célculo, en los cuales, los estudiantes suelen permanecer alejados
de las construcciones cuando se les ensefia a manejar la formula, pero no a construir ni comprender
su significado (Barrett et al., 2017; Battista, 2004; Lehrer et al., 2014). Lo anterior, se debe a que en
la literatura especializada se reportan dificultades tanto para enseflar como para aprender este
concepto, incluso en la formacién continuada de profesores de primaria (Sdiz, 2003). Barana et al.
(2021) documentaron como profesores en formacién cometen errores al hacer calculos relativos al
volumen de un frasco, algunos de ellos se deben a confusiones con la pregunta y a la falta de atencion
segun los autores del estudio.

Un factor importante que debe ser atendido por los profesores es la forma como se desarrolla este
concepto en el aula de clase, las practicas educativas tradicionales y el apoyo docente en los libros de
texto crea un efecto indeseado en los estudiantes que los lleva a confundir las diversas formulas para
los solidos que se ensefian. Los estudiantes usan formulas para calcular volimenes sin una
comprension de su funcionamiento (Battista, 2004; Hong y Runnalls, 2021; Runnalls y Hong, 2020;
Vasilyeva et al., 2013) algunos de los cuales se relacionan con la tenencia de priorizar el calculo de
la medida y otros con el conocimiento del profesor (Hong et al., 2018, 2019; Hong y Runnalls, 2021;
Runnalls y Hong, 2019; Smith et al., 2016).

Tekin-Sitrava e Isiksal-Bostan (2017) realizaron un estudio con profesores de secundaria en servicio
para identificar sus estrategias de ensefianza y métodos de resolucion alternativa donde encontraron
que ellos usaban cuatro métodos alternativos de solucidn, pero en su practica de aula s6lo usaban
formulas para calcular el volumen. Otro estudio ilustrativo es el realizado por Panorkou (2021) en el
cual analiza los razonamientos de doce estudiantes de cuarto grado que participaron de una serie de
experimentos de disefio cuyo propdsito central era que exploraran el volumen de prismas y cilindros
y los observaran como el resultado de un barrido dindmico sobre una superficie a través de una altura
(s6lidos en revolucion), usando un enfoque denominado Medicion Dinamica del Volumen (DYME-
V); entre sus hallazgos destaca que los estudiantes identifican la relacion entre las cantidades
implicadas y su relacion multiplicativa asi como su concepcion de los prismas y cilindros como
espacios generados y definidos por otros objetos.

Por otro lado, a nivel curricular, los documentos emitidos por el Ministerio de Educacion que son
usados por las instituciones educativas para disefiar el curriculo propio refieren la ensefianza de este
concepto mediante el uso de medidas convencionales y no convencionales, tal es el caso de los
Estandares Bésicos de Competencia y los Derechos Bésicos de Aprendizaje en los cuales se propone
que los estudiantes de primer grado de educacion primaria desarrollen actividades en las cuales usen
partes de su cuerpo como patron de medida (MEN, 2006; 2015) y poco a poco van avanzando en su
aprendizaje hasta dominar los algoritmos que se usan para los diversos cuerpos geométricos.

A pesar de lo anterior, los estudiantes son promovidos de grado sin lograr una comprension y
construccion conceptual del volumen (Rios et al., 2021), ademas, es un concepto fundamental para
desarrollar el pensamiento espacial. Para enfrentar esta dificultad, diversos investigadores han
desarrollado estudios en los cuales ofrecen alternativas para abordar su ensefianza y aprendizaje
(Fernandez-Mosquera y Marmolejo, 2013; Garcia y Guillén, 2010; Jaimes y Romo, 2013; Pizarro y
Zamorano-Vargas, 2019). En este estudio en particular, nos propusimos identificar como a través del
uso del software Cabri II Plus los estudiantes logran interiorizar el concepto de volumen y lo aplican
al modelado de un paralelepipedo la resolucion de problemas de modelacion.

MARCO CONCEPTUAL

Para el disefio de la experiencia se articularon tres constructos teoricos: la modelacion, la
representacion 'y la geometria dinamica. A continuacion, presentamos como fueron definidos cada
uno de ellos y la forma en como estos constructos, vistos de manera integral, nos permitieron observar
el producto de dicho proceso.
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La modelacion se concibe desde un entorno digital dindmico o un lenguaje de programacion
pertinente y una tarea matematica intuitiva acorde al mismo. En este contexto, la modelacion es el
uso pertinente de los diferentes signos geométricos, recursos, herramientas y funciones que dicho
entorno o lenguaje ofrezca, de tal manera que el estudiante construya un modelo que sustituya al
objeto matematico en estudio. Esta definicién nos lleva a precisar lo que se considera como un modelo
dentro de esta perspectiva. Modelo es la estructura que sustituye al fendmeno u objeto de estudio
durante la simulacion que el sujeto efectia para extraer datos y conocimientos, dando validez a
diferentes descripciones que representan las diversas formas dinamicas del objeto al hacer uso del
arrastre que permite el software de geometria dindmica (Zabala-Jaramillo et al., 2017).

Las formas de representacion permiten el desarrollo de ciertas nociones, ideas y que emerjan ciertos
conceptos necesarios para resolver la tarea. En ese sentido, la modelacion se convierte en un medio
para transmitir la informaciéon que ha representado en su pensamiento; en consecuencia, la
representacion sirve para extraer datos y propiedades del objeto a representar para dar validez a las
distintas formas dindmicas del modelo (Confrey, 2007; Duval, 2006; Hanna y Jahnke, 2007). Una
representacion es una produccion visible, concreta o manipulable, una expresion matematica o una
representacion en la pantalla de un ordenador donde se codifican relaciones matematicas (Goldin,
2008).

Por otro lado, Duval (2006) senala que el uso de la palabra “figura” induce a confundir su
visualizacién con su codificacion, esta Ultima permite identificar los parametros importantes del
objeto matematico para que el modelo a ser desarrollado soporte la prueba de arrastre. Esta
integracion entre la modelacion, el modelo y la representacion se da por medio de la geometria
dinamica con el cual el estudiante o resolutor puede visualizar instantdneamente las n-
representaciones posibles del objeto modelado considerando primitivas geométricas o unidades
figurales elementales. Ademas, la geometria dinamica se convierte en un instrumento semiotico que
soporta la construccion del objeto matematico que supera las representaciones hechas en papel dado
que la visualizacién y manipulacion de las construcciones permite la comprobacion de conjeturas y
validacion de los razonamientos. Entendemos por geometria dinamica aquella geometria que se
ocupa del estudio de familias de figuras; de la deformacién de las figuras; de cuerpos n-
dimensionales; de modelos geométricos para diversas disciplinas cientificas, en los cuales se
incorpora al movimiento como una operacion inmersa en este sistema (Rios-Cuesta et al., 2021).

METODO

Se presenta un estudio de casos intrinseco de corte empirico cuasi experimental en el cual Stake
(2010) sefiala que “en el estudio intrinseco, hay poco interés en generalizar (...); el mayor interés
reside en el caso concreto, aunque el investigador estudia también una parte del todo, y busca
comprender qué es la muestra, como funcion” (p. 39).

Los participantes de este estudio corresponden a un grupo voluntario de estudiantes de noveno grado
con edades entre los 14 y 16 afos, de una institucion publica del departamento del Choc6 conformada
por doce estudiantes a los cuales se les entregd un cuestionario con tareas sobre optimizacion. Los
estudiantes recibieron una formacion sobre el manejo del Software Cabri II Plus durante tres semanas
con una intensidad de 90 minutos por semana y una asignacion de tareas para desarrollar en casa para
que entregaran como practica del taller realizado. Los estudiantes aceptaron ser entrevistados para
ahondar en los resultados del cuestionario que se les entregd con tres tareas a resolver. Dada la
extension de este documento, presentamos una de las tareas propuestas en el cuestionario:

Una persona desea construir una caja abierta partiendo de una ldmina cuadrada de carton, cortando
cuadrados en las esquinas y doblando los lados hacia arriba para formar dicha caja. ;Como sabemos
cuando el volumen es el maximo posible?

(Entre mayor sea la cantidad de material recortado, menor sera el volumen obtenido en la caja?
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(Es posible que haya dos recortes (Modelos) distintos que resulten en un volumen equivalente?

RESULTADOS
Las construcciones entregadas por los estudiantes dejaban ver un proceso de modelado en el cual se
valieron de la representacion para la elaboracion del modelo haciendo uso de las caracteristicas del
objeto pedido en la tarea. En el caso particular de E1, el estudiante realiza una construcciéon donde se
puede ver la representacion en 2D y 3D del paralelepipedo, ademas, ofrece una grafica en el plano
cartesiano donde se observa el uso de la opcion traza para observar el comportamiento del volumen
a medida que modifica el area de la superficie recortada en las esquinas de la caja mediante la prueba
de arrastre. Esta manera de proceder requiere que el estudiante vaya graduando el movimiento con el
cursor e ir observando los cambios en la figura, en la grafica y en el calculo dindmico que muestra la

calculadora y que el estudiante ha puesto en la parte izquierda de la tarea (Figura 1).

Figura 1.

Respuesta de E; a la tarea.

Volumen maximo

Modelo en 3D del paralelepipedo

.11 dm
482 an
( volumen: 11,63

218 cm

1 11 cm 4,82 cm

2.18cm

En el caso de Es, este estudiante ofrece una repuesta en la que hace uso de la opcion lugar geométrico
para observar el comportamiento del volumen a medida que se modifica el area del cuadrado que se
recorta en las esquinas, esto le permite observar el punto donde se alcanza el volumen méaximo y las

condiciones que debe tener el modelo 2D para conseguirlo (Figura 2).

Figura 2.

Respuesta de Es a la tarea.

Lugar geométrico ! |
_volumen: 6,44
. ! "‘ | 076 cm

l' 3,05 cm

largo 3,05 cm [ [

o 0.7858'2.76 cm | \ |
111 \ 2,76 cm
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En los dos casos presentados, los estudiantes deben conocer el proceso para calcular el volumen del
paralelepipedo y también usar la calculadora del software Cabri II Plus para conectar de manera
dindmica las medidas de los lados que les permiten calcularlo. Esto requiere que, en vez de introducir
valores fijos para el volumen, los estudiantes agreguen las variables en la calculadora y esto permite
que al realizar el arrastre el volumen se calcule de acuerdo con las nuevas dimensiones lo cual le da
el dinamismo a los célculos.

En las entrevistas se encontré un cambio en el discurso de los estudiantes al aludir a elementos
geométricos que son consecuencia de la interaccidon con el software dado que, para realizar las
construcciones basicas, se accede a ellos mediante las etiquetas tales como segmento, recta,
semirrecta, recta perpendicular, entre otros. En el siguiente fragmento se han subrayado algunos
elementos clave en el discurso:

E7: Se hace la construccion en Cabri partiendo del modelo en 2D simulando la ldmina de carton, luego
mediante la transferencia de medidas, trazando paralelas y perpendiculares y uniendo los puntos de
interseccidn con segmentos se construye el modelo en 3D. Se toman las medidas de la caja y se puede
calcular el volumen haciendo la multiplicacion de las tres dimensiones.

€6, (P2

Después, transferimos la medida de la altura de la caja al eje “x” y la medida del volumen al eje “y”,
usando paralelas o perpendiculares buscamos el punto donde estas se interceptan y mediante el
comando traza seleccionamos el punto que queremos que se dibuje, después movemos el punto de la
altura de la caja y se nos dibuja una parabola.

El volumen maximo se encuentra cuando el punto esta en la parte mas alta de la gréfica.

Dado que interesaba indagar sobre el uso que los estudiantes le daban al software para modelar la
caja, se les pregunt6 por la forma en que calculaban el volumen:

Investigador: ;Y como calculas el volumen de la caja?

Es>: Se multiplican el alto por el ancho por el largo en la calculadora que tiene el Cabri para que cuando
uno mueva la figura el volumen cambie.

Investigador: ;Como haces para saber cuando el volumen de la caja es el méximo posible si se tiene
una lamina de 6 de largo y 4 de ancho?

E>: Lo que hice fue mover el punto que me marcaba el recorte de la caja y me fijé en el nimero que
me salia, vi que subia y luego empez0 a bajar el volumen entonces me devolvi y supe cudl era.

Este hecho corrobora una de las afirmaciones hechas en este estudio en la cual los estudiantes hacen
uso de calculos dindmicos para lograr que el arrastre les permita observar los cambios tanto en la
construccion del modelo 2D y 3D, como en el volumen que se origina al modificar algunos
pardmetros de la figura. Por otro lado, la interiorizacion de la parte operativa del calculo del volumen
se evidencia al alejarse del uso de valores estaticos o fijos, es decir, que el estudiante observe las
medidas en el modelo y que decida hacer los célculos de forma manual por cada variacion que hace
de las medidas, en cambio, usa las variables que intervienen en el célculo y que restringen el valor
del volumen a dichos valores. Otro elemento clave es la visualizacidon unida al arrastre que les permite
observar los cambios en la construccion, esto es fundamental para la validacion de los razonamientos
y la prueba de las conjeturas que emergen al momento de responder las preguntas que se les realizan.

En el siguiente fragmento el estudiante E> presenta una confusion relacionada con la conservacion
del volumen y, a pesar de que la visualizacion le permite observar los cambios en el volumen, el
estudiante hace una asociacion con la cantidad de material lo que también es un error, es probable
que el estudiante se refiera al tamafio de la caja. Este hecho fue superado al preguntarle sobre las
medidas de la caja y su incidencia en el volumen:

Investigador: ;Entre mas le recortas a la caja mayor es su volumen?
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Es: El volumen no varia porque lo que se pierde de ancho a la caja se recupera con el alto.

Investigador: ;Es decir que cuando mueves el punto que aumenta o disminuye el recorte de la caja,
los nimeros no cambian?

E>: Si cambian.
Investigador: ;Qué es lo que estd cambiando?
Es: El volumen de la caja, entonces el volumen se hace mas grande pero luego empieza a bajar.

En la entrevista el Es muestra la relacion que hay entre la cantidad de material recortado y el volumen
que se obtiene, comentando que al hacer uso del arrastre que permite modificar la cantidad de material
recortado en el modelo en 2D puede observar que en determinado momento llega un punto en el cual
se alcanza el valor maximo posible. Esto constituye en una evidencia del potencial de la visualizacion,
que ademas es dindmica, al resolver problemas.

Investigador: ;Entre mayor sea la cantidad de material recortado menor sera el volumen obtenido?

Es: Depende profe, porque uno empieza moviendo poco el punto que muestra el recorte y el volumen
va subiendo, pero llega un punto donde empieza a bajar.

Investigador: ;Como sabes cuando se consigue el volumen maximo?

Es: Yo lo que hice fue trasladar la medida del volumen al eje y y la medida del alto de la caja al eje
x, luego tracé paralelas a esa medida y marqué el punto de interseccion, hice un segmento desde el
punto de interseccion hasta el eje x y oculté las rectas, después me fui a mostrar trazo y cuando
empecé a mover el punto se fue dibujando una grafica y se veia cuando el volumen era méximo y con
eso supe la medida.

Figura 3.

Respuesta de Es a la tarea.

volumen: 10,7
8

11,39 cm

139 cm 482 cm

161cm y
" 161cm *482cm

CONCLUSIONES

Se encontrd que los estudiantes mejoraron el discurso matematico al enriquecer sus justificaciones
mediante el uso de varios elementos geométricos tales como rectas paralelas y perpendiculares,
semirrectas, lugar geométrico, segmento de recta, entre otros, que fueron reforzados por las etiquetas
que ofrece el Cabri y que no eran recordados por los estudiantes producto de la ensefianza tradicional
a la que venian habituados.

El uso del software sirvio como mecanismo de validacion de hipotesis dado el potencial de la
visualizacion y el arrastre, en particular, los estudiantes pudieron revisar concepciones erroneas sobre
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sus ideas al aplicar movimiento a sus construcciones y evidenciar la deformacion o conservacion de
propiedades del objeto modelado.

Destacamos el potencial del arrastre y la visualizacion dindmica que permitio que uno de los
estudiantes pudiera revisar una concepcion erronea sobre la conservacion del volumen. Es importante
que los profesores se apoyen en los sistemas de geometria dindmica para desarrollar tareas que
requieran que los estudiantes desarrollen procesos de modelacion en los cuales se apoyen de los
distintos registros de representacion y visualizacion para mejorar su comprension operativa de los
objetos matematicos.
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