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Resumen:

Este articulo aborda el pensamiento algebraico en educacion primaria. En concreto, nos
centramos en el enfoque que propone el trabajo con cantidades que covarian (variables).
Destacamos cuatro elementos que se involucran en el desarrollo del pensamiento
algebraico: (a) generalizacion, (b) representacion, (c) justificacion y (d) razonamiento.
En el contexto de nuestros proyectos de investigacion, en los que trabajamos desde 2013
en Espafa, presentamos ejemplos de estos elementos en aulas de diferentes cursos de
primaria en distintos centros.
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INTRODUCCION

Desde el ambito docente somos conscientes de que puede sorprender que se hable de
“pensamiento algebraico” en educacion primaria. Incluso podemos parecer atrevidos,
pero para esto solo lo justo. Ciertamente, el algebra no aparece (aun) en los documentos
curriculares de educacion primaria de Espafia ni en los de otros muchos paises como
bloque de contenido. Sin embargo, si existen elementos que podrian enriquecer el
desarrollo de diferentes tipos de pensamiento algebraico en el aula.

Pero, ;hay interés o necesidad de trabajar el pensamiento algebraico en las primeras
edades? ;Por qué? ;Para qué? Diversos estudios en Didactica de la Matematica, fuera y

dentro de nuestras fronteras, llevan afios trabajando en este &mbito. En general, el foco



de estos trabajos estd en fomentar que los nifios pongan atencion en las regularidades, las
estructuras y las relaciones matematicas generales, mas que a calculos y procedimientos
aislados. Desde la perspectiva docente, uno de los objetivos de estas investigaciones es
contribuir a mitigar las dificultades que presentan los nifios de educacion secundaria con
el dlgebra y de las que la literatura de investigacion lleva alertando desde hace décadas.
En este trabajo hacemos una breve introduccion a los diferentes enfoques que se
pueden seguir para introducir el pensamiento algebraico en los primeros niveles y las

practicas que se pueden considerar para cada uno de esos enfoques.

ENFOQUES Y PRACTICAS DEL PENSAMIENTO ALGEBRAICO

El pensamiento algebraico en los primeros cursos tiene como elemento central la
generalizacion de ideas matematicas. Mas concretamente, involucra cantidades variables
y generales (no especificas), atender a las relaciones entre cantidades, reconocer
estructuras, estudiar cambios, resolver problemas, modelizar, justificar, probar y predecir,
entre otros (Kaput, 2008). Nos enmarcamos en el ambito del early algebra, desde donde
se busca fomentar el pensamiento algebraico a través de los temas existentes en las
matematicas de los primeros cursos, usando diferentes representaciones y problemas. No
somos partidarios de usar términos en otros idiomas, pero en el caso del early algebra,
consideramos que tiene unas connotaciones sutiles pero importantes en comparacion con
expresiones que se suelen usar en castellano como equivalentes: “dlgebra temprana” o
“pre-algebra”. Evitamos estas expresiones porque en ocasiones se interpreta que la
intencion es introducir el algebra antes (de lo que se suele introducir), i.e., comenzar con
algunos contenidos de los que se trabajan en secundaria en cursos anteriores. Como
hemos aclarado anteriormente, no vamos en esa linea.

Aunque el simbolismo algebraico es el predominante en el dlgebra de educacion
secundaria, en niveles educativos anteriores cobran relevancia otras representaciones,
aunque se pueda usar también este simbolismo. Por ejemplo, las representaciones
pictdricas, grafica, manipulativa o verbal. Estas permiten a los nifios expresar sus ideas,
asi como explicarlas o justificarlas. Destacamos el rol que adquiere el lenguaje natural en
educacion primaria, principalmente en los primeros cursos. Es habitual que los alumnos
de estas edades expresen sus ideas de manera oral con mayor facilidad, en comparacion

a lo escrito, por ejemplo.



La literatura distingue tres enfoques principales al pensamiento algebraico que
presentamos a continuacion.

» Aritmética generalizada. Las operaciones aritméticas que se suelen trabajar en
educacion primaria se usan como contenido para desarrollar pensamiento
algebraico, focalizdndose en sus propiedades fundamentales.

= Equivalencia, expresiones, ecuaciones e inecuaciones. En este enfoque se incluye
la comprension relacional del signo igual y se promueve que el trabajo con
expresiones, ecuaciones € inecuaciones est¢é mas centrado en observar las
expresiones como objetos, mas alla de calculos aislados.

* Pensamiento funcional. El contenido matematico central son las funciones —
lineales y, a lo sumo, cuadraticas, por los cursos a los que nos referimos. El interés
se centra en las relaciones entre las variables, en la covariacion. Se suelen plantear
con una metodologia basada en la resolucion de problemas en diferentes contextos
y representaciones.

Los enfoques anteriores no estan aislados y en ocasiones se dan combinados. Hay
elementos transversales a los diferentes enfoques al pensamiento algebraico: la
generalizacion, la representacion, la justificacion y el razonamiento. Es a lo que diferentes
autores llaman las practicas del pensamiento algebraico. Estas practicas se basan en el
trabajo de Kaput (2008) y deben estar presentes al trabajar con los diferentes enfoques

del pensamiento algebraico (ver figura 1).
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Figura 1. Enfoques y practicas del pensamiento algebraico



Las cuatro practicas no son compartimentos estancos. En este trabajo ilustraremos,
con ejemplos de nuestras investigaciones, como potenciarlas desde uno de los enfoques:

el pensamiento funcional.

CONTEXTO DE INVESTIGACION

Desde el afio 2013, y como parte de nuestro trabajo de investigacion en el &mbito de dos
proyectos I1+D, hemos disefiado e implementado junto a un valioso grupo de colegas,
diferentes tareas que buscan recoger evidencias de pensamiento funcional de nifios de 5
a 12 afios. El trabajo empirico lo hemos desarrollado en varios centros de la provincia de
Granada (Espana). La tipologia de los centros es variada en cuanto a nivel
socioecondmico y cultura. La metodologia usada en el aula fue diversa: trabajo en gran
grupo (una clase completa), trabajo en pequeios grupos (de 5-6 nifios), entrevistas
grupales (5-6 nifos) o entrevistas individuales.

A continuacion, presentamos ejemplos de como se desarrolla cada una de las
practicas del pensamiento funcional con nifios de diferentes cursos de educacion primaria.
En concreto, los ejemplos que proporcionamos corresponden a respuestas de nifios al

trabajar con diferentes problemas de generalizacion que involucran funciones.

GENERALIZACION

La generalizacion constituye el ntcleo del pensamiento algebraico (Mason, 1996). En el
ambito funcional, la generalizacion se refiere al reconocimiento de la relacion de
covariacion. En el trabajo con los nifios de educacion primaria, algunos autores sefialan
que hay generalizacion bien cuando expresan esa relacion de un modo que afecta a
cualquier valor concreto, o bien porque lo hacen para varios casos particulares (e.g., Pinto
y Canadas, 2021). Por ejemplo, uno de los problemas presentados a ninos de 3° (8-9 afios)
y 5°(10-11 afos) de primaria fue el de las baldosas. Este problema involucra una funcion
que relaciona el nimero de baldosas grises con el nimero de baldosas blancas, tal como

lo mostramos en la figura 2.

Figura 2. Imagen del problema de las baldosas



Los nifios respondieron a diferentes preguntas sobre la cantidad de baldosas grises dado
un nimero de baldosas blancas. La figura 3 muestra respuestas escritas de un nifio de 3°

(8-9 anos) al responder a diferentes preguntas de este problema.

1. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 5
baldosas blancas?
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2. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 8
baldosas blancas?

3. {Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 10
baldosas blancas?

~

/ - “75 .
L Porlue 17172 +42=26

4. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan
100 baldosas blancas?
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Figura 3. Generalizacion a través de casos particulares por un nifio de tercero

Este niflo no expreso la funcion involucrada en el problema de las baldosas de forma
explicita—2x+6 u otra expresion equivalente. Sin embargo, su trabajo pone de manifiesto
que identificé la relacién funcional —vista como x+x+6— y la aplicé para calcular el
numero de baldosas grises dados varios nimeros de baldosas blancas.

Otro ejemplo de generalizacion es la respuesta de un nifio de 5° (11-12 afios) al
mismo problema de las baldosas. La figura 4 muestra la respuesta del nifio a una pregunta
que busca conocer la relacion general entre un nimero cualquiera de baldosas blancas y

el nimero de baldosas grises correspondiente.
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Figura 4. Generalizacion a través de casos particulares por un nifio de quinto
La respuesta de este nifio evidencia una relacion general para cualquier nimero de
baldosas de forma explicita (ver figura 4). Esta relacion puede ser aplicada para obtener

el nimero de baldosas grises para cualquier nimero de baldosas blancas.



REPRESENTACION

Expresar ideas matematicas generales es clave en el pensamiento algebraico. Como
adelantdbamos, esas representaciones van mas alla del simbolismo algebraico y son
representaciones validas, particularmente en educacion primaria. Cada representacion
(verbal, numérica, pictérica, entre otras) permite resaltar algun aspecto de las
regularidades involucradas en un problema. Es posible que los nifios usen més de una
representacion para expresas sus ideas: aparece asi la idea de representaciones multiples.

En la figura 3 se puede observar como los nifios trabajan con casos particulares e
incluso identifican y aplican la funcion involucrada mediante la representacion numérica.
En la figura 4 mostramos el empleo del lenguaje natural para expresar una regla general.

Una tabla donde se representan diferentes valores para las dos variables de la funcion
involucrada permite observar las relaciones entre dichos valores. A un grupo de 1° de
educacion primaria (6-7 afios), le propusimos un problema en un contexto de un
cumpleafios, en el que habia una tabla en la que debian ir representando la informacion
que se iba trabajando y que tenia que ver con nimero de nifios (x) y numero de piruletas
(»). Les dimos una hoja con una tabla que representaba valores correspondientes a la
funcién y = 3x (a cada nifo le corresponden tres piruletas). Ante el gran grupo-clase se
hizo explicita la relacion 2 nifios-6 paletas (piruletas) y se les preguntd por los siguientes
casos particulares: 3, 4, 5, 8, 10 y 20 niflos y como explicarian a la madre la compra de

piruletas si tuvieran 100 invitados en la fiesta. La figura 5 muestra el inicio de la tarea 2
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Figura 5. Tabla inicial en el enunciado del problema del cumpleafos
Los nifios evidenciaron diferentes representaciones incluso habiéndoles dado el
formato tabla en el enunciado. Destacamos la representacion pictorica que usaron cuatro
nifios en sus respuestas de la figura 6, al preguntarles por el nimero de piruletas que

necesitarian para un determinado niimero de nifios en el cumpleanos.
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Figura 6. Respuestas en la representacion tabular de nifios de 7-8 afios

En las respuestas de la figura 6 observamos que los nifios respondieron correctamente
usando Unicamente la representacion pictorica. Para el primer y Gltimo caso mostrados
en la figura (3 y 20 nifios, respectivamente) no hay evidencia de que establecieran alguna
conexion entre ambas variables involucradas. En cambio, para cuatro nifios, observamos
que dibujan las piruletas organizadas en cuatro filas, de forma que asignan tres piruletas
por cada fila (tres piruletas por nifio). Para cinco nifios, se ve que el nifio ha dibujado las
piruletas y les ha asignado una sigla diferente a tres piruletas. En estos dos casos hay
evidencia de relacion entre los valores de ambas variables a través de la representacion

pictdrica incluida en una tabla.

RAZONAMIENTO

El pensamiento funcional implica que los nifios razonen con base en el analisis de
casos particulares y avancen hacia la generalizacion. Este proceso se corresponde con el
razonamiento inductivo, también llamado induccién por Polya (1967). Comenzar con el
trabajo de casos particulares hace que sea adecuado para su tratamiento en las aulas de
educacion primaria, dado que permite que nifos atiendan a ciertas particularidades de
cantidades especificas hasta captar lo general.

Una de los problemas que presentamos a nifios de 4° de primaria (9-10 afios) es el

del tren. Este problema involucra la funcion y=3x+1 y lo presentamos en la figura 7.

Elsa quiere llevar a todos los amigos que tiene en el mundo a Arendelle para que estén
con ella cuando sea nombrada reina. Para eso ha decidido conducir un tren que salga




desde Granada y que pare en todos los pueblos en los que Elsa tiene amigos. El tren es
conducido por Elsa. En cada pueblo que para el tren, ella recoge a 3 amigos.

Figura 7. Problema del tren
En este problema planteamos preguntas que involucraban casos particulares. Por
ejemplo, preguntamos si la tercera parada estd en Malaga, ;cuantos pasajeros iran en el
tren al salir de la estacion de Mélaga? Y también por la relacion general: “Elsa ha parado
en un pueblo y no recuerda qué nimero de parada es la de ese pueblo, pero al llegar a la
estacion, ve en qué numero de parada esta. ;Como puedes saber cudntas personas hay en

el tren?”. En la figura 8 mostramos respuestas de una nifa a diferentes preguntas de este

problema.
(a) Cuando el tren salgade  (b) Si el tren lleva 100 (c) Si Z es cualquier nimero
laparada2/5/10, jcuantas paradas, ;cuantas personas de paradas. {Como podrias
personas van? van? explicar tu, en general, como
calcular el nimero de
personas?
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Figura 8. Respuestas al problema del tren por una nifia de cuarto

En el apartado (a) (parte izquierda de la figura 8), la nifia razona sobre las relaciones
numéricas implicadas en los casos particulares (dado un numero de paradas, determinar
cudntas personas van en el tren). Esta forma espontdnea de organizar la informacion
permitié que la nifia identificara que en el nimero de personas (columna derecha)
“siempre se va sumando tres”. Tras explorar con su esquema de razonamiento qué ocurria
con un nimero mayor, encontr6é una relacion multiplicativa entre el nimero de personas
y nimero de paradas (ver (b) en imagen central de la figura 8). Finalmente, y dada la
obtencion de una regla general, la nifia intent6 usar simbolismo algebraico para expresar
que “multiplicaria ese 3 por esta Zy le sumaria siempre 1 y asi lo represent6 de manera

escrita en (c) (imagen de la izquierda de la figura 8). Esta ltima forma de razonar la



relacion entre las variables le permitié comprobar sus respuestas anteriores y extender su

razonamiento a otros casos.

JUSTIFICACION

Justificar permite convencerse a uno mismo o a otros de la veracidad de una
afirmacion matematica. En el contexto del pensamiento funcional, las justificaciones
favorecen que los nifios cuestionen las relaciones entre variable que ellos y otros han
encontrado. Adicionalmente, justificar permite que los nifios desarrollen conjeturas y
puedan obtener reglas generales en la cual hay involucrada dos o més variables.

Lannin (2005) propuso cinco niveles de justificacion en tareas de generalizacion: (a)
no hay justificacion, (b) apela a la autoridad externa, cuando hacen referencia a la
veracidad de una expresion en funcidon de lo que digan otras personas o materiales de
referencia, (c) evidencia empirica, cuando la justificacion se da mediante la verificacion
con casos particulares, (d) ejemplo genérico, que es una justificacion deductiva que se
plasma a través de un caso particular y (e) justificacion deductiva, cuando se presenta un
argumento deductivo que es independiente de casos particulares.

El problema de la hucha fue presentado a nifios de 2° de primaria (7-8 anos). Este
problema senala que: “una abuela le regala a su nieto una hucha con 5 euros. Después de
eso, todos los domingos, le da otro euro”. Los nifios disponian de materiales
manipulativos para explorar la relacion entre cantidades. El siguiente extracto muestra la

justificacion de una nifia al responder por un caso particular de domingos transcurridos.

Investigadora (I): Después de 20 domingos, ;cuanto dinero tendras?

N (N): Veinticinco euros

I: (Como lo sabes?

N: Yo tenia 20 y ahora tengo cinco mas y afiadi veinte al cinco, lo que

hace veinticinco.

Tal como aparece en la respuesta, esta nifia justificd su respuesta con base en una
evidencia empirica especifica, encontrando una relacion aditiva (afiadi cinco) entre el

numero de domingos transcurridos y el dinero total.



IDEAS FINALES

Diferentes estudios en el contexto de investigacion descrito anteriormente ponen de
manifiesto la capacidad de los niflos de educacién primaria para abordar tareas de
generalizacion en un contexto funcional. En este articulo destacamos que es importante
y posible de fomentar el pensamiento algebraico desde los primeros cursos de educacion
primaria. A través de las practicas descritas (generalizacion, representacion, justificacion
y razonamiento), constituye una oportunidad significativa para enriquecer el didlogo en
el aula de matematicas.

El pensamiento algebraico necesita de tiempo para desarrollarse. Promover las
practicas del pensamiento algebraico en el aula permite dotar de significados las acciones
matematicas que realizan los nifios. Se trata de una propuesta que va mas alld de la
introduccion temprana de ciertos contenidos; favorece la creacion de un clima de aula
que promueve “la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas y, de
este modo, cultivar habitos de pensamiento que atiendan a la estructura que subyace a las
matematicas” (Molina, 2009, p. 136).

Desde el punto de vista del docente, las practicas presentadas suponen una
oportunidad para introducir el pensamiento algebraico en el aula de educacion primaria.
No es necesario un cambio en el curriculo ni en la programacion prevista. Ya seria un
logro integrar algunas de las practicas presentadas con los nifios.

Quien esté interesado en conocer mas sobre nuestro trabajo, lo invitamos a visitar

nuestra web www.pensamientoalgebraico.es. Entre otra informaci, estan disponibles las

actividades que llevamos a cabo en aulas de educacion primaria de diferentes centros

educativos.
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