DESEQUILIBRIOS ENTRE LO GRAFICO Y LO
SIMBOLICO. EFECTOS EN LA COMPRENSION DE LA

FUNCION cuBical

Pedro Gomez y Cristina Carulla
“una empresa docente”, Universidad de los Andes
pgomez@uniandes.edu.co « mcarulla@uniandes.edu.co

En este estudio se exploraron las concepciones de estudiantes universitarios sobre la fun-
cion clbica. El estudio se desarroll6 dentro del marco de un proyecto de innovacion
curricular en precalculo que involucraba las calculadoras graficas. El estudio se desa-
rroll6 en dos fases. En la primera, con base en una prueba que fue respondida en grupos
por los estudiantes de un curso, se identificaron errores en la produccion de graficas de
la funcion clbica. Con base en estos errores se formuld una serie de conjeturas sobre las
concepciones de los estudiantes. En una segunda fase, con un grupo diferente de estu-
diantes, se corroboraron estas conjeturas. Para ello se utilizo la misma prueba, pero ade-
mas, se les pidié a los estudiantes que corrigieran una solucion a la misma y que
comentaran una serie de afirmaciones relacionadas con las conjeturas. Se encontré que
una proporcién importante de los estudiantes construyen una concepcion de la funcién
cubica (con € cubo completado) en la que el dominio es un subconjunto propio de los
numeros reales y para la que es posible que exista un par de asintotas verticales. Se dis-
cuten algunas de las causas de este tipo de concepcion, en particular la utilizacién de la
tecnologia.

INTRODUCCION

En este estudio quisimos explorar algunos aspectos de las concepciones de | os estu-
diantes sobre lasfunciones clbicasdelaforma f(x) = a(x—h)™ +k . Parahacer-
lo, observamos la actuacion de un grupo de estudiantes cuando resolvian un
problema que tenia que ver con gréficas de funciones cubicas. Nuestro proposito era
el de describir algunas caracteristicas de las gréficas de hechas por |os estudiantes y
explorar, con base en esas gréficas, algunos aspectos de sus concepciones. El estudio
se hizo en dosfases. Durante la primera fase, construimaos un conjunto de categorias
gue nos permitieron caracterizar las graficas de los estudiantes y formulamos una se-
rie de conjeturas acerca de las posibles concepciones que se encontraban detras de
ese comportamiento. Durante lasegundafase, con un grupo diferente de estudiantes,
pero con el mismo problema, confirmamos la caracterizacion que habiamos hecho
previamente y pudimos contrastar las conjeturas propuestas. También formulamos
unadescripcion parcial de las concepciones de |os estudiantes para este tipo de fun-
cion.

En lo que sigue, discutimos algunos aspectos conceptual es relacionados con la
comprension del concepto de funcién, en general, y de funcion clbica, en particular.
En seguida, describimos en detalle los instrumentos que utilizamos para recol ectar,
codificar y analizar la actuacién de los estudiantes. Finalmente, presentamos los re-
sultados que encontramos y sacamos algunas conclusiones.

1. El estudio que se reporta aqui fue apoyado en parte por la Fundacion para el Avance delaCienciay
laTecnologia del Banco de la Republica



COMPRENSION DE LA NOCION DE FUNCION

El problema de la comprensién del concepto de funcion ha llamado la atencion
recientemente (Harel & Dubinsky, 1992; Tall, 1991; Romberg et a., 1993; Leind-
hardt et al., 1990). En particular, Sierpinska (1992) ha producido una lista de actos
de comprensién y de obstacul os epistemol gicos relacionados con el concepto de
funcién. Por ejemplo, un acto de comprension relacionado con la representacion de
las funciones consiste en la discriminacion entre los diferentes medios para repre-
sentar las funciones y las funciones mismas. Un obstaculo epistemol égico relacio-
nado con la gréfica de unafuncion consiste en pensar que la graficade las funciones
es un modelo geométrico de larelacién funcional. No tiene que ser exactay puede
tener pargjas (x,y) tales que la funcién no esté definida para x.

La nocion de representante (Schwarz & Dreyfus, 1995) ha tomado importancia
en la medida en la que la tecnologia se ha utilizado para la ensefianza del tema de
funciones. Esta nocion tiene que ver con el hecho de que una funcion dada puede
tener multiples representantes en un mismo sistema de representacion. Por gjemplo,

f(x) = (x—2)2 +3 y f(x) = x*—4x +7 son dos representantes de la misma
funcién. Igualmente, una funcion puede tener un nimero infinito de representantes
en el sistema de representacion gréfico, dependiendo del rango y de la escala que se
utilice paralos ges.

Se puede mirar la comprension como un proceso que pasa por “estados’. Cada
estado corresponde a un cierto conocimiento parcial (una concepcion) que ha fun-
cionado con la experiencia previa 'y que le permite a estudiante sentirse comodo
cuando resuelve tareas. Para un tipo dado de problemas, una concepcion puede co-
rresponder a una version vélida o invalida del conocimiento matematico que se en-
cuentra en juego. Diremos que una concepcion (valida o invélida) esta consolidada
siempre que €l estudiante que latiene se “sienta comodo” cuando la pone en juego
pararesolver problemas. Como se explicara mas adel ante, esta sensacion de “ como-
didad” se puede observar através de la coherencia de | as respuesta del estudiante a
una serie de preguntas relacionadas. De otro lado, una concepcién puede estar en un
estado no consolidado. Cuando esto sucede, € conocimiento parcial no ha logrado
establecerse y las respuestas del estudiante no siguen un patron coherente.

COMPRENSION DE LA FUNCION CUBICA

Existe muy poca investigacion acerca de la comprension de la funcién cubica. Cu-
rran (1995) encontrd que | os estudiantes presentan conexiones entre su comprension
delagréficade lafuncién clbicay su comprension de las graficas de las funciones
linealesy cuadréticas.

Nosotros tuvimos en cuenta una forma especifica de la funcion cibica:

f(x) = a(x— h)3 +k . Lo hicimos de estaforma, porque el curso de precélculo en
el que hicimos €l estudio sigue una estrategia de ensefiar traslacionesy dilataciones
en la construccion de las gréficas de las funciones. La forma general de la funcion

clbica f(x) = ax3 + bx2 +cx +d seintroduce mastarde.

Estabamos interesados en explorar algunos aspectos de las concepciones de los
estudiantes sobre la funcion cubica. En particular, queriamos ver si era posible que
los estudiantes desarrollaran concepciones consolidadas pero invalidas rel acionadas
con e dominio y € rango de la funcion. Este interés surgioé de los resultados de la
primera fase del estudio en la que se les pidi6 a los estudiantes que resolvieran un



problemarel acionado con familiade funciones cubicas (el problemase presentamas
adelante). Encontramos que muchos estudiantes dibujaron graficas similares a las
gue se muestran en latabla 1.
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Tabla N° 1. Tipos de gréficas producidas por los estudiantes

Laproporcién de respuestas de este tipo nos hizo pensar que ell as podrian ser una
consecuencia de una concepcion consolidada e invalida de la funcién cabica, en
cambio de ser simplemente consecuencia de errores de dibujo o de circunstancias
especificas a problema que se estaba resolviendo. Esta concepcion se puede expre-
sar de la siguiente forma:

El dominio y € rango de la funcién cabica es un subconjunto propio de los
numeros reales y se puede mirar como un intervalo alrededor del punto de
inflexion de la funcion.

Pensamos que si un estudiante tenia este tipo de concepcidn, entonces é estaria de
acuerdo con situaciones como las siguientes:

* Si e punto de inflexién de la funcidn esta sobre el gjeY o cercano a €,
entonces la gréfica cortaese gje (Gréficas tipo 3, 4, 5, 6).

* Si @ punto de inflexion de la grafica no esta cercadel e, pero no esta
demasiado Igjos, entonces lagraficade lafuncién tienea geY como una
de sus asintotas (Gréficatipo 2)

* Si @ punto de inflexion se encuentra suficientemente alegjado del geY,
entonces la gréfica de la funcidn tiene otras asintotas (Gréficatipo 1)

* Si e punto de inflexién de la funcién se encuentra suficientemente lgjos
del gje X, entonces no corta ese gje.

Para contrastar estas hipétesis decidimos trabajar con un grupo diferente de estu-
diantesy con el mismo problema. Esto se hizo en la segunda fase del estudio.




CONTEXTO Y RECOLECCION DE INFORMACION

El estudio se realiz6 con estudiantes de primer semestre de un curso de precalculo
de la Universidad de los Andes, en Bogota, Colombia. Este curso se dicto a partir
de una innovacién curricular que involucro la utilizacion de calculadoras graficas
(Gomez et al., 1996). El curso hace unaintroduccion a estudio de las funciones con
énfasis en larelacion entre los sistemas de representacion simbdlico y gréficoy en
la resolucién de problemas. Una cuarta parte del curso se dedica a las funciones
lineales, seguido por € estudio de las funciones cuadraticas, clbicas, polindmicas,
racionalesy radicales. Se da especia atencion al papel gréfico de los pardmetros en
las diferentes representaciones simbdlicas de la funcion.

Se conocen agunos resultados de esta experiencia de innovacién curricular (ver
nuestro articulo Innovacién curricular en precalculo con calculadoras graficas en
este volumen). Mesay Gomez (1996) encontraron que no habia diferencias en algu-
nos aspectos de la comprension de los estudiantes que tomaron el curso tradicional
y aquellos que tomaron lainnovacién curricular. Gomez y Rico (1995) encontraron
gue | os estudiantes de ese grupo participaron de maneramas activa en lainteraccion
socia y enlaconstruccion del discurso matemético, cambios que se pueden atribuir
parcialmente a un comportamiento diferente de la profesora. Aungue ella cambié su
comportamiento, Valero y Gémez (1996) encontraron que la profesora no cambié
sus sistema de creencias. Carullay Gémez (1996) encontraron que los profesoresy
los investigadores que participaron en esta innovacion curricular sufrieron cambios
significativos en sus visiones de las matematicas, su aprendizajey su ensefianza. Go-
mez (1997) encontré gue los efectos de la utilizacion de la tecnologia en € rendi-
miento depende de la maneracomo ellaseintegre al curriculo.

El problema que se utiliz en el estudio es uno de los problemas que se resuelven
normalmente dentro del curso cuando se trata las funciones cubicas. Nosotros que-
riamos explorar si:

* los estudiantes de este nuevo grupo producian graficas similares alas que
encontramos con €l primer grupo;

* esas gréficas era una consecuencia de una concepcion consolidada pero
invdlidade lafuncion clbica.

Pararealizar esta exploracion, recolectamosy analizamos trestipos diferentes de in-
formacion:

* |las respuestas de los estudiantes a problema;

* la manera como los estudiante corrigieron y comentaron una solucion al
problema que nosotros produjimos y que conteniala mayoria de los erro-
res que correspondian ala concepcién consolidada pero invdida;

* |os comentarios de |os estudiantes a una serie de afirmaciones relaciona-
das con la solucion anterior y con las hipotesis presentadas anteriormente.

Los ultimos dos instrumentos se disefiaron con el propdsito de asegurarnos de que
los errores que encontramos en |as gréficas no eran una consecuencia de dificultades
de dibujo y parainducir alos estudiantes a que pusieran en juego sus concepciones
en diferentes circunstancias relacionadas con € mismo problema. El problema que
se propuso alos estudiantes era el siguiente:
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Figura N° 1.

El siguiente es un gemplo de la solucion al problema que produjimos para que los
estudiantes lo corrigieran y del tipo de afirmaciones que les propusimos para que
ellos comentaran.

1) a. El punto A corresponde a la gréfica cuyo punto
de inflexion es (-1/2,-2). Su representacion S 1]
simbdlicaes y = (x+1/2)3-2. I

» X La gréfica no corta €
-1 gey.

Figura N° 2.

A continuacién presentamos €l resto delas gréficasy de las afirmaci ones que se pro-
pusieron alos estudiantes para que ellos las corrigieran y las comentaran.
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2) e. Lagréficatieneun
dominio y un rango
restringido.

1) b.Las gréficas no cortan|1) c. Las gréficas parecen|1) d. Algunas gréficas
d gex. tener dos asintotas. cortan €l gex y otras no.

Figura N° 3.




2) f. Algunas gréficas no
cortan €l gey. El dominio
es e mismo para todas las

2) g. para valores grandes
dey, las gréficas se juntan.

2) h. Aquellas grédficas que tienen valores
suficientemente grandes de k no cortan el gex.

funciones.

Figura N° 3.

ANALISIS

Para efectos de la solucion del problemalos estudiantes se dividieron en dos grupos:
seles pidi6 a 13 estudiantes que resolvieran el problema 1y a9 estudiantes se les
pidi6 que resolvieran el problema 2. A todos los estudiantes se les pidio que corri-
gieran la solucion propuesta'y comentaran las afirmaciones correspondientes. Cal-
culamos | os siguientes porcentajes:

* el porcentgje de estudiantes que, habiendo producido una gréfica, dibuj6o
unagréfica de alguno de los tipos esperados, como se describid en latabla
1

* para cada respuesta corregida, € porcentgje de estudiantes que la corri-
gieron como correcta;

» para cada afirmacion comentada, €l porcentaje de estudiantes que la acep-
taron como valida.

Ademas, se hizo un andisis de los comentarios a las afirmaciones. El proposito de
este andlisis era el de explorar la coherencia de los comentarios de cada uno de los
estudiantes ala serie de afirmaciones, y ser capaces de sacar conclusiones acercade
sus concepciones. Decidimos que una serie de respuestas era coherente si habia
maximo un comentario que fuera contradictorio con el resto de comentarios (desde
el punto de vistade su validez).

RESULTADOS

Latabla2 muestrael porcentaje de estudiantes que, habiendo producido unagréfica,
dibuj6 una gréfica de alguno de los tipos esperados, como se describié en latabla 1.

Tipo de gréfica 1 2 3|4 |5]|6]|7
Porcentaje 79 | 100 75| 78| 88 | 46
Numero total derespuestas| 19 | 1 121 9| 8 |13

12

Porcentgjes de tipos de gréficas




Todos | os estudiantes aceptaron como correctas todas las respuestas que se presen-
taron en la solucion propuesta. Latabla 3 muestra, para cada afirmaci 6n comentada,
€l porcentaje de estudiantes que la aceptaron como valida.

Afirmacion la| 1b | 1c | 1d | 2e | 2f | 2g | 2h
Porcentgje 32|54 |5713 |5 |75 11|75
NUmero total derespuestas| 19 | 13 | 14 | 8 9| 4|19 4

Tabla N° 2. Porcentajes de comentarios

Latabla4 muestra el porcentaje de estudiantes que presentaron una serie coherente
(validaeinvaida) de comentarios a las afirmaciones, junto con el porcentaje de es-
tudiantes que propusieron una serie incoherente de comentarios. Hubo 9 estudiantes
gue dieron menos de 3 respuestas. La tabla muestra los resultados para los otros 10
estudiantes.

Coherenteinvalida Coherente vélida Incoherente
Porcentgje 40 50 10

Tabla N° 3. Porcentajes de coherencia

DiscusiON

Los resultados muestran gue los estudiantes del segundo grupo también dibujaron
gréficas de los tipos que observamos en € primer grupo de estudiantes. Cuando se
les pidié que corrigieran la solucién previamente disefiada, todos los estudiantes
aceptaron como correctas todas las respuestas invaidas de | as que estaba compuesta
estasolucion. Sin embargo, cuando seles pidid que comentaran | as afirmaciones que
se les proponian, las reacciones de los estudiantes fueron diferentes. Hubo varias
afirmaciones para las que muchos estudiantes no estuvieron de acuerdo. No obstan-
te, ésta no fue unareaccion por azar de parte de |os estudiantes. Cuando se analiza-
ron los comentarios de los estudiantes a la serie de afirmaciones, encontramos que
los estudiantes se pueden catalogar en tres grupos: aquellos con una serie de respues-
tas coherente pero invalida, aguellos con repuestas coherentes y validas, y aquellos
con respuestas incoherentes. Un punto importante agui es que el grupo que presentd
respuestas coherentes e invélidas representa una proporcién importante del grupo.
Esto nos hace pensar que muchos estudiantes pueden desarrollar una concepcion
consolidada pero invalidade lafuncion clbicadelaforma f(x) = a(x—h)" +k .
Por otro lado, no pudimos sacar conclusiones con respecto a nuestra hipotesis sobre
el rango de lafuncion cubica, dados |os resultados que se obtuvieron alas preguntas
29y 2h.

CONCLUSIONES

Es posible que haya razones por las cuales los estudiantes desarrollan este tipo de
concepcidn de la funcién cubica. Desde e punto de vista matemético, ésta parece
ser una situacién natural. Dado que tradicionalmente | os planos cartesianos se dibu-
jan con lamisma escala paraambos ges y que la funcidn clbica crece rapidamente,
laparte del dominio de lafuncién que se puede “ver” enlagréficaes, en general, un
subconjunto propio de los nimeros reales. Ademas, a parecer, la mayoria de los



libros de texto y de los profesores tienden a considerar funciones clbicas para las
cualesa=1.

Lainstrucciény loslibros de texto tampoco ayudan. Encontramos que el libro de
texto que se utilizé en e curso no presenta gréaficas en las que se pueda ver que €
dominio esel conjunto delos nimeros reales. Ademas, cuando revisamos el material
de preparacion de clase de uno de los profesores, encontramos gréficas que eran si-
milares alas de |os estudiantes.

Es muy posible que este problema exista también paralas funciones cuadréticas.
De hecho, cuando realizamos unas entrevistas informales con |os estudiantes sobre
estetema, unade ellosjustificd el comportamiento “asintético” delafuncién clbica
como siendo el mismo que presentalafuncion cuadrética. En este sentido, es posible
afirmar que existe una conexion entre la comprension de lafuncion cuadréticay de
lafuncidn cubica. Sin embargo, aunque no tenemos datos parajustificarlo, pensamos
gue esta conexién se rompe cuando las funciones cuadréticas y clbicas se comparan
con lafuncién lineal, un hecho que no corroborarialos resultados obtenidos por Cu-
rran al respecto.

Es posible argiir que & problema que se les propuso a los estudiantes era sobre
familias de funciones y no sobre el dominio de la funcién cubica. Por consiguiente,
se podria decir que los estudiantes estaban mas preocupados por responder las pre-
guntas 'y corregir las respuestas propuestas desde € punto de vista de 1o que €ellos
consideraban que era relevante en el problemay que ésta sea la razén por la cual
ellos corrigieron como correctas las repuestas propuestas. No obstante, este no fue
el caso con las afirmaciones gque ellos tenian que comentar. Esas afirmaciones se
referian a las gréficas mismas y no hacian ningun tipo de conexion con el texto del
problema.

Finalmente, la tecnologia pudo haber jugado un papel. El problemade la“venta-
na’ identificado por Schwarz y Dreyfus a partir de su concepto de “ representante”
puede inducir a los estudiantes a construir una concepcion invalida. Esta es una si-
tuacién un poco paraddjica dado que las calculadoras gréficas y €l software de com-
putador le permite a los estudiantes cambiar facilmente la escalay € rango de los
gjes. No obstante, ésta puede ser evidencia de que los estudiantes no aprovechan es-
tas ventajas de la tecnologia.

L as dificultades de aprendizaje encontradas en este estudio no serian muy impor-
tantes si se pudieran interpretar como una consecuencia de problemas de dibujo re-
lacionados con e contexto especifico que se estaba considerando. Sin embargo,
como hemos encontrado en otro estudio (ver Carullay Gémez, 1997 y nuestro arti-
culo Calculadoras gréficas y precalculo. ¢El imperio de lo gréfico? en este volu-
men), cuando se utiliza la tecnologia, los estudiantes tienden a construir su
comprension basados principalmente en € sistema de representacion gréfico. Esta
puede ser larazon por la cual encontramos concepciones consolidadas e invalidas.
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