INNOVACION CURRICULAR EN PRECALCULOY LA
POTENCIACION DE ESTRATEGIASEN LA

RESOLUCION DE PROBLEI\/IAS1

Cristina Carullay Pedro Gomez
“una empresa docente”, Universidad de los Andes
mcarulla@uniandes.edu.co « pgomez@uniandes.edu.co

En este estudio exploramos la actuacion de los estudiantes en la resolucién de un pro-
blema sobre funciones racionales. El proposito era el deinvestigar si habia diferencias, y
cuales eran, entre la actuacion de estudiantes que habian seguido una innovacion curri-
cular queinvolucraba las calculadoras graficasy la actuacién de otro grupo de estudian-
tes que seguian un disefio curricular tradicional que no involucraba la tecnologia. Para
estos efectos, se disefié una tarea sobre funciones racionales cuya solucion no requeria
necesariamente la calculadora. Esta tarea fue resuelta en grupos de dos estudiantes,
tanto por aquellos estudiantes que participaron en la innovacién curricular, como por
aquellos que seguian € curriculo tradicional. Se desarroll6 un conjunto de instrumentos
de codificacion y andlisis de las soluciones presentadas que buscaban identificar las
estrategias utilizadas por |os estudiantes. Encontramos que | os estudiantes que participa-
ron en la innovacion curricular utilizan una mayor variedad de estrategias para resolver
el problema, logran relacionar de manera mas efectiva los diferentes sistemas de repre-
sentacion y tienen mayor éxito en la solucion del problema.

INTRODUCCION

Con motivo de un proyecto de investigacion en el cual se exploraban los efectos de
lautilizacién de la cal culadora gréafica en un curso de precélculo, € disefio curricular
de este curso tuvo muchos cambios (Ver el articulo Innovacion curricular en precal-
culo con calculadoras gréficas en este volumen). Algunos de estos cambios tienen
gue ver con lasvisiones delos profesoresinvolucrados en el proyecto sobrelas mate-
maticas, laensefianzay €l aprendizaje (Carullay Gomez, 1996). Se encontrd quelos
estudiantes que participaron en este curso desarrollaron habilidades descritas por
Resnick sobre el pensamiento de alto nivel (ver nuestro articulo Tecnologia y reso-
lucién de problemas en este volumen). En este estudio se queria comparar €l trabajo
gue realizaron los estudiantes de dos secciones diferentes de este curso. Los estu-
diantes de la primera seccién siguieron €l nuevo disefio curricular y los estudiantes
de la segunda seccion siguieron €l disefio tradicional.

Se escogio un problemaparael cual hay diferentes estrategias parallegar ala so-
lucion. Este problema tiene una Unica respuesta e involucra varios aspectos de los
objetos que se ponen en juego. Invitaalautilizacién de diferentes representaciones
de los objetos mateméticos que se estan tratando y al mismo tiempo invitaareforzar
larelacion que existe entre unarepresentacion simbolicay su representacion gréfica.

ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LASMATEMATICAS
Lavision que lacomunidad internacional tiene de la educacion matemética ha evo-

lucionado durante los Ultimos treinta afios. En la actualidad, existe un cierto con-
senso acerca de cudles deben ser las metas de la educacion matematica; qué se debe
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buscar en e aprendizaje de las mateméticas; qué tipo de ensefianza esta acorde con
estos propdsitos; qué papel juega la resolucion de problemas en e desarrollo del
pensamiento matematico de alto nivel; y de qué manera influyen las creencias y
actitudes de profesores e investigadores en la blsqueda de estos ideal es. Esta nueva
vision acerca del aprendizaje de las mateméticas implica la necesidad de generar
nuevas aproximaciones acerca de laforma como se puede lograr estetipo de forma-
cion matemética.

La resolucién de problemas juega un papel trascendental en esta aproximacion
novedosa ala problemética de la ensefianzay el aprendizaje de las mateméticas. De
hecho, se espera que el estudiante construya su conocimiento matematico al enfren-
tar, dentro del contexto social del salén de clase, problemas paralos que no conoce
de antemano una estrategia de solucién apropiada, lo suficientemente complejos
para significar un reto y que ponen en juego un conocimiento matematico rel evante
(GOmez,1996).

El papel central que, en laactualidad, juegalaresolucion de problemas en laedu-
cacion matematica resulta natural como caracteristica intrinseca de las mismas
matematicas. Se busca entonces que el estudiante desarrolle, através de la actividad
de resolucion de problemas entre otros, un pensamiento matemético de alto nivel.
Resnick (1987, citado en Romberg, 1993) define este tipo de pensamiento de acuer-
do auna serie de caracteristicas que se encuentran en claro contraste con latradicion
de las matematicas escolares (que se muestran en paréntesis):

* El pensamiento de alto nivel es no—algoritmico. Esto es, el camino parala
accién no se encuentra completamente especificado con anterioridad
(continua siendo principalmente algoritmico).

* El pensamiento de alto nivel tiende a ser complejo. El camino total no es
“visible” (hablando mentalmente) desde un Unico punto de vista (gem-
plos esténdar con caminos visibles).

* El pensamiento de alto nivel dalugar frecuentemente a soluciones malti-
ples, cada una con costos y beneficios (soluciones Unicas).

* El pensamiento de alto nivel involucrala aplicacién de miltiples criterios
que, en ocasiones, entran en conflicto entre ellos (simplificacion a crite-
rios sencillos que se encuentran bien definidos).

* El pensamiento de alto nivel involucra frecuentemente la incertidumbre.
No se conocetodo lo que se requiere para desarrollar latarea (certeza— se
ha dado toda la informacion que se requiere).

* El pensamiento de alto nivel requiere la auto—+regulacion del proceso de
pensamiento. No se puede reconocer €l pensamiento de alto nivel en un
individuo cuando es un tercero quien determina lo que se debe hacer en
cada momento (regulacion externa).

* El pensamiento de alto nivel requiere laasignacion de significado, encon-
trando la estructura subyacente a un desorden aparente (el significado esta
dado o se supone).

* El pensamiento de alto nivel requiere de esfuerzo. Se requiere gran canti-
dad de trabajo mental con el proposito de desarrollar las elaboraciones y
los juicios involucrados (trabgjo que normamente involucra gjercicios
estandar tan simplificados que requieren de muy poco esfuerzo).



DEFINICION DEL PROBLEMA

Uno de los resultados importantes del programa de investigacion que realizamos
sobre calculadoras gréficas y precdlculo fue e cambio en el disefio y desarrollo
curricular (Carullay Gémez, 1996; GOmez y Rico, 1995). El problemaque sedio a
resolver alos estudiantes surgio dentro de este contexto. El nuevo disefio curricular
involucra muchos de los aspectos que se acaban de mencionar. Pensamos que €l
antiguo disefio curricular presenta diferencias con € nuevo disefio y queriamos
explorar s esta diferencia se expresaba en la actuacién de los estudiantes al realizar
una tarea. Para ello quisimos explorar las diferentes estrategias que utilizan los
estudiantes en la resolucion de un problema particular.

L as preguntas que nos hicimos fueron las siguientes. ¢Qué estrategias utilizan los
estudiantes dentro del proceso de resolucion del problema? ¢El tipo de ensefianza
gue se le da a un estudiante puede influir en el tipo de estrategia que desarrolla un
estudiante? ¢De qué manera?

El problemafue resuelto por estudiantes de dos secciones diferentes. Las seccio-
nes se caracterizaron por tener dos disefios y desarrollos curriculares diferentes. En
laseccion 1, seaplico el nuevo disefio curricular queinvolucrabalautilizacién delas
calculadoras gréficas, y en la seccidn 2 se aplicd € antiguo disefio curricular. Nos
interesaba identificar categorias que permitieran organizar las estrategias utilizadas
por los estudiantes de las dos secciones; identificar procesos de la actividad de los
estudiantes que pudieran ser expresion del pensamiento de alto nivel; y comparar las
dos secciones.

ESTRATEGIA METODOLOGICA

Contexto

Haremos una breve descripcion del problema que se entreg6 alos estudiantes de las
dos secciones. Este problema busca inducir algunos aspectos del pensamiento de
alto nivel como el hecho de que no es algoritmico, el camino para resolverlo no es
visible, la auto-regulacion, asignacién de significado y esfuerzo.

Esta actividad busca hacer explicito el sentido de las desigualdades y relacionar
multiples dimensiones (sistemas de representacion, estatus operacional—estructural)
delosobjetosinvolucrados. Paratener éxito en el trabajo serequieretener unavision
de una desigualdad como unarelacion que sirve para comparar funciones, cada una
de las cuales es a su vez un objeto. Al dar informacion sobre los objetos en forma
parcial, no redundante y en diferentes representaciones, se obligaal estudiante ato-
mar en cuenta el significado de cada concepto en cada representacién antes de poder
utilizarlo. Permite formular conjeturas que se pueden contrastar y reformular con la
informacion que se presentay da al proceso de resolucion de desigualdades una vi-
sién diferente de latradicional (en laque el trabajo con desigual dades se traduce en
un proceso de manejo simbalico).

Esimportante que | os estudiantes se hayan familiarizado con las funciones racio-
nalesy cubicasy gque puedan manejar larepresentacién simbdlica de cada una; tam-
bién deben saber como encontrar los ceros de un polinomio; Sin embargo, en la
situacién propuesta, los ceros del polinomio que se obtiene no son racionales.



Problema que se entregd a los estudiantes
LafiguraN° 1 muestra el texto del problema que se entreg6 a los estudiantes.

Lasiguiente desigualdad: X3 - p=g(x) tiened siguiente conjunto solucién:
[0,d) U [2.40,). yA
Se sabe que:

* py d son nUmeros positivos

« Lafiguramuestrala gréfica de g(x)

* g(x) cortael gedelas X en 4.
* -3 no pertenece a rango de g(x). ﬁ

Hallep, dy g(x).

Figura N° 1.

Organizacion

La seccion 1 tenia como profesor uno de los investigadores y utilizaba € nuevo
disefio curricular. La seccién 2 tenia como profesor un profesor del departamento
de matematicasy utilizaba el disefio curricular antiguo. Se pidié a este profesor que
analizara el problemay opinaras sus alumnos tenian los conocimientos suficientes
para resolverlo.

La prueba se realizo en las dos secciones. Se dividio € curso en grupos de dos
estudiantes cada uno, de tal manera que en la seccién 1 quedaron 13 gruposy en la
seccién 2, 11 grupos. Paralaseccion 1 el profesor estuvo presente durante la prueba
y se hizo en €l dia asignado para quiz. Estos estudiantes tenian un tiempo limitado
de 45 minutos para resolverlo y ellos sabian que sus soluciones harian parte de la
evaluacion del curso. Parala seccion 2, el esqguema se manegj6 de manera diferente
dado que el profesor no hacia parte del equipo investigador. Se le informo alos es-
tudiantes que se les hariala prueba y que ésta no entraria dentro de sus pruebas de
evaluacion del curso. Iguamente se les explicéd el motivo de nuestra presencia.

Recoleccion y codificacion de la infor macién

Lainformacidn se recolect6 en laforma de las soluciones propuestas por 10s grupos
de estudiantes de las dos secciones. Se disefid un instrumento de codificacion de
esta informacion en una tabla. En las filas se colocaron los pasos por donde los
estudiantes pasaban en la resolucion del problemay en las columnas se colocé el
sistema de representacion utilizado en el paso que estaba dando (representacion
gréfica, representacion simbdlica, manipulacion simbdlicay representacion verbal).

Se codificd lainformacion de la siguiente manera: a la hoja de respuesta de un
estudiante se le asignaba un nimero. Para cada paso que ibarealizando se le asigna
baunaletraen el orden alfabético y se ubicabaen latablael paso que estaba dando.

La tabla se organizo de tal manera que cada fila se dividia en dos identificadas
como G1 (seccion 1) y G2 (seccion 2). El andlisis de lainformacion se hizo produ-
ciendo una nuevatabla, idénticaalaprimeraen cuanto alostitulos delasfilasy las
columnas, pero en la que en cada casilla se contaron los estudiantes que realizaron
el paso correspondiente en la representacién que identificaba la casilla. Se calcula
ron los porcentgjesy se realizd una comparacion entre las dos secciones.




RESULTADOS

No presentamos aqui la informacion de la primera tabla. Esta es extremadamente
extensay detallada para el espacio disponible. Por las mismas razones, presentamos
solamente apartes de la segunda tabla con el propdsito de dar unaidea de la forma
en que se codificd y analizé lainformacion. En ella se aprecialariqueza de caminos
de solucion que presenta el gercicio. Para cada casilla de la primera tabla se sumé
el nimero de estudiantes que pasaban por esa casillay se saco €l porcentgje relativo
al nimero de estudiantes de cada seccion. En la columna Suma se contabilizé la
cantidad de estudiantes que pasaron por lafila en cuestion, independientemente de
la representacion utilizada. La dltima columna que lleva el nombre Diferencia con-
tiene el resultado del siguiente calculo, por fila: cociente del cociente de las sumas
por fila de cada unade las secciones con € cociente del nimero de grupos de la sec-
cion 1 sobre e nimero de grupos de la seccidn 2. Este calculo pretende resdtar,
teniendo en cuenta el tamario relativo de las dos secciones, la diferencia entre ellos
con respecto a la realizacion de un paso dado. Los puntos suspensivos indican los
lugares donde se cort6 la tabla para ser presentada aqui.
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o 'S \g ©
& o] S 3 ©
2 S 2
E s | 23 E <| 3
g ® © & =
x5 x5 s 5 % 3|5
# % # % # % # %
Gl 13 | 100% 13
Hall6 g(x) ®©
G2
Gl 7 54% 7159
G2 1 9% 1
Gl 12 | 92% 12§ o0
Hallo d
G2
; Gl 8 | 62% 8]6.7
Halép
G2 1 9% 1
Hal6 a para € segundo tipo de| Gl 2 | 15% 2
expresion simbodlicade g. G2
Hall6 todos los valores y los 2 | 15% 2] o
reemplazo en el intervalo solucion y
expresando la desigual dad
Utilizé la informacion G1] 2 | 15% 23% 0.84
[0,d) O[41,) para describir € G2] 4 36% 1 9%
interval o solucion
describe la solucién con respecto alos| G1 46% § 6 | ©
diferentes valores G2
. 8% J1f o
Habl 6 de los valores a encontrar

Tabla N° 1.
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Utilizé la informacion | G1 1 | 8% [1fo0.17
x®—p=g(x) parabuscar el valor dep |[G2 5 | 45% 5
Referente a g(x)
identificd la funcién raciona de la|G1 10 | 77% 1 | 8% 11} o
HP . a(x—rl) G2
siguiente manera: )
Se utilizd6 la siguiente expresion| Gl 11 | 85% 3 | 23% J14] o0
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funcion ra(:ional:)-(—a_—h +k dondeay h|G2 7 |64%) 1 | 9%
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Referente a x3-p
Utiliz6 el hecho de que g(0) =0°-p |Gl 2 |15% | 3 |23%| 2 |15% 7| ©
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Argumento o utilizé & que en cero 2 | 15% [ 2169
ambas funciones son iguaes para 1 | 9%
hallar €l valor dep
Argumenta €l valor de p a partir del 1 [ 8% 1>
comportamiento de las funciones
Utiliz6 la informacion de que el 1 8% J1f
conjunto soluciéon comienza por 0O
parahalar p
Quiso comprobar en que puntos las 2 | 15% 2 %
dos funciones eran iguales
Identific6 (0,-10) como punto de Gl| 6 |46% 1 | 8% Q7
interseccion entre g(x) y x°—p G2
Identificd (2.41,7?) como punto de/Gl] 9 [69%]| 1 | 8% 1044.23
corte entre g(x) y x>—p G2 18% 2
. . Gl 1 | 8% 0.28
Dio cualquier valor ap °
G2 2 18% | 1 9% 3

Tabla N° 1.




INTERPRETACION

Los apartes de |a tabla que se acaba de presentar evidencian lariqueza en las estra-
tegias utilizadas. No es objeto de este articulo entrar en la descripcion de cada una
de ellas. Sin embargo, a través de la descripcidn de los pasos por 1os que mas fre-
cuentemente pasd una seccion podremos describir |as principales caracteristicas de
algunas estrategias. Pararealizar la descripcion de la diferenciaentre las dos seccio-
nes analizaremos primero lainformacion por columnasy, en segundo lugar, ladife-
rencia por filas. Consideraremos las casillas en donde se encuentran la mayor
cantidad de alumnos.

Representacién gréfica

En las soluciones encontradas, se tomaron en cuenta para esta columna las repre-
sentaciones gréficas de los estudiantes describiendo qué informacion tenia en
cuenta la representacion realizada. Es asi como observamos que la mayoria de los
estudiantes de | as dos secciones (no se encuentra una diferencia significativa) dibu-
jaron un posible representante de la funcién cubica x3- p, colocaron la abcisa 2.41,
identificaron d como valor asociado a la asintota vertical, identificaron la asintota
horizontal y le dieron €l valor -3, e identificaron 2.41 como la abcisa del punto de
corte de las dos funciones. La gréfica que se muestraa continuacion refleja el estan-
dar que se realiz6. Sin embargo, no todos llegaron hasta este punto. Algunos estu-
diantes de las dos secciones identificaron que se generaba una tradacion y
asociaron p a estatraslacion. No obstante, éste no es un porcentaje significativo (se
encuentra un porcentaje de 36% parala seccion 2 y de 31% parala seccién 1).

Gréfica realizada por los estudiantes de Gréfica de un nuamero reducido de la
las dos secciones seccion 1
v v
d 4 d 4 x
3 R =3 Far
A ﬁ”
Tabla N° 2,

Para las dos secciones no se encuentra una gran diferencia en cuanto al tipo de gré-
ficarealizada. Esimportante anotar que en lasgréficadelaizquierdasereflgjael he-
cho de que la gran mayoria de estudiantes de las dos secciones no logrd expresar
gréficamente como deberia quedar la funcion clbica para que se cumplieran todos
los requisitos, en particular, no sele dael valor (0,-10) al punto de inflexion. Es de
anotar que solo un 27% de la seccion 1 identifico en lagréficaa 0 como la abcisadel
punto de corte entre las dos funciones.

Representacion simbolica

En esta columna se clasificd todo lo que fuera una escritura simbdlica de algin
hecho pero no se anotaron las manipulaciones que se hacian. Para esto se creo otra
columna

* El primer hecho importante que deja ver una diferencia entre las dos sec-
ciones, es que la mayor parte de los grupos de la seccion 1 halaron g(x)




(100%), f(x) (54%), d (92%) y p (62%). Esto significa que las estrategias
gue utilizaron eran vélidas para resolver € problema. Contrariamente, en
laseccion 2 sélo un grupo hallé f(x) y € valor de p.

» Enlaseccion 1 se destaca un 77% que identifico lafuncién racional como
a(x—rl)
(x-r2)

ro.

y un 85% que ademés asigné correctamente los valoresdery y

* En laseccion 2 no hubo grupos que pasaran por estos pasos.

« En e paso en que se utilizo la expresion de la funcion racional ;;_ih +k

donde ay h no se conocen, hay mayor porcentaje en la seccion 2 (64%)
que en la seccion 1 (38%). Sélo un grupo de la seccién 1 identifico que el
valor dek era-3.

» En ambas secciones se resaltd lainformacion g(4) = 0 y/o g(0)=-10.

Manipulacion algebraica

Parala seccion 1 encontramos que el mayor porcentaje (77%) esté en la manipula-
cion que se hizo para encontrar el valor de d. No era necesario efectuar mas mani-
pulaciones dado que los otros valores se podian deducir. Para la seccidon 2 se
destaca un porcentaje de 45% en donde se tratd de hacer algo a partir de la des-
igualdad haciendo una manipulacion agebraica para tratar de encontrar €l valor de
p. No tuvieron éxito.

Representacién verbal

Aqui podemos ver una clara diferencia entre las dos secciones. Para casi todas las
filas se encuentran uno o varios grupos de la seccion 1 que dan explicaciones verba-
les. Por €l contrario sdlo en cuatro filas se encuentra un grupo de la seccion 2.

Diferencia

» De 49 filas que tiene la tabla, en 33 hay unamayor cantidad de grupos de
laseccion 1y en 16 de la seccion 2.

* Las diferencias encontradas muestran que la seccion 1 tiene una mayor
cantidad de grupos que pasan por lasfilas.

CONCLUSIONES

Se encontraron diferencias entre las dos secciones. Se puede concluir que €l tipo de
estrategias que utilizé la seccion 1 son “eficientes’ y que en la seccion 2 no pudie-
ron encontrar estrategias €ficientes. Decimos que una estrategia es eficiente cuando
su realizacion aporta significativamente a la solucion del problema. Por otra parte,
los grupos de la seccidon 1 utilizaron estrategias que se pueden catalogar como
correspondientes al pensamiento de alto nivel:

» No—algoritmico. El tipo de pasos que pudimos encontrar en las solucio-
nes de los estudiantes nos muestran que definitivamente no habia un
camino pre-establecido.

» Complgjidad. Pensamos que el camino a seguir no era visible, es decir,
gue no hay un solo grupo gque haya seguido la misma secuencia en los
pasos. Algunos realizaron gréficas a principio, otros al final, algunos se



veian perdidos y encontraban de pronto el camino. No se encuentra una
secuencia idéntica de pasos a seguir.

» Soluciones mlltiples. En este caso concreto € problema tenia una Unica
solucién pero si presenta multiples caminos para recorrer.

* Incertidumbre. No se conoce todo 10 que se requiere para desarrollar la
tarea

» Auto—regulacion. No se puede reconocer € pensamiento de alto nivel en
un individuo cuando es un tercero quien determina lo que se debe hacer
en cada momento (regulacién externa). Ni nosotros ni €l profesor intervi-
nimos en el trabajo que realizaron los estudiantes. Los grupos que llega-
ron a fabricar la solucion trabajaron solos. En esta medida se puede
hablar de una auto—regulacion del grupo.

» Jgnificado. El texto del problema presenta un desorden aparente. No
obstante, las soluciones de los estudiantes buscaron la estructura subya-
cente.

» Esfuerzo. Serequiere gran cantidad de trabajo mental con el proposito de
desarrollar las elaboraciones y los juicios involucrados (trabajo que nor-
malmente invol ucra gjercicios estandar tan simplificados que requieren de
muy poco esfuerzo). Es un problema que requiere de mucho esfuerzo.
Ningun grupo de la seccién pudo construir la solucion del problemay se
limitaron a ensayar caminos sin poder encontrar una estrategia eficaz.

Este hecho puede tener varias explicaciones:. |os estudiantes delaseccion 1 se habian
visto enfrentados a lo largo del semestre a diferentes tipos de problemas. Por otro
lado, €l tipo de representaciones simbdlicas que se acostumbraba utilizar también
puede influir. Parte central del disefio curricular delaseccion 1 consiste en hacer én-
fasis en las diferentes representaciones tanto gréficas como simbolicas del objeto
funcién detal maneraque alahorade resolver un problemase cuente con unamayor
cantidad de herramientas para solucionarlo. Si se escogia un tipo de representacion
simbolica para g(x), era mucho més facil solucionar el problema que con otra.

Aungue desconocemos el desarrollo curricular de la seccién 2, si sabemos que
los contenidos son los mismos. Esto significa que la metodologia, los objetivosy la
evaluacion si influyen en € tipo de habilidades que se desarrollan en | os estudiantes.

La situacion problematica da lugar a diferentes posibilidades pararecorrer y lle-
gar alarespuesta final que es Unica. Dos caminos opuestos que se pueden describir
son el algebraico (que presenta un nivel de alta complgjidad y paralacual los estu-
diantes de la seccion de calculadoras gréficas no han sido preparados) y un camino
que vaen interaccion entrelo grafico y lo simbdlico (el problema esta disefiado para
gue este camino tenga menos dificultad para los estudiantes de |a seccion de calcu-
ladoras gréficas). La hipbtesis que hacemos es que dado € disefio curricular que se
realiza en la seccidn con calculadoras, estos estudiantes desarrollan mas posibilida-
des de interaccion entre los procesos graficos y 1os procesos simbélicos en contra-
posicion alos estudiantes de una seccion que ven € mismo contenido matemético
pero que, aungue se hace énfasis en o grafico, no se promueve unaintegracion clara
entre |0 que se puede hacer entre lo gréfico y 1o simbdlico. Dada la complejidad al-
gebraicadelasolucién del gercicio, intuimos que | os estudiantes de 1a segunda sec-
cion tendrian problemas para enfrentarl o.
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