Aprender de los errores

José Miguel Pacheco Castelao

Introduccion

Es interesante constatar que con frecuencia los errores, siempre lamenta-
bles, nos ensefian més que la repeticién de los éxitos. Vamos a comentar
un ejemplo, con la idea de ofrecer una reflexién al profesorado de Mate-
méticas en general.

Enla convocatoria de Selectividad del Distrito Unico de Canarias de junio
de 1999 se desliz6 un error tipografico en un enunciado del ejercicio de
Matemaéticas I del COU, que levant6 cierta polémica. Como consecuencia,
la reunién de correctores previa a la calificacién de los examenes acordé
modificar los criterios de correccién para aliviar las consecuencias del
desliz.

Sin embargo, el anlisis de los ejercicios de los alumnos puso de relieve la
falta de una visién critica de la ensefianza en ciertos puntos clave, como se
expondrd a continuacion.

Teoremas y contraejemplos

Un error corriente en la ensefianza de las Matematicas consiste en no
insistir en la diferencia existente entre los conceptos de condicién necesa-
riay suficiente. Aunque el propio significado de las palabras es lo bastante
claro, en la practica hay que afinar mas mediante ejemplos y un anélisis
cuidadoso de ellos. El Anlisis Matematico es el “reino de las condiciones
suficientes”, en el sentido de que la mayor parte de los teoremas clasicos
que aparecen en la ensefianza elemental especifican Gnicamente condi-
ciones suficientes. Ello es cierto también en niveles superiores, pero no
nos ocupa aqui ahora. Recordemos que un teorema que dé una condi-
cion necesaria y suficiente se denomina caracterizacién. Por lo dicho an-
tes, en Andlisis las caracterizaciones son escasas y dificiles. Vamos a propo-
ner unos ejemplos aclaratorios.

Ejemplo 1

Teorema (recibe varios nombres, el mas comn es el de Darboux): "Toda
funcién real de variable real f(x) que sea continua en un intervalo cerra-
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do [a, b] toma todos los valores entre el minimo y el maximo alcanzados
por ella en el intervalo".

La demostracién resulta de combinar los teoremas de Bolzano y de
Weierstrass, como es bien conocido. Sin embargo, no es tan habitual mos-
trar que existen funciones que no son continuas en un intervalo cerradoy
que también toman todos los valores entre el minimo y el méaximo. Ello
probaria que el teorema anterior da sélo una condicién suficiente 'y por lo
tanto no caracteriza alas funciones continuas en [@, b]. Ahi va un ejemplo
que lo demuestra:

Consideramos una funcién definida en el intervalo [0, 1] (ver fig. 1):
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Es claro que esta funcién toma todos los valores entre 0 (el minimo) y 1 (el

maximo), pero no es continua en los puntos § y E’a . Ello nos muestra que

el teorema de Darboux no provee una condicién necesaria. Por tanto, no
caracteriza a las funciones continuas en el intervalo cerrado. El reciproco
del Teorema de Darboux no se verifica, puesto que existen funciones que
toman todos los valores... y, sin embargo, no son continuas.
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Figura 1: Gréfica de la funcién y = x, modificada en dos puntos.
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Ejemplo 2

Teorema (Rolle): "Para toda funcién derivable no constante en un intervalo
cerrado [a, bl ytalque f(a)= f(b), existe almenos unpunto ce(a,b)
talque f'(c)=0".

El enunciado que damos posee hipétesis algo mas restrictivas que el habi-
tualmente utilizado en la docencia, donde se separa la derivabilidad en el
abierto de la continuidad en el cerrado. A nuestro modo de ver, esa ligera
generalizacién no sirve sino para complicar las cosas. Por lo demas, el
teorema se demuestra como siempre tras observar que derivable implica
continua, lo que es cierto también en caso de continuidad y derivabilidad
laterales. Veamos ahora que hay funciones que no son derivables en todos
los puntos, pero cuya derivada existe y se anula en otros.

Consideremos la funcién definida en el intervalo [0, 2] del siguiente modo

x(x-1), - xe[O,l
fl(x)= )
-2Ax-1)(x-2), xel,2]
1 3
Esta funcién (fig. 2) tiene derivada nula en los puntos 5 y 2 , perono es

derivable en x =1, aunque satisface todas las demas hipétesis del teore-
ma de Rolle. Luego este teorema no caracteriza a cierta clase de funciones
derivables (las que cumplen las otras hipétesis) en un intervalo cerrado. El
hecho de que tenga derivada nula en dos puntos, no implica la derivabilidad
en todos los puntos.
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Figura 2: Gréfica de la funcién del ejemplo 2. Obsérvese el punto anguloso en

x=1

Podemos modificar ligeramente la funcién dada para que, eliminando el
punto anguloso que se ve en la figura 2, si se satisfaga el Teorema de Rolle:
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basta tomar ahora la funcién definida en el intervalo [0, 2] del siguiente
modo: f(x)=x(x—1), si xe [0,1), pero f(x) = —(x-1D(x—=2), si
X€ [1, 2]. Esta funcioén sf satisface todas las hipétesis del teorema deRolle,
y su derivada tiene los mismos dos cerosen (0, 2).
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Figura 3: Gréficadela funcién del ejemplo 2, modificada para satisfacer las hip6te-
sis del teorema de Rolle.

Ejemnplo 3

Aveces se utiliza la no anulacién de la derivada en un intervalo para probar
algunos resultados interesantes, tales como la unicidad delos ceros de un
polinomio en un intervalo cerrado. En muchos ejercicios lo habitual es
comprobar que el signo de la derivada es constante, viendo que no tiene
raices reales. La idea geométrica tras esta interpretacion del teorema de
Rolle es que “las raices de la funcién separan grupos de raices de la deriva-
da”, pero el error mas comun en la aplicacién acritica de esta regla consis-
te en creer que la anulacién de la derivada en un punto implica la anula-
cién de la funcién (existencia de ceros) en los extremos de algan intervalo
que contiene a ese punto.

Consideremos (fig. 4) la funcién polinémica f(x)=x(x-1D(x—2),que
en clase solemos poner, para disimular, en su forma desarrollada
f(x)=x* —3x +2x.Esevidente que este polinomio tiene tres raices, 0,
1y2,yquesuderivada f'(x) =3 %% — 6x + 2 tiene dos ceros. Sin embar-
go, lafuncion g(x )= 3 —3x? +2x +1, cuya gréfica (fambién enla fig. 4)
se obtiene dibujando la de la anterior una unidad maés arriba, s6lo tiene un
cero -lo que se veria facilmente mediante el teorema de Bolzano-y su
derivada, que sigue siendo g'(x)=f'(x)=3 x? —6x + 2, sigue teniendo
los mismos dos ceros. Esto es, de la anulacion de la derivada no se sigue la
anulacién de la funcién. Pasemos ya a comentar el caso del examen.
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Fig. 4: Graficas de las funciones f(x)=x(x—1)(x—2)y
glx)=x(x—-1)(x-2)+1

El examen de junio de 1999

El enunciado decfa asf: "Usando los teoremnas que sean necesarios, dernos-
trar que la ecuacién polinémica x3 + 6x? —15x — 23 = () no puede tener
mds de una raiz real". Los proponentes lo habfan pensado, desde luego,
para que se aplicase el teorema de Bolzano y después la regla del signo
constante de la derivada para probar la unicidad de la raiz cuya existencia
garantiza dicho teorema. Sin embargo, se deslizé el error de poner-15 en
lugar de 15 en el coeficiente del término en x, con lo que resulta que la
derivada, 3x? +12x —15,posee dos ceros. Por tanto, la aplicacién direc-
ta del criterio del signo constante de la derivada (condicién suficiente,
pero no necesaria) no eraviable. A pesar de ello, el enunciado del proble-
ma podria haber sido valido —aunque en este caso por desgracia no fue
asi-.

El andlisis correcto, a partir de aqui, hubiera sido: calculemos el maximo y
el minimo predichos por la derivada y observemos si los valores tomados
por la funcién son de distinto signo. En caso afirmativo, el Teorema de
Bolzano, de nuevo, nos da la existencia de otras dos raices. Si uno de los
valores es nulo, la raiz correspondiente a ese valor es doble, pues se anulan
simultdneamente la funcién y la derivada. Si, por el contrario, los valores
maximo y minimo de la funcién resultan ser del mismo signo, entonces
s6lo hay una raiz real, tal como solicitaba el enunciado.

En el caso del polinomio propuesto, éste posee tres raices simples (dibdje-
se con una calculadora grafica, que ademads se permite en las pruebas de
Selectividad, por ejemplo, ver fig. 5) lo cual hace imposible probar lo pedi-
do. Una solucién totalmente correcta a la cuestién, e indicativa de un buen
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dominio de las Matematicas, —
hubiera sido: "Es imposible AN
probar lo pedido por taly tal
causa', pero entre esas cau- \
sas no se puede poner nun- 0
ca que "porque la derivada -
seanula.

60

Se puede modificar la fun- g/ 6 4 2 10 2
ci6n dada de muchas ma- | i » /’
neras para que solo tenga, /
de verdad, una tnica raiz.

Cambiar —15 por 15 es sélo Figura 5. Grafica del polinomio del ejercicio
propuesto.

una de ellas, que parece la
maés conveniente a la hora
de enmendar el yerro. Pero otra es cambiar —23 por 23 y mantener el -15:
Asf conseguimos una funcién con una unica raiz, pero con derivada de
signo variable.

Conclusién

Hay que extraer siempre conclusiones positivas, incluso de los errores:
éstos suelen ser una fuente més rica de ideas que el aburrido devenir de las
cosas siempre bien hechas. En este caso, un error -aunque subsanado en
las correcciones—nos ha permitido descubrir ciertas carencias en la ense-
fAanza de las Matematicas que hubieran pasado desapercibidas de no ha-
berse metido el duende de los teclados de por medio.

Ademas, hemos comprobado que no siempre el "ensenar" es lo esencial,
también hay que "hacer Matematicas", lo que conlleva muchas cosas: cal-
cular, pensar, distinguir condiciones, redactar, especular y, {por qué no?
saber manejar la calculadora. Y, sobre todo, ensefar a pensar criticamente
presentando siempre ejemplos y contraejemplos a cuanto resultado apa-
rezca en el transcurso de las clases..
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