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Hace ano y medio pudimos leer en el periddico mas importante de Holan-
da, NRCHandelsblad, el articulo Quod erat demonstrandum: se abandona
la demostracion en la educacion materndtica, cuyo autor es Dirk van Dalen,

Una cita textual del articulo: {Qué es Matemdtica? Matematica no es el
nimero de coches que pasan por la glorieta, ni la forma que tiene una
cuerda que une la torre de laiglesia con el ayuntamiento. Los asuntos de la
maternatica son abstractos: nlimeros, conos, ecuaciones diferenciales.

¢Como podemos saber algo sobre esas cosas y cdmo podemos hacer
afirmaciones sobre ellas con mas certeza que sobre las propias vivencias?

La respuesta es: iporque demosframos las propiedades!
Un poco mas adelante leemos:

Para un matemaético la demostracién es como el telescopio para un astré-
nomo o la raqueta para un tenista.

Adn mas reciente es la siguiente afirmacion de Hendrik Lenstra, catedrati-
co famoso especialista en teoria de niimeros: hacer matemaditicas sin de-
mostraciones es cormo jugar al fiathol sin pelota.

Jugar sin y con pelota

N a, Dibuja un triangulo @n una heja da pa
Cuando vemos los libros de ¥ recori o Iriﬂ%qulu. s ks
texto, para los tres primeros b, Rasga los tres dngules v ordanalos da
anos de secundaria, en Holan- manera de la figura aqui

da parece que jugamos sin
pelota. A continuacién mues- _&_
tro una pagina de un libro muy ]

¢. { Cudntos gradce es la suma da los tres
popular: anguios?

La suma de los tres dngulos de
un tridngulo es 180°.

Sisabes dos angulos de un triangulo,
puedes calcular la madida del tercero,

i T A/B=180°_T365 =42
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La traduccidn es textual, asi como la disposicion del texto y graficos en la
pagina del libro. No es una demostracién, sélo es un experimento. Siento
algo de verglienza y, sin duda, esto es un ejemplo de jugar sin pelota. El
principal reparo que pongo, es que ino explica nada ni aporta compren-

sion !

Mucho mejor es la demostiracién que descubri en un libro antiguo (Rey
Pastor y Puig Adam, 1957). El titulo del libro es Elementos de Geometria; no
es muy original, por el contrario silo es el enfoque didéactico. Aqul hay una

combinacién de explicacién y expe-
rimento. El texto dice para explicar-
nos este curioso resultado...

Los autores explican el paralelismo de
AQ y BC por la igualdad de los angu-
los alternos internos. De hecho es la
demostracién clésica, pero en un es-
tilo informal, o quizés deba decir pre-
formal.

Puede ser que la pelota no sea muy
dura, pero aqui hay una pelota.

En un libro americano he encontra-
do un daoble experimento.

Primero como el texto holandés, lue-

Lecclan 14. - Los trigngulos.

8. Suma de los dngulos de un iridngulo

Hegase lasiguiente eaperlonda: Recdrtense los
dngulos ce un trldngulo de papel ABC y sumense
colocdndolos coma Indica, per gjemplo, 1a figura,

“ A Q La suma resulta siempre

igual a 180¢

Para explicarnos este curloso
resultado observemos gue AQ
d?hﬁ ser paralela a BC, por la
lalgualdad de los dngulos intermos [,
Por andloga razdn AP es paralela a BC; y como par
A no pasa nids (ue una recta paralela, una de estas
sermir redas debe ser prolongacidn de la otm.

Asl, pues,
La summa de Jos tres dngulos de un tefdngulo taie 18ir,
os cloelr. dos racios.

&

go el experimento a la inversa: sila suma de tres angulos es 180°, entonces
se puede formar un tridngulo con dichos angulos.

AByCMImve

Comenzar con un semictreulo
|. Recorta un semicirculo de una hoja de papsl

Il. Corta lusgo al sami circulo en tres trozos haclan dao dos
s desde el r.onlm dnl Indo recto. Coloca |as latras

iii. Coloca frente a i los tres frozos con |os bordes mdmdﬂs
hacia adsntro y los vértices apuniado hacia afus
Muévaics hasta que puadas var la !arma da un ! nanuula

Este experimento doble es una mejora respecto del texto holandés, pero

no me satisface del todo.
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Para mf es un misterio el que los autores de dichos textos no hayan procu-
rado hacer comprensible el teorema.

Aparte del enfoque de Rey Pastor y Puig Adam, existen otras posibilidades
que utilizan de una manera informal propiedades del tridngulo.

* [Jtilizando tridngulos congruentes,
por gjernplo de carton, para azule-
Jar el plano.

La suma= 180"

» Considerando una vitelta comple-
ta alrededor de un glorieta trian-
gular, donde la suma de los giros
(y por lo tanto los dngulos exterio-
res) valen 360°,

= UUsando una red de rectdngulos
para demosirar que la sumade los
dngulos de un tridngulo rectdngu-
lo vale I180P y después, por descom-
posicion, se puede demostrar esta
propiedad para cada tridngulo.

No hay ninguna razén para elegir una sola explicacién ni esta prohibido
ensenar mas de una demostracién. Al contrario, teoremas tan importan-
tes como éste y como el de Pitdgoras, merecen mas de una demostracién,

El teorema sobre la suma de los angulos internos de un triangulo satisface
el criterio del americano Morris Kline: Una demostracion sélo tiene sentido
si contesta a las dudas de los alumnos y si demuestra lo que no es evidente.

Una pequeiia historia con grandes consecuencias

Ocurrio en el ofoiio de 1949. En el cuarto de atrds de un edificio alto, estaba
empollando un chico de 12 anos, luchando con un ejercicio de geomnelria.
Ha cerrado la puerta corrediza para que no le moleste laradio. A las nueve,
su padre, viene a mirar si ya ha terminado su hijo:

e [Es hora de dormir, dice su padre.

* No. No. Quiero resolver este problerna. Respondio el hijo un poco irritado.
* (Puedo ayudarte?

* No tienes ningtin conocimniento de geometria, Papd.

Hacia las diez, sonaba un grito de friunfo, algo como eureka. Y aunque no

pudo conciliar el suerio inmediatamente, a la siguiente mariana el nirio
estaba alegre y muy vivo en la clase de geomelria.




Quizas lo haya adivinado. Ese chico era yo. Todavia tengo en casa el libro
de geometria y he encontrado la pregunta.

Demostrar: Si dos rectas paralelas son cortadas por una tercera recta,
las bisectrices de los angulos correspondientes son también paralelas.

El profesor nos ha enseniado a dibujar li-
neas paralelas con regla y escuadra.

Por traslacion deben ser también paralelas
las bisectrices de los dngulos correspon-
dientes.

Entonces (para qué demostrar la propiedad?
Este problema no satisface el criterio de Mortis Kline.

Creo que esa fue la razén por la que tuve, inicialmente, dificultades con
esta cuestion. Pero, de repente irecibi la luz! Entendi el juego, el juego de la
deduccion (el juego con la pelota dura).

El profesor nos ha entrenado de forma rigida sobre el sague del juego:
1. Analizar el texto.
2. Dibujar una figura correcta.
3. Formular los datos.
4. Formular lo que se desea demostrar.

Al final, utilizando los datos, definiciones y teoremas se puede deducir, en
cinco pasos, una verdad que es intuitivarmente clara

Damostraciian: @

Caiiny Cdom isecini ) (= mbsemnzy

|| o LT [T cain f kin

£Pyym 20y 2Py = 32P 5 20, = 320,
L i

LPy - 20y

lr!*lﬂlllll

diie

No recuerdo la redaccién de mi solucion, no creo que estuviera tan orga-
nizada como la de arriba. Pero estoy seguro que utilicé lo esencial. Ese
momento de triunfo hizo que me enamorase de la geometria, y ese amor
ha sido un amor de toda la vida hasta el punto de que determiné mi futuro
profesional.
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Pero yo era una excepcion en ese grupo de alumnos. Solo recuerdo a otro
chico de ese grupo con la misma aficion, o quizas la misma aberracion.

No recuerdo si nuestra aficion dependié de la evidencia de una propiedad
geométrica o no. El siguiente problema en el libro, la perpendicularidad de
las bisectrices de los angulos colaterales internos, es una propiedad me-
nos evidente. Y por lo tanto es mas adecuada y desafiante el probarla.

& b
d

@

o es bisgciriz a'eP1 2
0 a5 bisactiz deGly 5
51
| dle ’

Quince anos mas tarde, cuando era un joven profesor de matematicas en
secundaria, me acordaba de mis experiencias escolares y tenfa una ocu-
rrencia didactica. Pedia a los alumnos que dibujaran correctamente, utili-
zando regla y compds, en cualquier paralelogramo las bisectrices de los
angulos interiores. Luego tenian que colorear el nuevo paralelogramo de-
terminado por estas bisectrices. La actividad fue muy animada y al final
hicimos una exposicién de los dibujos.

En seguida algunos alumnos formularon la conjetura: el cuadrildtero serd
siempre un rectangulo {Siempre? iParece que si! Sintieron la necesidad de
una explicacion.

Veamos. Si el cuadrilatero es un rectangulo, entonces la suma de las dos
mitades de &ngulos colaterales debera sumar 90°. Necesitamos saber que
la suma de los dangulos agudos en un tridngulo rectangulo es 90°. Si ya
conocen lo de la suma de los dngulos de un tridngulo, es facil. En otro caso,
tenemos un nuevo problema que podemos resolver construyendo un rec-
tangulo, como ya hemos visto.

Una consecuencia es que la suma de los angulos colaterales de un
paralelogramo debe ser 180°. Esta propiedad se puede entender por tras-
lacion.

Martin Kindlt 7




senda do
deducoion

Entonces el problema se reduce a verificar dos propiedades que son mas
evidentes.

Este principio es el nticleo del pensamiento matematico.

Quiero llamar a esta senda la senda de la investigacién. Es como seguir
unas huellas hacia atras, hasta donde no tenemos duda. En coniraste con
la senda de la investigacién, que hemos aprendido antes y que es usual en
la educacién matematica universitaria.

Unos afios después, mi aprendizaje de la didictica practica iba paso a
paso, descubri que puede ser muy atractivo experimentar primeramente
con materiales concretos, por ejemplo con un paralelogramo de carton y
trazar las bisectrices doblandolo.

En esta época tenemos experiencias muy buenas con el mismo problema
y con alumnos de secundaria superior. Utilizamos la computadora y el
programa Cabri para que los alumnos puedan experimentar y explorar
propiedades geométricas. Al término de la exploracion se expresa una
conjetura, una hipétesis. Para su verificacién seguimos la ruta hacia atras y
hemos convenido con los alumnos algunas reglas basicas, como por ejem-
plo, la surma de los dngulos colaterales de un paralelogramo vale 180°.

Freudenthal llamé a este principio organizacién local: los conceptos y las
relaciones geométricas son analizados siempre hasta cierto limite, que es
bastante arbitrario, hasta el punto en que se puede disiinguir a simple vista
que significan y si las relaciones son verdaderas.

Vuelvo al problema anterior.

Como ampliacién de la actividad, los alumnos pueden investigar casos
especiales con Cabri.
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Algunas preguntas que pueden surgir.

cuadado, ; cuando es?

* B rectangiilo inclikdo puode serun

* & veces desaparece af /ectd
s& raduce 8 LN LD, £ Cuan

* A veces los vorfices del rectdnguio estén
en lados opuestos del paraielogramo,
écual es la condicion necesaria’

N

AN

o,
ocume?

=7

X7

Por otra parte, se puede sustituir el paralelogramo por otra figura mas
general. Si tomamos un trapecio en vez de un paralelogramo, el cuadrilate-
ro formado por las bisectrices tiene dos angulos opuestos de 90°. Esto

significa que es un cuadrildiero ciclico,

de untipo especial.

Podemos investigar con cualquier cuadrilatero y algunos alumnos podran
expresar la conjetura de que, las bisectrices forman también un cuadrila-
tero ciclico. Es verdad. Proponemos otra vez realizar una demostracion,
no sdélo para verificar la proposicién, sino también para realmente com-

prenderla.

paralslogramo

—F tmpecio

El ejemplo del cuadrilatero formado por las bisectrices es paradigmatico.

Nos muestra un proceso por etapas:

» Exploracién mediante experimentacion (doblar, dibujar, utilizar el

ordenador).
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« Suposicién (expresar los descubrimientos, formular conjeturas).
* Demostracion (verificar, comprender, convencerse).

En una situacion lo suficientemente rica se pueden extender las activida-
des con nuevas etapas de investigacion:

* Especializacién

¢ Generalizacion.
Segtin mi opinién y para evitar un malentendido, el ejemplo con las exien-
siones dadas requiere de una cierta madurez en los alumnos. Podria ser
adecuado para alumnos de, digamos quince afios, en el bachillerato supe-
rior. Sin embargo, creo que también es posible, con el mismo estilo, cons-

truir problemas para alumnos mas jovenes, problemas yue les reteny les
animen a conjeturar.

El campo de los niimeros naturales

Presentaré ahora un ejemplo con nimeros naturales, un ejemplo de arit-
mética de la escuela pitagérica. La suma de los primeros cinco nimeros
impares (1,3,5,7 y 9) es igual al cuadrado de 5. (Es siemnpre asi? Es decir, {es
la suma de cada fila de niimeros impares consecutivos, a partir de 1, igual
a un cuadrado?

: P
d .
. .
- -
7 Arttmética en Grecla %o
.‘ .’
g .v "
e—— —_———
-i‘&
25 e
@ ..-.".‘..
4 a
iPor supuesto! Si anadimos un Fordemostrar;  1+3+5+ .. +(Zn-1)= n°
nuevo ‘nimero de laforma V',

. =2,3,4,..
construimos un cuadrado rkn=d b4,
mayor. Este razonamiento es Dbz
absolutamente convincente | Blosson=2 §+354= 32

para mi, y espero que para
otros también. Pero en la Uni-

versidad los estudiantes deben P Tedaee. 4GR-t R =
utilizar la induccion matema- 2 22hed = (et
tica.

Il Seaverdad: 1+3+5+. +(2k-1) = k®
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{Es maés exacta? No, es mas imponente, porque es mas formal.

Sin embargo, el enfoque pitagérico, me parece suficiente y preferible para
la ensefianza secundaria.

El neopitagérico Nicomaco de Gerasa (100 d.C.), fue famoso por sus nt-
meros poligonales. Los més conocidos son los nlimeros cuadrados, los
niimeros oblongos y los nimeros triangulares.

Micomachos de Gerasa {100 d.C)

_[nimero cuadrado

1+3+5+ . +{2n-f=n*

1+2+3+ . +n= ;nin-i‘l]

Estos niimeros son muy interesantes y permiten descubrir muchas rela-
ciones entre ellos que dan lugar a interesantes ejercicios de demostracién
algebraica.

Nicomaco escribié una interesante obra denominada ‘Introduccion a la
Aritmeética’ donde trata las propiedades ‘maravillosas y divinas’ de los na-
Mmeros.

En ese libro faltan demostraciones, y Nicomaco se justifica alegando que
podrian aburrir a los lectores (parece la época moderna) y ademés podria
perderse mucho del misterio.

Soy por ello partidario del razonamiento y la demostracién matematica,
para acabar con la idea de que la matemética es magia.

Un descubrimiento famoso de Nicomaco, sin demostracion, es el siguien-
te: cada nimero cubo es la suma de ndrmeros impares consecutivos.

Veamos: 13=1,23=3+5,33 =7+9+11, 4 = 134+154+174-19, etc.
«Cémo demostrar y, de paso, desmitificar esta proposicion?

Considere las medias aritméticas de los conjuntos de niimeros impares
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3,5 —p mada=

7.8, 11 wip media=9

|l 13,15,17.19 —p media=16

3485= 2xP=2

TeO+ M= 3xP=3"

Cada vez la media es un cuadrado. Parece que si, luego casi estamos listos.
Para comprender esa propiedad utilizare la espiral de niimeros.

100 M S8 97 B8 05 9 93 m @ _§0

B4 63 62 B @ 59 8 5T m [6w
BS) 3, 3 W 3 P 3 0 (s Led
pol arl 16 __18 W 13 w2 Loy
874 3l 47 3 2l 53 Laa
ARG 356 18D S 00— B0 27 02 DES
@) 40| 19| a 7 & @8 51 [as

al W N 32 2 o 25 Jw [
nl &8 B f % w7 ® e a2
n T3 Ta B e 7 8 m e oA

En las esquinas encontramos los niimeros cuadrados y 1os nitmeros oblon-
gos. No es dificil de entender: /Mire los pasos! Cada cuadrado es la media
aritmética de dos nimeros oblongos consecutivos. Ejemplo paradigmati-
co: 6 x 6 es lamediade 5 x 6y 6 x 7. Si quiere podemos dar una demostra-
ci6n algebraica: 1? es lamedia de (n-1) xny de n x (n+1).

Miremos ahora a las sumas 1, 3+5, 7+9+11, etc. Los términos de tales
sumas caen exactamente entre dos nimeros oblongos consecutivos. La
demostracion de este hecho es un buen ejercicio.

De este modo podemos entender la validez de la regla de Nicomaco.

Una consecuencia interesante de esta regla es una de las férmulas mas
espectaculares de la maternatica:

1P+22 433+ +n*= (14+2+3+...4n)?
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Parece increfble que Nicomaco no haya dado con esta igualdad. De cual-
quier forma, no aparece en su obra.

15 234 P47

i r 1
14+3+5+7+0+11+13 +15+17+10

(142 +3+ 4y

La figura explica la férmula de manera paradigmatica y visual.

Existen otras demostraciones visuales de la misma igualdad, por ejemplo:

Otra, menos conocida, que utiliza
tridngulos es la siguiente:

3
o1

A&

#'r%v%vgv#v#v#
AVAVAVAVAVAVAYA iy 42= 4
AVAVAYAV, VAVAVAVA i

WAY SWAVAN

4
AVA' :
AA» 5x5= ¢

Observacion: las superposiciones se compensarn.

Por lo general, en los libros de textos universitarios se exige una demostra-
cién de la férmula para la suma de los cubos utilizando la induccion mate-
matica. Ese método es importante en matematicas, pero es discutible su
uso en secundaria desde una perspectiva didactica.

Una demostracion por induccién aporta, sin duda, cerfeza pero quizas no
aporte comprension de la validez de la afirmacion probada.

iDemostrar o no demostrar en la ensefanza secundaria?

La demostracién ha perdido mucho terreno en la cnsefianza actual de la
matemdtica en el nivel de secundaria. Mas atin, con la desaparicion del
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método euclideo de la escena pedagdgica en muchos paises, no hay lugar
para la demostracion matemaética. Parece como si el fenémeno “demos-
trar” fuera impropio del enfoque pragmaltico tan de moda en esta época.

Como reaccién, en algunos paises, ha surgido un interés didactico renova-
do por reforzar los elementos “razonar y probar” en la educacién mate-
matica. La cuestién es: Existe alguna posibilidad de que los alumnos co-
nozcan algunas demostraciones que satisfagan el criterio de Morris Kline?

Yo pienso que si, pero no para todos los alumnos. En mi pais hemos
reintroducido la demostracion geométrica en el bachillerato superior y
sélo para alumnos con el perfil “exacto”. Para estos alumnos proponemaos
la utilizacién del programa Cabri y la “organizacion local” de Freudenthal y
parece que tenemos éxito.

Oficialmente, en los tres primeros afnos de secundaria, no hay diferencia
entre los alumnos. Pero, debido al fracaso actual en la secundaria basica,
muchos colegios empiezan a diferenciar a los alumnos en dos o tres perfi-
les alaedad de doce anos. Es una reaccién comprensible después de una
experiencia de seis afnos. Un problema grave es que los alurmnos sobresa-
lientes no tenian ningtn reto. Ahora tenemos nuevas ediciones de los li-
bros de texto y cada libro presenta dos o tres niveles. Es una reaccién tipica
del mercado de los libros de texto. Existe también un proyecto para reali-
zar un texto digital (en internet) para los alumnos sobresalientes. Segin mi
opinién este desarrollo nos proporciona una oportunidad para reforzar el
curriculum de matematicas y a prestar mas atencién a razonar y probar,
aunque solo sea para los ‘talentosos’.

El campo de los nimeros naturales presenta oportunidades tal y como he
mostrado antes. También hay posibilidades en la combinatoria elermental.
También en la llamada geometria de vision: perspectiva y sombra, Pero si
uno quiere experimentar el espiritu de la deduccién y del método mate-
matico, la geometria clésica parece lo méas apropiado. Sin embargo, no
quiero parecer un propagador de la vuelta a la geometria estilo Euclides
partiendo de axiomas y definiciones. No es adecuado para los alumnos
jovenes y ademas requiere de mucho tiempo. Pero, quizas podriamos se-
leccionar un dominio geométrico que es mas o menos independiente y
que es atractivo para alumnos de, digamos, 14-15 afnos. Tal dominio existe,
segiin mi opinion, y lo constituye las dreas de los poligonos culminando en
el teorema de Pitagoras. Tal dominio se encuentra en los Elementos de
Euclides entre las proposiciones 34 a 48.

El francés Clairaut (siglo XVIII) escribié un libro titulado ‘Elements de
géométrie’ en un estilo intuitivo y con demostraciones informales. Satisfa-
ce mas o menos las ideas de Freudenthal sobre la organizacion local.
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He aquf una pagina sobre la igualdad de las areas de dos paralelogramos
(proposicién 35).

Les Parall dlogramunes qul ont une base commiine,
# ged soal entre les memes paralleles, sont éguux
e superficle.

De Bl suit, que tous les parallelogrammes ABCD,
EBCF (fig. 18 ou 19). qqui auront une base commune,
¥ 1 I A

C i3

ot qul se trouveront entre les memes paralleles,

sertent dgaux; ce qu’ll est alsé de volr, méme incé-
endamment e ce %L‘Jﬂlgl'éfﬁdi‘. 1 remargquant que
e parallélogramme .1 deviendra le parallélo-

E I o] A

C R
égnn.um EBCF, sl on lul ajoute le triangle DCF, et que,
1a fipure entiers ABCE, on rotranche b triangle ABE:
qu'anisl les deux triamgles DCF, ABE, élanl suppises
egaux, 1 sera évident ue le parallélogramme ABCD
naura polnt changé d'élendue en devenant EBCF,

La demostracién es muy sencilla y creo que los alurmnos podrian realizarla.
De hecho se basa en el enfoque euclideo. Euclides continua con esta pro-
posicion:

Fuclsces, twm I, Progasicin 36

Lins parilpiograns e ostan an bases igiiles
11 0 GHSITAS fraiEfrlas . s dgivaks erioe s

Veamos: Por la proposicién 35 sabemos que los paralelogramos ABCD y
EBCH tienen la misma area. Lo mismo vale para los paralelogramos EBCH
y EFGH. Luego los paralelogramos ABCD y EFGH tienen la misma érea.

Este es un ejemplo tipico de deduccién matematica.

Euclides continua con la igualdad de éreas de tridngulos que “tienen igua-
les bases y estan comprendidos enire paralelas”.
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Un enfoque, mas dinamico, consiste en utilizar Cabri para descubrir que el
drea de un triangulo no cambia si uno de sus vértices se mueve en una
recta que es paralela al lado opuesto.

Esta propiedad da lugar a muchos ejercicios interesantes.
Ejemplos:

Transformar un pentdgono en un tridngulo conservando el drea.

La pajarita.

Demestracion:
AB/ CD , poes: eroa ABC = dea ABD

area BSC = diea ABC - drea ABS

} = dreq BSC = drap ASD
area ASD = drea ABD - draa AES

Me parece muy 1til que los alumnos puedan sistematizar su razonamien-
to.

Este ejemplo tiene una interesante continuacion. Trazamos el segmento
que pasa por S y es paralelo a la base AB, que une los puntos Py Q de los
lados AD y BC. Parece que S es el punto medio del segmento PQ. Se puede
probar utilizando el principio de reduccién al absurdo. Un principio injus-
tamente olvidado en la educacion matematica. De acuerdo, es dificil que
los alumnos lo utilicen de forma activa, pero el gusto por tal tipo de razona-
miento debe formar parte de la educaciéon matematica de los alumnos de
bachillerato.
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S es ef medio de PQ

Demostracion:
ya sabamos:

Analogaments:
dasda PS > QS seria drsa A

drea ASD = area 85C (1)

Supongamaos: PS< QS

Puas: droa APS < droa BOS
drea DPS < grea COF

.
draa ASD < dérea BSC
que &s contradiciono con (i)

también contradictorio con (i)

8D = area BSC,

Una explicacién alternativa desde la vista en perspectiva: el trapecio puede
interpretarse como la vista en perspectiva de un paralelogramo, y tenemos

asi una demostracion sin palabras:

noizonie

Un teorema cldsico:

Este teorema de Euclides tiene mu-
chas aplicaciones. Incluso en Alge-
bra.

n £
: P en e ding
1
areal=area il

La diagonal d2| paralelograma no solo parte ABCD
en partes iguales, pero también los dos paralelogramos
blancos. Pues dea | =area Il

Por redueciin al absurdo ss pusds demostrar la
inversin: si dos lineas paralelas a los fados de un
paralelogramn sa corlan en Py su las arsas da |y
son lguales, pues P esta en la diagonal BD.

n

a«:id = be

L= ]

Martin Kindt




Clairaut, imitando a Euclides, usa el Esto proporciona la oportunidad de
teorema para construir un rectan- construir puntos de una hipérbola
gulo con altura dada y cuya area sea’ ortogonal.

igual a la de otro rectangulo dado.

Marmiére de changer un rectangfe {(ABCD) mun
autre (GEFE) . dont fa hauteur soit domde,

[+)

A > 4

Si se aplica la construccién andloga, pero para paralelogramos, se obtiene
la hipérbola oblicua.

El tema de la igualdad de las areas es rico y concreto. Hay muchas aplica-
ciones geométricas y conexiones con otras partes de la matematica. Ade-
mas, proporciona la oportunidad de explorar y probar con Cabri.

Por ultimo quiero mencionar una publicacion muy interesante del
sudafricano Michele de Villiers: “Rethinking Proof with the Geometer’s
Sketchpad”. El autor, que ha basado sus ideas en la teoria de van Hiele,
discute seis funciones de la demostracion: explicacion, descubrirniento,
verificacion, desafio intelectual, sistemnatizacion y comunicacion. Podria-
maos anadir comprension y desmitificacion.

He hablado sobre estos aspectos de forma mas o menos implicita.

En mi opinion los aspectos mas importantes para la educacion matemati-
ca son la comprension y el desafio intelectual. Una condicién necesatia
para lograr ensefnar demostraciones es conseguir una esfera activa de
trabajo, con muchas oportunidades de explorar e investigar. Si un alumno
descubre cierta propiedad por si mismo, estara mas motivado hacia su
comprensién y hacia la bisqueda de una demostraciéon convincente.

Martin Kindt, es investigador y profesor en el Freudenthal Institute de
la Universidad de Utrecht. Su interés es la educacién matemdtica, la
historia de la matematica y la geometria.

Direccién electrénica: martin@fi.ruu.nl

(Arreglos para la version castellana realizados por Juan Antonio Garcia
Cruz)
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